Dobré aproximace

Pomoci teorie dobrych aproximaci popsané v textu se pomérné snadno odvodi
nasledujici véta o algoritmu hledani dobrych aproximaci realného ¢isla:

Véta. Necht 0 € R. Generujme rekurentné celd ¢isla pn, gn, a,; nejprve
polozme

Po = 17 qo = 07
p1=10], =1
Pak pro libovolné prirozené n pokracujme takto: jestlize g,0 = p,, generovani
kondi, jinak polozime
_ |Qn—19_pn—l|
p = | —F/——————
|Gn0 — pnl
a dale
Prntl = UnPn + Pn-1,

Ont1 = GpGn+ Gu-1-

Pak vsechny dobré aproximace cisla 0 jsou pravée cisla z—" pron > 1, je-li

ay > 1, resp. pron > 2, je-li ay = 1. Navic plati !

(_1>n(Qn9_pn> S 07
Gn+1Pn — GnPn+1 = (_1>n

Pomoci konstrukce dobrych aproximaci nyni dokédzeme nepatrné slabsi
variantu uzivaného pifpadu Lehmannovy véty pro r = [v/N].

Véta. Necht N je liché, N = pq, kde p < ¢ jsou prvocisla. Pak existuji
celd cisla z, vy, k tak, ze

(1) 2% —y*=4kN, 1<k <[VN];
(2) 2k = x=1(mod2); 2tk = x=k+ N (mod4);

(3) 0<a?—4kN < [é\[ﬁ]'




Dukaz. Je-li p = g, véta plati pro x = 2p, y =0, k = 1, nebot
N =p*=1 (mod4),

atedy k+ N = 2 = 2p (mod4). Necht déle p < ¢. Sestrojme posloupnost
dobrych aproximaci ’q’—z dsla @ = 4 a zvolme n tak, aby pngn < VN <
Pri1Gni1- To lze, protoze algoritmus vypoctu dobrych aproximaci se zastavi
aZ pro p, = q, ¢, = p, kdy je pfesné dosazeno 6. Protoze 6 > 1, jsou disla p,,

DPri1s Gns Gna1 kladna. Polozme

k= Pnln, T = PPn + qQGn, Y = PPn — 44n.

Ziejmé 1% — y* = 4ppnqq, = 4k N, odkud plyne (1). Jestlize 2|k, pak je pravé
jedno z ¢isel p,, a g, sudé (vidyt jsou nesoudélnd), a protoZe p a ¢ jsou licha,
je x liché. Je-li naopak k liché, jsou p, a g, lich4, odkud

GnDPT = GuP’Pr + GGoD = Gupn + qp =k + N (mod 4)

a ze sudosti x plyne g,pr = x (mod4), celkem tedy (2). Z teorie dobrych
aproximaci
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Vynasobenim levé nerovnosti ¢islem q"]T“ dostaneme

oy o Priini 1 _ Pat1Gni1 — 1

P2 pq Pq N
Ovsem ppy1gni1 > VN > [W], tedy paii1@air — 1> [W] Dohromady
2 N N
2 4kN =2 < 2L < <

Gay1t  PatiGnri —1 7 [V/N]
a platii (3).



Poznamka. Odhadneme-li x 4+ 2vkN > 4VkN pomoci (3) ve vyrazu

x? — 4kN N 1 1 N
x_2m2x+wk_zv< [m@m:qm‘@

dostavame nepatrné slabsi odhad, nez je odhad uvedeny v Lehmannové vété

v textu:
1 N
ToAVENE LM e Vi

avSak 1 nami ziskany odhad postac¢i k odvozeni udané c¢asové narocnosti
Lehmannova algoritmu.




