Geostatistické metody interpolace - STRUKTURNiI ANALYZA A KRIGING

Kriging patfi do tzv. stochastickych metod. Doposud uvedené metody se naopak
oznacuji jako deterministické a Zadna z nich dosud nefesila nasledujici problémy:
pocet bodu nutnych k vypoctu lokalniho priméru (interpolované hodnoty)
velikost, orientaci a tvar okoli

zda neexistuje jina cesta k definovani vah nez funkce vzdalenosti bodu

jaké jsou chyby a nejistoty spojené s interpolovanymi hodnotami

Odpovédi na tyto otazky poskytuji geostatistické postupy zalozené na tzv. strukturni
analyze a krigingu.

V pfFipadé krigingu je interpolovany povrch tvofen ze tfi slozek (obr. 1). Prvni sloZzku
predstavuje tzv. strukturalni komponenta s konstantnim prdmérem ¢&i trendem -
obecny trend (tzv. drift). Druhou slozku povrchu pfedstavuji kolisani (drobné
snizeniny &i vyvySeniny), jejichZz podstatu Ize vyjadfit ur€itou matematickou funkci
jako v pfipadé trendu, ale ktera vyjadfuji urCitou prostorovou korelaci (tzv.
regionalizovana proménna) — pravé tato slozka je geostatistickymi metodami
odhadovana. Treti sloZzku potom pfedstavuje nahodny Sum.
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Obr. 1. Zakladni komponenty spojitého povrchu (i — trendova slozka — drift; ii — tzv.
regionalizovana proménna; iii — nahodna slozka)

Hodnota nahodné proménné Z v bodé x bude
Z(x)= p(x)+& (x)+&

x - pozice v 1, 2 &i 3 rozmérném prostoru

Z - interpolovana proménna

Z(x) - hodnota proménné v bodé x

U(x) - deterministicka slozka (trend)

£(x) - stochasticka sloZka (regionalizovana proménna) - lokalné proménné, ale
prostorové zavislé reziduum od p(x)

&” - nahodna, prostorové nezavisla slozka, gaussovsky Sum s nulovym primérem a
s rozptylem o®. Velké pismeno Zznaédi, e se jedna o nahodnou funkci a ne o
méfenou hodnotu proménné z.

Regionalizovana proménna se odhaduje v tzv. strukturni analyze pomoci hodnot
strukturni funkce - tzv. semivariance y(h) — je to mira nepodobnosti hodnot dvou
bodu vzdalenych od sebe hodnotu h.

Z(x)= p(x)+y(h)+ ¢



1. Strukturni analyza

Je to procedura zahrnujici vypocet strukturalnich funkci a je vychozim krokem
geostatistického modelovani.
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Obr. 2 Priklad vypoctu mér prostorové variability pro 1D (Fadu hodnot)

Ke kvantifikaci prostorové autokorelace, ktera vyjadiuje skute€nost, Zze objekty blizké
si jsou vice podobné neZ objekty vzdalengjsi slouzi strukturalni funkce. Strukturalni
funkce méfi silu korelaniho vztahu jako funkci vzdalenosti. Na obr. 2 je pro
jednoduchost odvozena strukturalni funkce pro fadu pravidelné rozmisténych bodu
na linii (tedy pro 1D). Charakteristiky, které popisuji prostorovou variabilitu Ize odvodit
z mér urovné a variability nasledovné:

prumér = (1+3+6+5+3+1+2+3)/8=3,0
rozptyl=[(1-3)°+(3-3)°+(6-3)°+(5-3)*+(3-3)*+(1-3)°+(2-3)° +(2-3)°] /8=2,75

kovariance(1)=[(1-3)*(3-3)+(3-3)*(6-3)+(6-3)*(5-3)+(5-3) *(3-3)+(3-3) *(1-3)+(1-3) *(2-3)+(2-3) *(3-
3)]/7=1,14

semivariance(1)=[(1-3)°+(3-6)*+(6-5)*+(5-3)°+(3-1)°+(1-2)°+(2-3)’]/7=3,43
semivariance(2)=[(1-6)°+(3-5)°+(6-3)*+(5-1)’+(3-2)°+(1-3)°] /6=9,83
semivariance(3)=[(1-5)+(3-3)°+(6-1)*+(5-2)°+(3-3)°]/5=12,50

Abychom popsali zavislost hodnot studovaného jevu v prostoru, vyneseme hodnoty
semivarianci pro vSechny dvojice bodi do semivariogramu obdobné jako ve vyse
uvedeném pfipadé. Semivariogram je strukturalni funkce, ktera popisuje zavislost
prumérné kvadratické diference hodnot prostorové proménné veli€iny Z na
vzdalenosti h. Semivarianci Ize odhadnout z naméfenych dat podle nasledujiciho
vztahu:
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kde:

n - poCet dvojic bodl pozorovani proménné s atributem z vzdalenych o hodnotu h

h - tzv. lag - vzdalenost dané dvojice bodu.
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Obr. 4 Experimentalni semivariogram (+) s charakteristickymi hodnotami pro

vzdalenosti h (®) a proloZeny teoreticky model semivariogramu (plna éara)



Graf hodnot ;7(h) a h se oznacuje jako experimentalni semivariogram a je prvnim

krokem ke kvantitativni deskripci regionalizované proménné. | kdyz je semivariogram
vektorova funkce, sestavuje se Casto jako izotropni (ij. bez ohledu na smér) pro
celkové charakterizovani hodnoceného nahodného pole nebo tehdy, je-li k dispozici
omezeny pocCet pozorovani. Experimentalnim semivariogramem se v nasledujicim
kroku proklada teoreticky model.

Prvky semivariogramu
Na obr. 5 uveden Casto pouzivany tzv. sféricky model s vysvétlenim pouzivané
terminologie.
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Obr.5 Priklad teoretického semivariogramu — sféricky model. Parametry
semivariogramu: a - dosah (range), d — rozpéti, c, - zbytkovy rozptyl (nugget), c=c, +
cq - prah (sill), h — lag (krok vzdalenosti)

Na horizontalni ose je vynasSena vzdalenost h mezi jednotlivymi vstupnimi body
interpolovaného povrchu (tzv. lag), na vertikalni ose potom rozptyl zkoumané
proménné jako funkce vzajemnych vzdalenosti jednotlivych méfenych bodl — tedy
semivariance. Je mirou, ktera vyjadfuje, jak velké je okoli, daného bodu, ve kterém
se nachazeji body sousedni, jejichz hodnota interpolovaného atributu zavisi
(koreluje) s hodnotou v tomto bodé. Takto vynesenymi body je prolozena kfivka
majici charakteristicky tvar. Je-li vzdalenost mezi dvéma body mala, jejich hodnoty
jsou podobné a hodnota semivariance je také mala. Se zvétSujici se vzdalenosti
hodnota semivariance roste. P¥i urcité vzdalenosti dvou bodl je mozno fici, Ze jejich
hodnoty (napf. vySky) spolu jiz nekoreluji a hodnota semivariance i se zvySovanim
vzdalenosti jiz neroste, ale zUstava konstantni. Plocha ¢ast semivariogramu ur€uje
tzv. prah (sill) a je rovna rozptylu zpracovavanych dat. Existence prahu znaci, ze se
zvétSujici se vzdalenosti se hodnoty semivariance neméni. Kriticka hodnota
vzdalenosti, na niz se kfivka semivariogramu stava rovnobéznou s vodorovnou osou
se oznacuje jako dosah (range). Dosah definuje pro dany bod velikost okoli, které je
nutné uvazovat pfi interpolaci hodnoty v daném bodé.

Z vySe uvedeného by také mélo platit, Ze proloZzena kfivka semivariogramu by méla
prochazet poCatkem soufadné soustavy (nulova vzdalenost mezi body znamena
zakonité také nulovou hodnotu rozptylu).Velmi €asto nenabyvaji experimentalni
semivariogramy v poc¢atku nulové hodnoty; protinaji osu y v nenulové hodnotg, ktera
je nazyvana zbytkovy rozptyl (nugget variance). To mize ukazovat na rozptyl
mensi nez je "vzorkovaci" vzdalenost, nebo na malou pfesnost méfeni, kdy napf.
jsou v datech obsaZeny dva vzorky ze stejného mista, pokazdé s jinou hodnotou.
Zbytkovy rozptyl je tak vyjadfenim nahodného Sumu ¢&” .V pfipadé nulového
zbytkového rozptylu je krigovani exaktnim interpolatorem.

Efekt anizotropie - rozdily v hodnotach semivariance v zavislosti na sméru



Teoreticky semivariogram - model, ktery nejlépe aproximuje pribéh
experimentalniho semivariogramu v okoli po¢atku a prahu, proces hledani
teoretického semivariagramu se nékdy oznacuje jako strukturni analyza.

Priklad teoretického semivariogramu: Sféricky model
1d(h)

Obr. 9 Sféricky model semivariogramu

3
V(h)=co+c]*{%ﬁ—%(ﬁj:l ........... pro h<a
a a

Linearni model s prahem - jednoduchy a pomérné cCasto vyuzivany zvlasté
programy provadéjicimi interpolaci pomoci krigovani na zakladé automaticky
vypocitaného a vyhodnoceného semivariogramu. Pfi provadéni strukturalni analyzy
se vyuziva radéji jinych pfechodovych modeld.
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Obr. 13 Linearni model semivariogramus prahem
y(hy=c,+bh ........... pro h<a
y(hy=cy+c ooooininn pro h>a



2. KRIGING - geostatistické metody interpolace

Interpolovana odhadovana hodnota je vypoctena jako linearni kombinace vstupnich
hodnot:

2() =Y 2(x) &

kde pro vahy plati

K ur€eni vah A; potfebnych pro interpolaci se vyuziva strukturni analyzy -
semivariogramu. Vahy A jsou zvoleny tak, aby odhad Z(x,) byl nestranny a odhad

rozptylu o’ byl mensi, nez jakékoliv jina linearni kombinace pozorovanych hodnot

(minimalni). Pro minimalni rozptyl hodnot z(x,) plati vyraz :

6-e2 :zliy(xi’x0)+¢ 3)
i=1
kde:
> Ay(x,x,)+¢ = y(x,,X,) pro viechna j. (4)
i=1

Hodnota y(xl.,xj) je semivariance proménné z mezi body x; a x;. Hodnota y(x,,x,) je
semivariance proménné z mezi bodem x; a bodem x,, pro ktery je hodnota proménné
z zjiStovana. Obé& hodnoty Ize ziskat zvhodného teoretického modelu
semivariogramu. Hodnota ¢ je tzv. Lagrangeuv multiplikator, ktery zajistuje
poZadavek minimalizace odchylek a zaroverfi podminku, Ze suma vah je rovna jedné.
Uvedena metoda se oznacuje jako zakladni (ordinary) kriging a je mozné ji pouzit
pro interpolaci v pravidelné mfiZzce hodnot, ke konstrukci map (napf. izolinii).



PRIKLAD: Vypo&et neznamé hodnoty v bodé metodou zakladniho krigingu.

Na zakladé zmérenych hodnot veli¢iny Z v péti bodech (i=1,..., 5) (viz. obrazek) mame za
ukol odhadnout hodnotu Z bodé (i=0) o soufadnicich (x=5, y=5) metodou krigingu.
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Obr. 1 Vstupni data pro lokalni odhad metodou zékladniho krigovani (podtrZzena cisla znaci
hodnotu atributu v bodé)

Na zakladé pfedem provedené strukturni analyzy pouZijeme sféricky semivariogram.

Parametry pouZitého teoretického semivariogramu odhadnuté z pfedchozi strukturni analyzy
jsou nasledujici:

Co = 2,5

ci=75

a = 10,0 (dosah)

Data v péti méfenych bodech maji nasledujici soufadnice
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Pokud budeme dale znadit:
A — matice semivarianci mezi vSemi dvojicemi bodu
b — vektor semivarianci mezi vSemi body a bodem predikovanym
A — vektor vah jednotlivych bod
@ — tzv. Lagrangelv ¢len
potom zakladni vztah pro odhad metodou korigovani (rovnice 4) Ize psat jako:



A-A=b
Pro vlastni feSeni je nutné vypocitat vahy A, které musi splfiovat podminku z& =1
Uvedeny zakladni vztah I_ze vyjadfit jako soustavu rovnic:

T AT S| 4 710
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V tomto zapisu posledni fadek a posledni sloupec v prvni matici a hodnota Lagrangeova
¢lenu @ jsou pouzity pro zajiSténi podminky sumy vah 2/1=1. Hodnota Lagrangeova

multiplikatoru @ také slouzi pro vypocet rozptylu odhadnuté hodnoty. Uvedena soustava
rovnic nam poskytne hodnoty vSech vah A a hodnotu ®. V maticovém zapisu Ize tedy psat:

o

Aby bylo moZné vycislit hodnoty semivarianci, je v prvnim kroku zapotfebi vytvofit matici
vzdalenosti mezi datovymi body:

1 2 3 4 5
0,000 | 5,099 9,899 | 5,000 | 3,162
5,099 | 0,000 6,325 | 3,606 | 4,472
9,899 | 6,325 0,000 | 5,000 | 7,211
5,000 | 3,606 | 5,000 0,000 | 2,236
3,162 | 4,472 7,211 | 2,236 | 0,000

U WIN P

Vektor vzdalenosti mezi méfenymi body a bodem predikovanym:

i 0

1 4,234
2 2,828
3 5,657
4 1,000
5 2,000

Téchto vzdalenosti vyuzijeme k vypoCtu semivarianci pro sféricky model semivariogramu
s vySe uvedenymi parametry ¢y, ¢y, a — tedy k sestaveni matice A a vektoru b:

Matice A:

i 1 2 3 4 5 6

1 2,500 7,739 9,999 7,656 5,939 1,000
2 7,739 2,500 8,667 6,381 7,196 1,000
3 9,999 8,667 2,500 7,656 9,206 1,000
4 7,656 6,381 7,656 2,500 4,936 1,000
5 5,939 7,196 9,206 4,936 2,500 1,000
6 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

Ve vySe uvedené matici ma fadek navic (i=6) zajistit podminku, Ze vahy budou mit sumu
rovnu jedné.



Vektor b:

7,151
5,597
8,815
3,621
4,720
1,000

AU BIWIN K|

Inverzni matce A"

i 1 2 3 4 5 6

1 -, 172 , 050 , 022 -,026 ,126 , 273

2 , 050 -,167 ,032 , 077 , 007 , 207

3 , 022 , 032 -,111 , 066 -,010 , 357

4 -,026 , 077 , 066 -,307 ;190 , 030

5 ,126 ,007 -,010 , 190 -,313 , 134

6 , 273 , 207 , 357 ,003 ,134| -6,873
Resenim vy$e uvedené soustavy rovnic Ize pro jednotlivé vzdalenosti ziskat hodnoty vah A:

i A

1 0,0175

2 0,2281

3 -0,0891 vypoctené hodnoty vah

4 0,6437

5 0,1998

6 0,1182 vypoétena hodnota @

Pro vahy j=1,...5 plati, Ze jejich suma se rovna jedné, v poslednim Fadku je hodnota
Lagrangeova Clenu &.

Vzdalenosti méfenych bodl od bodu predikovaného, jiz pfislusi vySe uréené vahy:

i 0

1 4,234
2 2,828
3 5,657
4 1,000
5 2,000

Podle rovnice (2) bude odhad hodnoty Z v bodé (i=0) o soufadnicich (x=5, y=5):
Z(xi=0) = 0,0175*3+0,2281%4-0,0891*2+0,6437*4+0,1998*6 =
Z(X,‘:O) =4,560

Rozptyl odhadu (rovnice 3):

0.2 = [0,0175*7,151+0,2281*5,597-0,0891*8,815+0,6437*3621+0,1998*4,720]+ ¢ =
0.°=3890+0,1182 =

o,” = 4,008




Typy krigovani
Na rozdil od deterministickych metod interpolace nabizi metody krigingu vedle
odhadu vlastni interpolované hodnoty také odhady pravdépodobnosti vyskytu
téchto hodnot a dale odhady chyb predikce. Existuje cela fada typl krigovani, pro
jejich charakterizovani pfedpokladejme jednoduchy model:

Z(xi)=,u(xl.)+g(xi)
kde Z(x;) je proménna v bodé x; ktera se sklada z deterministické hodnoty trendu

U(x;) a autokorelované nahodné proménné g(x;).
Zakladni krigovani (ordinary kriging) - u je neznama hodnota, kterou odhadujeme

z méfenych dat
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Obr. Princip zakladniho krigovani

Univerzalni krigovani (Universal kriging) - y(x) je deterministicka funkce - napf.
polynom druhého stupné jako na pfilozeném obrazku.
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Obr. Princip univerzalniho krigovani

Co-kriging

Mame dvé proménné z; a z,, které vykazuji prostorovou korelaci. Pak Ize vyuZzit
hodnot proménné z,, k interpolaci hodnot proménné z,. Tento koncept je vhodny
zvlasté v pripadech, kdy je proménna z, snaze ziskatelna a rozSifitelny i na vice nez
dvé proménné. Pfitom pro pfesnéjsi odhady se pouZziva jak autokorelace jednotlivych
proménnych, tak vzajemné (cross) korelace vSech pouzitych proménnych. Zakladni
co-kriging vyuziva nasledujicich modelu:

Z, (x): My +&(X)
Z, (x)= My + &, (x)



kde u; a u, jsou neznamé konstanty. Dale dostavame dvé nahodné chyby ¢4(x) a
&x(x). Zakladni co-kriging odhaduje hodnotu proménné Z,(x,) stejné jako zakladni
krigovani, ovSem navic vyuziva kovariance s hodnotu Z(x).
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Obr. Princip co-krigingu

Hodnoceni a verifikace modeltd

Krigovani jako interpolacni metoda umozfiuje pro kazdy interpolovany bod
odhadnout potencialni velikost chyby odhadu. Vedle map predikovanych hodnot tak
Ize pfedevSim konstruovat mapy hodnot of (rozptyl krigingu), které vypovidaji o
spolehlivosti interpolovanych hodnot. Tyto hodnoty se obvykle prezentuji v podobé
map druhé odmocniny of - tzv. smérodatné chyby (odchylky) krigingu (Standard
error map), protoze tyto maji stejné jednotky jako predikované hodnoty.

Vyjdeme-li z vy$e uvedeného prikladu, kdy rozptyl odhadu je 0.° = 4,008. Potom
smérodatna chyba krigingu bude o, = 2,002. Budeme-li pfedpokladat, Ze chyby

predikce maji normalni rozdéleni, potom 95% interval spolehlivosti predikovanych
hodnot Ize ur€it z nasledujiciho vztahu:

Z(x,)*1,96-c

kde Z(x,) je odhad hodnoty proménné z v bodé& x, a 0.’ je rozptyl odhadu. V nagem
pfipadé tedy pfi opakovaném pouziti stejného modelu padne 95 % odhadovanych
hodnot do intervalu (4,560 + 1,96*2,002) tj. (0,64,8,48)

Kfizova validace modelu - k vytvofeni spojitého povrchu jsou pouzita vSechna
vstupni data v méfenych bodech. Poté jsou jednotlivé body méfeni (Cervené) po
jednom postupné vynechany ze vstupni mnoziny dat a ze zbyvajicich (modrych) je
vypoctena hodnota v misté vynechaného bodu.

Obr. Princip krizové validace modelu
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Statistické zhodnoceni

Pozorované a vypoCtené hodnoty mohou byt porovnavany jednoduchymi
charakteristikami (mérami):Je-IiZ(xi) predikovana hodnota pro dany bod x;, kterou
obdrzime v procesu kfizové validace, potom:

MPE - mean prediction error - primér rozdili méfenych a pfedikovanych hodnot -

hodnoty chyb odhadl by mély byt nestranné — tedy jejich pramér by se mél rovnat
nule.

n

DU(Z(x)-z(x,)
MPE ==

n

RMSPE (root mean square prediction error) — druha odmocnina prameérného
Ctverce vzdalenosti vypoctenych hodnot (Cervene body) od teoretickych (zelena
pfimka v grafech). Tato hodnota slouZi k porovnani nékolika rdznych modeld. Cim

hodnotam méfenym).

S (2(x) - 2(x,))
RMSPE ==

n
Validace modelu - vstupni soubor méfenych hodnot rozdéli na dvé €asti — data
trénovaci a testovaci. Trénovaci mnozina dat se pouZije pro odhad trendu a

autokorelaéniho modelu. Pokud sestaveny model vyhovuje trénovacim datim, je
ovéien na datech testovacich.

Obecnou vlastnosti krigingu jako interpolaéni metody je podhodnoceni vysokych
hodnot a naopak nadhodnoceni hodnot nizkych. Tato vlastnost se projevi mensi
hodnotou smérnice pfimky proloZené korelacnim polem.

1.74
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1.3
11
089}
oeal_,
s

046 L2 i i
0.46 0.68 0.89 110 1.31 1.52 174
Measured, 101

Predicted, 101

Regression function: 0778 x+ 0022
Obr. Korelacni pole méfenych a predikovanych hodnot

V pfipadé zna¢ného podilu Sumové slozky (napf. v disledku chyb v méfeni) &i v
pfipadé znacné komplexniho povrchu nedava kriging lepSi vysledky nez jiné
interpolatory. Na rozdil o jinych metod kriging nabizi objektivni, a priori metodu
odhadu vhodného okoli pro vlastni interpolaci. Re$i tedy otazku poé&tu bodd v okoli
daného bodu, otazku velikosti a tvaru tohoto okoli. V pfipadé existence bariér
(nahlych skoku v hodnotach interpolovaného povrchu) nedava kriging dobré vysledky
a je nutné jej rozdeélit na elementarni ¢asti neobsahuijici bariéry.

Dopliujici informace k prostorové analyze a metodam interpolace:
http://www.spatialanalysisonline.com/output/
http://uncert.mines.edu/tutor/

http://www.u.arizona.edu/~donaldm/homepage/glossary.html
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