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1 Obrazy

1.1 Postulat o kvantové kausalité

Postulat o kvantové kausalité fika, Ze:

(a) Stav systému v Case #, jednozna¢né urcuje stav systému v libovolném okamziku #>¢,

1 v okamziku #<¢,.

(b)  Plati princip superposice: Jsou-li stavy ‘l//l(t)> a ‘Wz(t)> Casové evoluce stavil

‘l//l(to)> a ‘wz(to)>, pak také stav cl‘l/fl(to)>+cz‘l//2(t0)> méa asovou evoluci

cl‘l/jl (t)>+ 02‘1//2 (t)>

(©) Norma stavového vektoru se béhen ¢asové evoluce neméni.

1.2 Evolu¢ni operator

Podle postulatu o kvantové kausalité existuje jednoznacny vztah mezi vektory ‘l//(t)>

a ‘l//(to )> a Ize tedy definovat evoluéni operétor 7 (¢,t,)

(@) =T(6)w() . Thn)=1

Ze zachovani normy dostavame

a plati tak

Déle porovnanim

dostavame
T(t,,4,) =T (t,,4)7T (4,,2,)
Evolu¢ni operator je unitarni, nebot’ také
T(t,6,)T"(t,2,) =1

a dale mame

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)



T (t,8,)=T(t,,t) . (1.7)

Pro Taylorv rozvoj T (¢+At,t) dostavame
f(t+At,t):1—%19At+..., (1.8)

kde H je n¢jaky hermiteovsky operator. Evolu¢ni operator splituje rovnici
ih%f(z,to):ﬁ(t)f(t,zo) L Tn)=1 . (1.9)

1.3 Schrodingeriiv a Heisenbergiiv obraz
Ve Schrodingerové obraze predpokladame, Ze se v Case méni stavovy vektor. Pro
stavovy vektor plati pfirozené ta sama rovnice, jako pro evolu¢ni operator (Schrodingerova

rovnice)
ih%\% (1)) = A5 (0)|ws (1) (1.10)

a pokud operatory zéavisi na Case, tak pouze explicitné. V Heisenbergoveé obraze naopak
predpokladame, ze se stavovy vektor v Case neméni. Pozadavek rovnosti vyjadieni stiedni

hodnoty libovolné fyzikalni veli¢iny v obou obrazech vede ke vztahu mezi operatory

|WH>E‘WS (t0)>: T (t’to)‘l//s (Z)> ,

. . ) . (1.11)
(ws (0] Es|ws (0) = Wi | By (W) =W | T (1,) By ()T (1,8 |w)
tedy
E, () =T (t,4,)F, T (,8,) . (1.12)

Rovnici pro ¢asovou zménu operatoru v Heisenbergové obraze ziskdme derivovanim

piedchoziho vztahu

g AT g e 4T g
dt dt t ot
S (1.13)
1 ALA A A AL A A A ~ dF
—(-T"H F,T+T " F.HT)+T"—=T
LT AT )
S uvazenim [1.6)| mame
d n lra p 7, 0F
—F,=—|F, H, |+—ZL . 1.14
dtHih[H H] ot (114)



1.4 Interakcni obraz
Velmi dualezitym pro aplikace je interakéni obraz. Piedpokladdme, ze hamiltonian je
slozen ze dvou &asti, H=H,+V (t), kde H, je na &ase nezavisla zakladni &ast a V () je

interak¢ni ¢ast, kterd miize explicitn€ zaviset na Case. Zvolime

- i A
T,(t,t)) = exp{—%Ho (t- to)}

(1.15)
F =T () B () o un (0) =1 (0)ws (1)
a dostavame pak
d ; - . Y
iy () =B, () ()= (0P (0T, (11)
. 27 (1) (1.16)
N £) A A
EFz:];)(t:to) o1 To(tato)"'[Ho: 1}
2 Relativita a anticastice podle Feynmana
Amplituda pravdépodobnosti pfechodu
A(g, - x)=—i[d* 21 (R)U (%) ¢, (%) =—i(x|U]g,) - 2.1)

Ptredpokladame (prvni pfedpoklad je splnén normovanim |¢0>, druhy vhodnou volbou
pocatku odecitani energie)
(@le)=1 . (4]Ulg)=0 . (22)

Plsobeni v Case #, oznacme U, , pusobeni v ¢ase ¢, jako U, atd. Mame pak

A(¢o %%) :1_z<¢0|02|l//m>exp{_iEm (tz -4 )}<Wm|01|¢0> . (2.3)

m

Za |1//m> vezmeme rovinné viny. S oznacenimi
a(X)=\2E,U(%,4)8, (%) ., b(X,)=2E,U(%,.1,)¢,(%,) , (2.4)
kde E, = W (ne nutné kladné vétev odmocniny), mizeme psat
A(dy—¢,)=1-
Jd%?z b (%,)d’ X, a(?cl)J

3

d—szp exp{_i[Ep (tz _tl) - 13(552 _)_él)]}

(27)

Pro¢ jsme vydélili ¢len s energii, je vidét z Gpravy relativisticky invariantniho vyrazu

(2.5)



5(pip[—mz)dpodpldpzdp3:5(E2—pz—mz)dEa”ﬁ:

1 - d’p . (2.6)
E[5(15‘+Ep)+5(E—Ep)]arEar T
Ozna¢me t=t,—t, a ¥ =7, —r, a vSimnéme si chovani funkce
G(7.t)=— Jﬁexp{i[ﬁ-F—E ]} (2.7)
" (2n)' ) 2E, P '

Pfedpokladejme E,>0 a prostorupodobny interval A=y—s’=y/r’—*. Integraci pres

uhlové proménné dostaneme

oo

G(r,t)zgﬂlzrjdp 2p zexp{i[pr—\/pﬁ-mz t}}z
Jpi+m

—oco

_ (2.8)
1 0 1 . 2 2
S22y a’p—2 = exp{z[pr—\/p +m t}}
P +m
Substituce p=msinh @ a oznaceni r=Acosh ¢, ,t=Asinh ¢, pfevedou integral na
G(rot) =——— [ d gexp {im Asinh (9 - @,)} = —— =K, (mA) . (29)
87%irdr 87%ir dr

—oo

kde Ko(x)zj.:dycos(xsinhy) je Besselova funkce. Pomoci vztahu K;(x)=—K,(x)
piepiSeme na

G(A)=—2—K,(mA) . (2.10)
3 Komplexni proménna
Misto upravy integralu podle napiSme

G(r,t) =;‘Ja’pLsin(pr)exp{—i\/p2 +m’ t}z
Arx’r 2 2
) Jpi+m

(3.1)

i fcl(z)sin(d(z)z—m2 r)exp{—ia)t} :

4’y



Nemusime provadét detailni vypocet ale pro prostorupodobny interval —r<¢<r vyuzit
nasledujici véty
Véta: Necht’

(1) F(@)je komplexni funkce realné proménné definovana na intervalu we [0, oo ) skoro
vSude.

(2) Pro vSechna 7€ (—eo,o0) konverguje absolutn¢ integral

oo oo

f(O)=[F(@)e™do , 4. [|F(o)|do<e (3.2)

0 0

(funkce F (@) je absolutné integrabilni na[0,)).
(3) Existuje interval [a,b] c (—oo,) tak, ze f(¢)=0 na [a,b].
Pak f(¢) je identicky nulovéa na [—oco,c].

Diikaz: Definujme funkci G (z) komplexni proménné z=¢+iy vztahem

oo

G(z)=[F(o)e™dw . (3.3)

0

Funkce f(¢) je restrikci G(z) na realnou osu, tj. G(z)‘]R = f(¢). Uvazujme G(z) pouze na

mnoziné C,{ze C,Imz<0}, tj. v dolni polorovin& komplexni roviny. Pak plati

o

.[F(a))e”'“’zda)

0

=)

S”F(a))e”'“”e“’y‘dwsT‘F(w)‘e”ydeT‘F(w)‘dw . (34

0

Integral definujici funkci G(z) tedy konverguje (dokonce absolutng) v dolni poloroving.

Oznaéme dale

u(t,y)=ReG(z j ReF cosa)t—ImF(a))sina)t)e“’yda) ,

N (3.5)
v(t,y)=ImG(z .[ (Re F (w)sinwt + Im F (@) coswt)e® d @

0

Piimym vypoctem (derivovani podle parametru je zajiSt€no absolutni konvergenci integralii)
se snadno provéti platnost Cauchyovych - Riemannovych podminek

du(t,y) dv(t,y) du(t,y) _ av(t,y)
ot dy 9y ot

(3.6)



Diferencovatelnost funkei u(z,y) a v(¢,y) je rovnéz ziejma ze vztahl, jimiZz jsou
definovany a s pouzitim absolutni konvergence integraldi. Funkce G(z) je tedy holomorfnim

roz§ifenim funkce f(#) z realné osy do dolni poloroviny komplexni roviny. Vzhledem k

tomu, Ze redlnd osa ma v této poloroviné hromadné body, je toto rozSifeni urceno

jednoznacné.

Véta o jednoznanosti: Necht G(z) je holomorfni v oteviené souvislé oblasti 2.
Oznalme N, = {ze ﬂ‘ G(z)= 0} . Pak nastane pravé jedna ze dvou moznosti
(1) N, je tvofena izolovanymi body.

(2) N; =2 (tedy G(z)=0) & N, mav D alespoii jeden hromadny bod.

4 Anticastice podle Feynmana II

Podle uvedené véty nemize byt amplituda pravdépodobnosti pfechodu rovna nule pro
konecny interval ¢asu, specielné nemiize byt rovna nula vné svételného kuzele bodu (7,,%,).
Proto, je-1i (leva Cast obrazku) ¢,<¢, dostavame prispévek k amplitudé od Castic putujicich
nadsvételnou rychlosti, pro které je interval prostorupodobny, tj. pro které plati
At,—t,) = (%,-%,)"<0.  Casova naslednost udalosti je pro udélosti oddélené
prostorupodobnym intervalem zavisld na zvolené inercialni soustavé. To snadno ukézeme:

vztah pro Lorentzovu transformaci je (soustava K se pohybuje vzhledem k soustavé K

podél osy x rychlosti V')

ct:—c R x:ﬂ . (4'1)
V? . V?
1—— -
C2 C2
Pro V>0 plati
cZ
X, — X, >7(tB —t,) = t,<t, . (4.2)

V soufadné soustavé K (levy obrazek) se pohybuje &astice volné do bodu (z,,x,), kde je

rozptylena, pak opét volng do bodu (#,,X, ), kde se opét rozptylem dostane do pivodniho



stavu a pohybuje se jako volna &astice. V soufadné soustavé K (pravy obrazek) vypada
vsak véc uplné jinak. Castice se pohybuje voln&, ale v ¢ase ¢, vznikne v bodé (t;,f;)
dvojice Castic, z nichz jedna se pohybuje proti sméru ¢asu a druhd je ve stavu pivodni castice.
Pravé tato Sstice se pak v bodé (£,,X)) setka s pivodni Sastici a ob& zmizi. Zbyla Eastice

pokracuje volnym pohybem.

5 Relativisticka kvantova mechanika — historicky pristup

V nerelativistické teorii mame

A2
H=+— | A->in— , 13—>Ei (5.1)
2m t i
a Schrédingerovu rovnici
ow(7,t)  n
ih =——Ay(7,t) . 52
Y S Av(F.) (5.2)
V relativistické teorii
E
p=(p".p"p ,p3)=(?,pj :
(5.3)



Invariantni délka ¢tyfvektoru impulzu je

2
E =2 2 2

pipf:c_z_p =m’c’ . (5.4)
Hamiltonian je tedy

H=\p’c*+m’c’ (5.5)

a analogie ke kvantovani v soufadnicové representaci

D %ih% . (5.6)

Analogie ke Schrédingerove rovnici je ovSem

th:J—hch”mzc“w(ﬁﬂ : (37

6 Spinory ve ¢tyfrozmérném casoprostoru
6.1 Vlastnosti spinori

Ptipomenime Pauliho matice (pro uplnost dodejme jednotkovou matici)

(1 Oj (0 lj [0 _ij [1 OJ
O, = , O, = , O,=| . , O, = : (6.1)
0 1 1 0 i 0 0 -1

Spinor je dvoukomponentovy objekt, jehoz komponenty odpovidaji dvéma moznym

hodnotam projekce spinu do osy z

=) 36 SE)EE) - 36 Se)ale) e

V trojrozmérném piipad¢ je operace inverse provedend dvakrat nadvratem k plivodni souradné
v , v . N2 _ 1 . v , . o
soustave, proto u tensorovych velicin je P°=1. U trojrozmérnych spinori mohou nastat

(rotace 0 0 a 27 nejsou ekvivalentni) dvé moznosti
P’=1 = P=+1 , PP=-1 = P=+i . (6.3)
Ve &tyfrozmérném prostoru viak prostorova inverse méni znaménko pouze tfi (x,y,z)ze
Styt (ct,x,y,z) Gasoprostorovych soufadnic a nekomutuje tedy s rotacemi soufadnic, které
obsahuji ¢asovou osu. Specialn¢ pro Lorentzovu transformaci plati
PL(V)=L(-V)P . (6.4)
Pti transformaci z vlastni Lorentzovy grupy transformuje se spinor jako

9



F'=al'+B& , P=yE+08  ad-By=1 . (6.5)
Koeficienty a, B, y a d jsou funkcemi thll rotace Ctyfrozmérné soufadné soustavy. Bilinedrni

forma
1 2
2 -z (6.6)
je invariantem (Castice se spinem nula, slozena ze dvou Castic se spinem 1/2). Je uzitecné

zaveést matici, kterd umoziuje snizovat a zvedat indexy a tak vyuzivat souctové konvence
g=(gAB)=(_01 Olj : g‘=gT=(g“)=(? _éj : 6
Si=g.u8 . §'=g"¢,
Potom mizeme psat misto
cfAEA:—fAEAzinv ) (6.8)
V nerelativistické teorii uréuje y'y' +y’y’ hustotu pravdépodobnosti, a je tedy skalarni
veli¢inou, proto musi byt spinorova transformace @ unitarni (a=8", f=-y"). V
relativistické teorii je hustota pravdépodobnosti casupodobnou slozkou ctyfvektoru a

podminka unitarity nevznika. Proto musime uvazovat ne jeden spinor, ale dvojici spinort § a
1, transformujicich se podle komplexné sdruzenych representaci Lorentzovy grupy, & podle
[6.5)]a n podle

n/i:a*ni+ﬂ*n2 : 77/2:7*771+5*772 ) C(* 5*—'8* }/*:1 . (69)
Komponenty spinoru, ktery se transformuje podle komplexné sdruzené representace

Lorentzovy grupy znacime teckou nad velkym pismenem. Pro zvedani a snizovani indext

plati i tady vztah Vidime, Ze transformace odpovida umérnosti
nt~ &1 (6.10)
Pii prostorovych rotacich se kovariantni sloZky trojrozmérného spinoru transformuji jako
komplexné sdruzené slozky kontranariantniho spinoru y,~ . Tuto vlastnost si musi
zachovat i slozky ¢tyfrozmérného spinoru. S uvazenim je tedy
n,~nt~E (6.11)
Budem tedy podobn¢ jako v psét

1) 4 ) - A WA -

10



Plisobeni operatoru prostorové inverse nemtize byt nasobkem jednotkové matice, jako tomu

bylo u trojrozmérnych spinorti. Bude proto operator prostorové pievadét & na n a naopak.
Zapsano ve slozkach je (volime representaci, kde P>=-1)
P&'=in, , Pp,=ié& (6.13)
neboli
PE, =—in' |, Pp'=-i&, . (6.14)

Zapis nékterych vztahl vyrazné zjednoduSime maticovym znacenim

A K S RS BN S VS BN A S CIE

Transformacni vztahy mizeme zapsat jako
§=Ls , ¢ 51? , PE=in , Pp=i¢
I (6.16)
i=aL , n=

Dvojice bispinort (&,7) a (é,ﬁ) representuji mimo jiné skalérni a vektorové veliciny. Pro

skalarni veliCiny (skalar a pseudoskalar) je

w=E+fn=2,&vu'n, . Po-
N AC’: Hom - 7 (6.17)
:Eg :'—Af —HAnA , Po=-w
Pro vektorové veli¢iny
(=¢R+En=(gH+2'n’) . PC=¢
. i (6.18)
(=¢f-Zf=(&H"-2"n") . PC=~¢
Vzhledem k relacim
{=(¢")=a-6+a,0, , a:%Tr{ga} , aO:%Tr{g“} (6.19)

odpovidd prvni piipad Etyfrozmérnému vektoru (s trojrozmérnym polarnim vektorem) a
druhy piipad Etyfrozmérnému pseudovektoru (s trojrozmérnym axialnim vektorem)

P(a",d)=(a",—d) , P(a’,d)=(-a".d) . (6.20)
6.2 Lorentzova transformace spinori

Vztahii mezi spinorem { a &tyfvektorem a' vyuZijeme pro nalezeni konkrétniho tvaru

koeficientli transformace. Zopakujme potiebné znaceni

11



) . ﬂ ) é‘-’l - i ; o éAi ;12
L—( j . 6 (fzj - (’7 ’7) o en=¢ [gzi évz‘zJ " (6.21)
=L, f=aL , {'=L{L

Pro infinitesimélni Lorentzovu transformaci piSeme

oL=1+1 , {'=C+Al+{A° I:(é ?J . (6.22)

Pii infinitesimalni Lorentzové transformaci ¢tyfvektoru mame jednak

5'z5—a°ﬁ§V:5—5—VﬁTr{§} :
25V (6.23)
a’=a"-a-idV=a —Tﬁ-Tr{é'g“}
a také
a = lTr{;'g} =d+ lTr{g“(ﬁ/l + A 6) } ,
2 1 2 1 (6.24)
0 _ N _ 0 +
a —ETr{g}—a +5Tr{§(l+l )}
Porovnanim obou z4pisti dostaneme
A== s (6.25)
Kone¢na Lorentzova transformace (pro jednoduchat zapisu v roving 7-x) je
o =XV coshg x —sinhgt
J1=-7?
iy (6.26)
¢ =L _ coshgr —sinhgx
1-7?
Infinitezimalni transformace je pak
X =x-0Vt=x-0¢t , t'=t-06Vx=t-35¢x . (6.27)

Pro vypocet konecné Lorentzovy transformace budeme infinitezimalni transformaci aplikovat

nasobné

§¢=Q , Lzlim([—lc?-ﬁj =exp{—£6‘-ﬁ} . (6.28)
n 2n 2

n—oo
Infinitesimalni transformaci jsme charakterizovali parametrem d¢ a nikoliv oV, protoze

L(#)L(&)=L(A+e,) o LN)L(R)#L(HT) (6.29)

12



jak se mlizeme presvédeit z S vyuzitim vztahti
(-7)" =1 , (6-7)"" =6-i (6.30)
muzeme psat pro konecné velikosti rychlosti

L:exp{—%o"'-ﬁ}:lcosh%—(5‘-ﬁ)sinh% , tanhg=V . (6.31)

Pii infinitesimalni rotaci soufadnic v geometrickém prostoru mame pak

Ez”zd—ée(ﬁxd):é—%Tr{{(o‘xﬁ)} , a’=d" (6.32)
odkud
/1:—/1+:i529ﬁ-a . (6.33)

Pro konecné rotace potom

L:exp{gﬁ-ﬁ}:Icos§+i(6'-ﬁ)sin§ . (6.34)

7 Vlinova rovnice pro ¢astice se spinem 1/2 - Diracova rovnice
7.1 Diracova rovnice pro volnou ¢astici
Pfi zndmém vztahu mezi Gtyivektory a spinory miZeme operatoru tyfimpulsu p'

prifadit operatorovy spinor ﬁAB resp. p,,. Jediné vhodn¢ relativisticky invariantni vyrazy

jsou pak
Py =mEt L py &t =mmy (7.1
které se znacenim
1
~(z) o)
muzeme piepsat na
(hoou+p-G)n=m& . (pyo,-p-G)E=mn . (7.3)

Zavedeni bispinorti a y matic je poslednim krokem pii odvozeni obvyklého tvaru Diracovy

)0 L e

rovnice. Se znac¢enim



piejde na
(¥ po-7-B)w=my . (7.5)
Zcela kompaktni zapis dostaneme po zavedeni matic
p=v'p, . (p—mw=0 . (7.6)

V soufadnicové representaci (na chvili v SI jednotkéch)

(p—mc)y=0 ﬁ%ihYzih;/"izih ;/°i+7v
= = dx' cadt
3 (7.7)
ih—y=Hy , ﬁzzc&v+mc2ﬂ,
ot i
kde matice a a B jsou dany vztahy
o 0 0 1
&: 04: s = 0: ,
7y 0 -o A=r I 0 (7.8)
a0 +e0,=26, , fa+o =0 , =1

7.2 Diracova rovnice v elektromagnetickém poli

Se Ctyipotencidlem

Af:(g,zj , Ai:(g,_zj (7.9)

c c
a zaménou (v komutacnich relacich vystupuje zobecnény impulz) oproti volné Castici
p, — pi—ed (7.10)
dostavame Diracovu rovnici ve vnéjsim elektromagnetickém poli
Y (b—ed)y=mcy | (7.11)
kde y' je &tyivektor matic, které maji ve spinorové representaci tvar (jsou mozné i jiné

representace, ziskané unitarnimi transformacemi)

_ 0 1 0 -0
7=(r7) . y°=(1 O] , 7=(Q "j (7.12)

a ¥ je Ctyfkomponentovy bispinor. V soufadnicové representaci je

d 0 = , 0 .
I\.:. — = cre Y V N i V '1
D lhax’ (zhcat,lh ) , D (zhcat, ih j (7.13)

a Diracova rovnice ma tvar

14



) *-(z‘h?+e21)—mc}y/:o (7.14)
nebo po prepsani
lhaa—l/t/:(cﬁt-(”—e;l)+ﬁmc2+ecf))l// , (7.15)
kde jsme oznacili
Y= , a=py (7.16)
7.3 Heisenbergiiv obraz.
Pfipomenme si vztah pro ¢asovou zménu operatoru v Heisenbergové obraze
d o irs a1, OF
S F="|HF|+Z— 7.17
dt h[ ] Jt 7.17)
Zavedeme operator mechanického impulzu
é:ﬁ—eﬁ(ﬁ) (7.18)
Vypocet komutatorti
[ﬁ,ﬂzﬁ_c& : (7.19)
1
a trochu komplikované;ji
(A p-cA()|=- LV + <" (g 4)- <L (av) (7.20)
1 1 1
S vyuzitim vztahu
V(a-A)=(4-V)a+(a-V)Ad+ Ax(Vxa)+ax(Vx4)=(a-V)d+axB (121)
dostaneme
[ﬁ,ﬁ—eﬁ(ﬁ)}_—ﬂvqwﬂ*xé (7.22)
i i
Tedy
dr . dzx
—=ca

t:—evq>+eco7><§ (7.23)
Charakter operatoru rychlosti dal vznik nazvu Zitterbewegung.

7.4 Rovnice kontinuity.

Diracovu rovnici

15



(ih7°i+ih77v—mc}//:0 (7.24)
cot

komplexné sdruzime a s vyuzitim vztaht (7‘ )+ =77y, tedy

(7)) = . (7) =-7 (7.25)
napiSeme jako
. 0 T a . \! & *
fﬂh(y)—?g+thQ-V—nqu’=O . (7.26)
c

Rovnici transponujeme na (diferenciélni operatory piisobi doleva)
l/'(—ih;foi+ih77v—ch=0 (7.27)
cot
a po zavedeni Diracova sdruzeni =" »° s vyuzitim antikomuta¢nich relaci ¥ matic mame
S P R
v lh}/ E+lh7-v+mc =0 . (728)
c

S pouzitim symbolt a=%"a, mﬁiemema m zapsat jako
(p—mc)w=0 , w(p+mc)=0 . (7.29)
Vyndasobeni prvni rovnice v zleva 7 a druhé rovnice zprava y dava vyrazy, jejichz

seCtenim dostavame rovnici kontinuity

d j* i
L =0, jf=grvy . (7.30)

dx* ’

Casupodobna komponenta je ;=Y =y w>0.

7.5 Standardni representace

Od spinorové representace piejdeme ke standardni representaci unitarni transformaci

LPA ) e e on

Vzhledem k chovani & a n pii plisobeni operatoru parity mame

P(p:i(p , f’;(:—i;( . (7.32)

Rovnice pro tyto nové spinory ziskdme sectenim a odectenim rovnic v

16



DOy @—DpOCY=mp , —p,Cox+poQ=my . (7.33)
Rovnice a maji ve standardni representaci stejny tvar, matice v nich jsou po

transformaci
y = UyU (7.34)
vyjadieny jako
poo) 0 89 02 o
Matice operatoru spinu je ve vSech representacich stejna
y' v 0 0
5%2 , ;:G gj .S, ;3 :g ;3 .S V(; :—g ’{: (7.36)
0 0 7 v
8 Rovinné viny
Dosadime-li  do  [(7.29 rovinné  vlny (volba normovaci  konstanty

e=cp,=+p c’+m’c" se oziejmi pozdéji)

W(P)=\/;—EM(P)GXP(—iPixi) : l//(—p)=\/;—gu(—p)eXp(ipfxi) . 8D
dostavame

(B—mc)u(p):o , (1_9+mc)u(—p):0 (8.2)

ﬁ(p)(g—mc)zo , L_t(—p)(]_9+mc)=0 . (8.3)

podminkou tesitelnosti je p' p,=m’ ¢*. Bispinory normujeme tak, Ze
u(plu(p)=2mc*> , u(-p)u(-p)=-2mc* . (8.4)

Niésobeni zleva prvni rovnice v [(8.2) & (p) adruhé rovnice u (—p) vede na

u(tp)y pu(tp)=2m*c®=2cp'p, = u(tp)yu(tp)=2cp . (8.5)
Pro ctyivektor toku pak
Jl:‘/7(ip)7/‘//(ip)=%=(l,%j : (8.6)



Ve standardni representaci, kde piSeme

~(2). w
x

se Diracova rovnice rozpada na dvé€ vazané rovnice

(8—mc2)¢—cﬁ-6';(=0 ,

8.8
(8+mcz),}j—cﬁ-6'¢=0 (55

Méme pak

u(p):{ Je+me w(+) J | u(_p):[ Smcz(ﬁ'5')w()] .

e—mc’ (ii-G)w(+)
kde 7i=p/|p| a w(+) jsou libovolné dvoukomponentové velitiny, splijici w* (£)w(+)=1.

Pro relativisticky sdruZené bispinory mame z

(p)=(Ve+me?w'(+) —Je—me*w (+)(i-5))

’ (8.10)
i(-p)=(Je-me w (-)(i-6) —Je+me® w(-))
9 Transformace Diracovy rovnice
9.1 Rovnice volné ¢astice (Foldyova - Wouthuysenova transformace)
Hamiltonién je
ﬁ:c&-fﬂ-ﬁmcz ) 9.1)

Ve standardni reprezentaci jsou matice & a f dany vztahy

1 0 _ (0 ¢
ﬂ:(o _J : a_(a oj . (9.2)

Uvazujme o takové unitarni (a na case explicitné nezavislé) transformaci, ktera by odstranila

operatory, které vazou velké komponenty s malymi

U:exp(iﬁ) , S=8 ES’zO : (9.3)
Plati
v)=exp(iS)ly) .
d . . R . 9.4)
ih—|v')=exp(iS)H|y)=exp(iS) Hexp(~iS)|y') = H'|y)

18



Velké a malé komponenty spojuje operator ¢ - ]% . Uhadneme tedy pomérné snadno pottebny

tvar S’

exp(iﬁ):exp(ﬂ&-ﬁﬁ) :cos(‘f)‘ﬁ)%rﬂ&ﬁ

Pro transformovany hamiltonidn dostavame

H = exp(z’S‘)]—AIexp(—iS):

sm( p (9)

[cos(‘p‘ )+,Bap ‘13

J(ca p+,Bmc {cos(‘p‘ ) Ba-p

. 2
(cﬁt-;%+ﬂmcz){cos(‘fo‘9),Bﬁt-f?sm‘(; 6)] = (9.6)
( a-p+ fmc )exp( 280 ﬁ@)z
ca-p cos(2‘ﬁ‘9)—mcsm 23ﬁ‘0)}+ﬂmc{cos<2‘p‘ ) ‘p‘sm( ‘p‘ )}
p
PoloZime-1i ted’
B
tan(Z‘ p‘@) = 9.7)
dostavame vysledny hamiltonian
H =pB\m*c* +p*c* . (9.8)
9.2 Rovnice ¢astice v elektromagnetickém poli
Hamiltonian v tomto ptipad¢ je
I:Izcﬁt-(f)—e;l)+,8mcz+eCI):,Bmcz+c”A+OA , (9.9)
kde
S=e® , O=ca(p-ecd) (9.10)
Plati
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BO=-0pB , BS=57 (9.11)
Uvazujme opé€t o takové unitarni (ale ted’ uZ mozna na Case zavislé) transformaci, ktera by

odstranila liché operatory, které vazou velké komponenty s malymi a ponechala jen operatory
sudé

U=exp(iS) , S=8" . (9.12)
Pro |1//>:exp(z'$')|l//> dostavame

ih%exp(—iﬁ)w/) = exp(—iéﬂ’)ihi

v+ (z‘h%exp(—iﬁ)}|w’> -

dt (9.13)
Hly) :Flexp(—iﬁ) )
odkud pak
ihih/) =H'ly') , H'=exp(iS)| A - in exp(—i$) (9.14)
at at
M¢jme vyraz (chdpany jako funkce parametru A, ktery pak polozime roven jedné)
F(Z):exp(ié/l)flexp(—iél):i [F (9.15)
—=n!'\dA" o
Derivovanim dostavame
9B _i[5.4] |
IA|,_,
, (9.16)
" F _ [é,[g’[...[,@’ A]]ﬂ ,
A",
takze ponechdme-li v rozvoji pouze Cleny do tfetiho fadu (nebo ctvrtého, nasobi-li ¢len
klidovou energii) v S, dostavame

A=A+i[$.A]-1

.hgﬂ e (9.17)
24 [S[S[[Sﬂ]m_hs_l_[ ’S}+E[S’[S’Sﬂ '

Ponechame-li v jen ¢leny nejnizsiho fadu, mame

]:I'zﬂmc2+f+0A+imc2[§,,BJ (9.18)

20



Tento tvar vede k tomu, ze zkusime zvolit
(9.19)

R i R
S=- o
2mc? P
S oznafenim matice spinu (ta je stejnd ve spinorové i standardni representaci)
- (0 0
> :( ”j (9.20)
0 o
mame po delSich vypoctech vysledny hamiltonian ve tvaru
R 1 /- N2 1 R
H =8 mc*+—(p—-ed] - ' l+ed—
ﬂ( 2m(p ) 8m3czp j
h h el 1 21
eh = - e = (= A ie = (= = e = -
—3-B- Y|EXp)|————2-(VXE) - V- E
2m 4m’ ¢ ( p) 8m’ ¢’ ( ) 8§m’ ¢’
Pro rota¢né soumérné pole mame
- dv 7
B(r)=-37 (9.22)
dr r
a prislusny ¢len nabude tvaru
dv . - A
en 1dV(r)s 7 L=Fxp , (9.23)

2

eh < (= =&
——X\Exp|=

( p) dm’*c’ r dr

kterym popisujeme spin - orbitalni interakci. Posledni ¢len se nazyva Darwintv, jeho vznik se

da se chépat jako rozmazani energie Coulombova plisobeni
2 2
<aV 5x 41 90V 5xi5xj>:lAV(ij
6 mc

ax * 20xdx’

(9.24)

(Vv (F+67)-V (7)) =

A

2P3/ 2 Jenmné= spin -

2S12 orbitalni
—— JP"? interakce
Lambtiv posuv
Hyperjemné =
spinova interakce

181/2 ——¢ sjézdrem
>




10 Rozptyl elektronu na jadre

Budeme pocitat rozptyl elektronu na (nekonecné) tézkém jadie naboje Ze. Volba

soufadné soustavy je velmi dilezitd pro zjednoduseni vypoctu. Impuls elektronu pied

rozptylem at’ je ve sméru osy x, impuls elektronu po rozptylu at’ lezi v roviné x-y (znacime

p=p, vy =(E/c)Y-DP¥)
El:?/%_yxplx ’ Bzzy%_?ﬂpzx_7yp2y

Ctyivektor potencialu je

gio|P__Ze 17,2:() = A= Ze 17/
c 4regecr

Pfipomenime Diracovu rovnici
(p=ed=me)ly)=0 . p=inV

a vyjadfeni matic ve standardni representaci

L_[1 0 (0 &) s (50
“lo —z) > "7l o) > “Tlo &

Pocatecni a koncovy stav je, pokud piSeme i1 obvykle vynechdvany normovaci faktor

1
—ZPuX
ue™”

1 1
W=z - blv)= e
1 2

Amplituda pravdépodobnosti pfechodu je

- — 2 i . i . T i i
1 u u Ze —pF 1l <h7F 3 - —Eyt ——Eyt
1//1>:_ Y Jeh —e" d r.[e” e dt

n2.JE E,V 4re, r )

Pro integraly méme vyjadieni

i i
—gpzix

<l//2 | Hint

(EETJ .
i o i . 2 T i i P
e*;ﬂzrl ;Pl’d3}7: 4wh ’IegEzte*;Ezfdt: 2h o 70 T
r AR E-E
2h

Prvni integral pocitame jako
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2

47r1

ggjd¢{[dﬂmnﬁ!drrawm”ir:——-ggldrmnawﬁeﬁf:

q A
0
) 4 4
lim =—
10 42 +q2 qz

Pro pravdépodobnost piechodu za jednotku ¢asu

2

w(1—=2)= }I_I}}O%Kl//z | H,, '//1>‘

_ 2 2 sin’ ﬁT
\%%%\( Ze i Jhml 27
|2

2 2 - - 2
4n” E E,V 80|p1—l72 =T (EI_EZJ T
2h

.2
5(x)= im 22 UT)
= TX

Jednim z vyjadfeni Diracovy delta funkce je

Vyuzitim[(10.10)[upravime vztah na

_ 2
_2z [ 7w
h 4E E,V*

w(l1—>2)

& |ﬁ1 _132

2
Zen
[ 2 |2] 5(E2_E1)

Hustota stavii v okoli koncového stavu (stav 2) je (E =+/p>c> + m* c*)

,0=Vd3ﬁ2 _ VE, p, dQdE
(2zn)  (2zh) ¢ ’

a tak miizeme psat (plati | 131| = | ]32| )

2
VdQ D 1— 2 zZe

dw=————|w(1>2)E, p,dE,=———|u, V' u dQ
(271'71)302'[ ( ) rhe EIV‘ 27 1‘ [47[50|131_132|2J

PonévadZz v=0 E£/d p, mame pro hustotu toku ¢astic vyraz

a pro diferencidlni G¢inny prufez pak

Zé

2

0
—=° 1dQ , @=|p-p|=4p>sin’=
4”%qJ q’ =|p— b, =4p; 5

da:ﬁzy’ul‘z(
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Nyni zvolme bispinory jako

E+mc’ 0
1 0 _ 1 E+mc’
(1/2)( — (-1/2) —
u'’(p)= . u- 7 (p)= , (10.16)
JE+mc | c(p.+ip,) JE+me 0
0 c(p,~ip,)
které ziskame zvolbou
1 0
w(+)= , w(-)= . (10.17)
0 1
Pro slozky hybnosti mame
Putip,=p , Dy tip,, =pexpli6} . (10.18)
Plati
2)2 2 2 -if
5 ‘(El+mc)+plce 2
2"y ) = _ —4E 1—(ﬁj sn2? | . (10.19)
(E1 + mcz) ¢ 2
kde vypocet zjednodusuje
Y u=u ¥ yu=uu,. (10.20)

Obdobné¢ spocteme dalsi vyrazy, takze mame

5 2
:4Ef(1—(ﬁj sinzgj :
c 2
2 2
=4 F (1_(ﬂj sin? QJ
c 2

Pro diferencialni u¢inny prifez rozptylu je tedy kone¢ny vyraz

2\2 2 ) 2
d O-rel = ne 1 - (hj Sinz g d O-Ruth s d GRuth = Z ¢ 2 d Q . (1022)
E, ¢ 2 Amemv; ) o4 4

m

2
=0 ,

—(1/2 2 —(1/2 -1/2
72 o 02 ) 12

(10.21)

2
172(*1/2) 7,1 ul(l/Z) =0 , —(-1/2) 71 u(*l/z)

U, 1

11 Invariantni uéinny priifez
M¢jme dva svazky castic, které se srazeji. Pocitejme v klidové soustavé Céstice 2
pocet srazek v objemu d V' za Cas dt

dv=nov, dtn,dV , dv=Ann,dtdV (11.1)

rel
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kde v, je velikost rychlosti ¢astice / v klidové soustavé ¢astice 2, n, a n, jsou hustoty ¢astic
a kone¢né¢ o je uUinny prifez. Veliiny dv a dtdV jsou invarianty, musi tedy byt
invariantem také veli€ina An, n,, pficemz 4 musi v klidové soustavé jedné z ¢astic piejit na
v, 0. Mame

n, £
\/l—vz/c2 mc’

ndV=n,dV, = n= (11.2)

a tedy

Ann,=inv" = Ageg =i’ = A=2Pr gy, (11.3)
8182

kde skalarni sou¢in oznacujeme jako p, - p, = p,, ps. V klidové soustavé &astice 2 je

£ &

A=v, 0o , péz(izmzc,f)z:Oj = pp,=5r = inv=v_ oc (11.4)
¢ ¢

a dale

2 2
m, c Vo m,m,c
- e ¢ \/ PP,

Spojenim vztaht[(11.1)] (11.3)|a[11.4)|dostavame

dv c’ 2 2

Uginny prifez dostaneme tedy z pravdépodobnosti prechodu za jednotku ¢asu

N i )

pp,) —\mm,c

o=y (propa) = (mm )n1 . (11.7)
Jn,dV £ &,

V tézistove soustavé je p,=—p,=p, takze

2 2 2 2
2 E E . E _ E = L& TE
(p-ps)" = (mym, ) :( 122+pzj _(—E‘pzj(_;_pzj:pz( | 22) (s

a tedy

1 1
J=cz|p|(;+—jn1=(w+w)nl , (11.9)

1 2

v souladu s obvyklou definici hustoty toku. V laboratorni soustavé pak

J = =%) =¥ xiy (11.10)
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12 Spinova matice hustoty
Shrneme nejprve vyjadieni y matic a £ matice ve spinorové a standardni representaci.

Matice °a X jsou definovany jako

Y==iyvry . Z="7y . (12.1)

Ve spinorové representaci je
70:(? {)) : 7:(2 _06) : 75:(_01 ?) : i:(g g) (122)

a ve standardni representaci
s ) s ) e

Spinory vyhovuji fesitelnym (determinant je roven nule) soustavam algebraickych rovnic

(B—M)”(P)io . (prm)u(=p)=0 . (12.4)

L_l(p)( ) 0, L_t(—p)(]_)+m):O
Normujeme je tak, aby platilo

u(p)u(p)=2m ,u(-p)u(-p)=-2m . (12.5)

Je=m (i) w( e mw(-p)
(12.6)
ﬁ W (p)w(p)=w (~p)w(-p)=1
Pro relativisticky sdruzené vyrazy pak
w(p)=(Jermw (p) —Je-mw (p)(ii5)) . (127

T(p)=(\e—mw' (p)(76) - Jermw' (p))

V t&chto vyrazech jsou w(p) a w(—p) libovolné normované dvoukomponentové veliciny.

Uvedené volnosti mizeme uzit pro vhodnou volbu vlnové funkce. Moznou volbou je

naptiklad
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(12.8)

Plati

(e} + (e} o + o 1 O
() ()7 = Twlen) )= ) a2
Pro bispinory pak méme

Zu(l?)(a)bf (P)(U) =p+m , Zu(—p)(d)bf (—p)(a) =p-m . (12.10)

Prvky spinové matice hustoty jsou v ¢istém stavu trividlni vyrazy

Pas(p)=u,(p)uy(p) - (12.11)
Pon¢kud odlisné oproti bézné matici hustoty zde stopa neni rovna 1
Tr{p(p)} =D u,(p)u,(p)=u(p)u(p)=2m . (12.12)
A

Ze (12.11)|je zfejmé, ze matice hustoty v Cistém i1 smiSeném stavu bude spliiovat Diracovu

rovnici
(p=m)p(p)=0 , p(p)(p-m)=0 . (12.13)
V cistém stavu spocteme stiedni hodnotu spinu podle vztahu
<§>:ljw"iws F=——u' (p)Su(p)=—7 (p)y'Su(p) (12.14)
2 4e de

a odpovidajici vyraz pro stav ¢astecné polarizace je pak
A\ 1 _ 0= B
()= 2o 22 (PPE), )=

%gTr{p(p)yoi}:%gTr{p(P)VSﬂ :

(12.15)

Polariza¢ni vektor v klidové soustaveé oznacme f =2<§ > , plati tedy pro Cisty stav ‘f ‘ =1, pro
smiSeny stav ‘f ‘ <1. Ctyivektory impulsu a spinu v klidové soustavé jsou p’ :(m,()) a
a = (0 N ) a v libovolné inercidlni souradné soustavé tedy musi platit

pp=m> , aa=-¢{ , pa=0 . (12.16)

Lorentzova transformace do laboratorni soustavy dava
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a‘):i : a:f+m . (12.17)
m m

Matice hustoty pro nepolarizovany svazek bude mit tvar (musi obsahovat pouze impuls jako
jedinou charakteristiku a spliiovat dané rovnice)

1

pn(p):5(1_9+m) . (12.18)
Pro obecny smiSeny stav bude mit tvar
1 ~ ~
p(p)=5 ~(p+m)p(a)(p+m) . pla=0)=1 . (12.19)

. v . v ’ 2 . ~ 4 W v 4 .
Pfipomenme si, ze plati ( p+ m) = 2m( p+ m) . Matice p( a ) ma na ctyfvektoru a zaviset
linearné. Napisme tedy p(a)=1-4 ¥’ a. Konstantni matici 4 uréime vypodétem stfedni

hodnoty spinu v klidové soustavé

p(p):%(n;/0)(1+Ay5(;7”))(1+y°):%(1+y°)(1+Ay5(;7E)) :
f=2<§>=ﬁTr{p( )Y 7= ——ATr{( Z)7}=4¢

a musi byt tedy 4=1. Protoze je a- p=0, pantikomutuje s a a komutuje s ¥’ a. Vyraz pro

spinovou matici hustoty lze ptepsat do kone¢ného tvaru

l(£+m)(1—75g) : (12.21)

p(p)=7

Vektor spinové polarizace 1ze naopak z matice hustoty spocitat pomoci vztahu
1 }
a=—Tr{p(p)r' 7V} . (12.22)
2m
Obdobné¢ by bylo mozné odvodit obecny vztah pro spinovou matici hustoty positronti

p(=p)=3(p-m)(1-7a) . (12.23)

13 Spinové stiedovani
Mame-li ve Feynmanové¢ diagramu jen jednu fermionovou ¢aru (rozptyl na vnéjSim
poli, Comptontiv rozptyl, anihilace nebo kreace paru), mizeme pouzit nasledujiciho zptisobu

spinového stiedovani (stfedovani pies pocatecni spinové stavy a souctu pres koncové spinoveé
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stavy pro rozptyl, stiedovani pfes spinové stavy elektronu a positronu pifi anihilaci nebo

kreaci). Maticovy element M ,, je ve zminénych pfipadech moZno zapsat jako
Mfi :zﬁfA O 5l :”_‘fQui . (13.1)
A,B

Potom mame

*

Mji = [z uy Qg uiBj = z Use Veu Qs ”,2 =
4B A,B.C (13.2)

£ 000 0 — 3
Z u Vep Ve Os 4 Yacpe =, Qu,

A4,B,C,D,E

kde jsme vyuzili vlastnosti 7° 9’ =1, 9" =" a oznadili O =7° 0" ¥° . Mzeme ted’ psat

‘Mft‘z =it, Qu,ii, Qu, =Tr{u, ii,Qu, i, 0} . (13.3)
TakZe mame
2Tr{p, (P)Op. (P
2Te{p, (p)Qp: (P
Tri{p, (-p)0p.(p
Tr{p, ()Qp.(-p

ol

rozptyl elektroni na vnéj$im potenciale

Comptonliv rozptyl

Q|
—

(13.4)

—

anihilace paru

SRS

} kreace paru
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