Dvojny integral

1. Vypoctete [[, 2%y dedy, kde mnozina A je obdélnik s vrcholy B = [0,1], C = [2,1], D = [2,2] a
E=10,2].

Vidime, ze plati 0 < z < 2 a 1 < y < 2. Dostavame

2 2 2 Y2 2 2 1 25 2372
// 22y dxdy :/ dx/ =%y dy :/ [xz} dx :/ (29:2 — x2> dr = / “2?dx = [] =4.
A 0 1 0 2 14 0 2 0o 2 2]

Mohli bychom ovsem fesit i takto
2 2

2 2 2 3 2
8 4 16 4
nydxdy:/ dy/ xzydw:/ [xy} dy:/ ydyz[yz} = -—-=4
//:4 1 0 1 3 0 1 3 3 1 3 3

Vzhledem k tomu, Ze integracni oblast je obdélnik a integrovand funkce je tvaru f(z,y) = g(z)h(y),
nejjednodussi zpusob vypoctu je nasledujici

2 2 392 1 972
2 2 T Y 8 1
xydxdy:/xdx-/ydy:[} {} :-(2—):4.
//A 0 1 31, 2], 3 2
2. Vypoctéte [[, (22 +y) dzdy, kde mnozina A je lichobéznik uréeny piimkami z = 1, 2 = 2, y = 1

ay=A4x
Vidime, ze plati 1 <z <2 a1l <y < 4zx. Dostavame

2 4x 2 yg 4x 2 1
// (2$+y)dxdy:/ dac/ (2m—|—y)dy:/ [2xy+] dx:/ <8x2+8x2—2x—> dr =
A 1 1 1 2] 1 2

3. Vypoctéte [[ A (332 + y) dzdy, kde mnozina A je uzavien a ohrani¢end parabolou y = 22 a pifmkou
Yy =x.

Vidime, ze plati 0 <z < 1 a 2 < y < x. Dostavame

1 x 1 y21° 1 22 o
// (x2+y)dxdy:/ dm/ (m2+y)dy:/ {x2y+} da::/ <x3+—x4—) der =
A 0 z? 0 2 22 0 2 2

1 2 4 3 571
3 X 3 4 T T 3z 7
/O(x+2 2”3)“: [4+6 1}0 60
4. Vypoctéte [[, ;—; dzdy, kde mnozina A je ohrani¢end kiivkami y = z, v = 2 a xy = 1.

Nacrtneme-li si zadané ktivky, vidime, ze plati 1 < x < 2 a % < y < z. Integrovana funkce je na
oblasti A spojita. Dostavdame

2 2 z .2 2 21% 2
//x—gdxdy:/ dx/ x—zdy:/ {w] dx:/ (f:ﬂ+x3) dx =
AY 1 Ly 1 yl1 1

8l



5. Vypoctéte [/ A y? sinx dedy, kde mnozina A je uzaviend a ohrani¢end osou z a grafem funkce
y=1+cosxpro0<z <.

T l1+cosx g 3 1+cosx 1 P
// yzsinxd:cdy:/ dfc/ yzsinxdy:/ [ysinx} dac:f/ (1+COS$)SSin.TdCE:
A 0 0 o L3 0 3 Jo

1[0 17¢41° 4
1 =tl=== [ Bdt=-=|—| =-=.
|1+ cosx | 3/2 3[4]2 3

6. Vypoctéte obsah obrazce ohrani¢eného obloukem hyperboly xzy = 1 a pfimkou 2z + 2y = 5.

Nejprve ur¢ime pruseciky piimky a hyperboly. Plati y = %, a tedy 2z + % = 5. Resfme kvadratickou

rovnici 222 — 5z + 2 = 0, kterd mé koteny z1 = 2 a x5 = % Kfivky se tedy protnou v bodech [2, %]
1

a [57 2] .

Pro obsah obrazce pak dostdavame

2 -z 2 275 1
S’:// dmdy:/ da:/ dy:/ [y]i_mdac:/ {—x—] dr =
A 1 1 1 w 1 2 T
1

Mozné priklady do cviceni

1. Vypoctéte [[, zy dzdy, kde mnozina A je trojihelnik s vrcholy A = [-2,0], B =[2,0] a C' = [0,2].
Vysledek 0 (d4 se odvodit dvahou).

2. Vypoctéte [[, (2% +y* — 2z — 2y + 4) dady, kde mnozina A je &verec s vrcholy A = [0,0], B =
2,0], C =[2,2] a D =[0,2]. Vysledek 102.

3. Vypoctéte [, zsinydrdy, kde mnozina A je ohranicena piimkami y =0,y =5,z =0ax = 1.
Vysledek 1.

4. Vypoctéte [[, xy? dedy, kde mnozina A je lichobéznik ohraniceny pifmkami y = —1, y =z, z =0
a x = 2. Vysledek 24.

Transformace dvojnych integralt

1. Vypoctéte [[, #3y? dedy, kde A je kruh 2% 4 y* < a®.
Zavedenim polarnich soufadnic dostaneme pro mnozinu A: 0 < p<a, 0 < ¢ < 27.
Odtud méame

a 2 a 2
// 22y dady = / dg/ 0% cos® p 0? sin® pdp = / 0 do - / cos® o sin® pdp =
A 0 0 0 0
2m

6

610 0
= {Q} / cos ¢ (sin® ¢ — sin? ) d<p:|sin<p:t|:a—-/ (t* —t*) dt = 0.
6 0 0 6 0

Vysledek bylo mozno odhadnout, uvédomime-li si geometricky vyznam pocitaného integrélu.

2. Vypoctéte [[, (#* +y?) dxdy, kde pro oblast A plati 1 < 2% +y? <4,y > |z].
Zavedenim poldrnich soufadnic dostaneme pro mnozinu A:1< <2, 7 <p <
Odtud mame

3
P

2 94 2 3 15
// (2% +y?) dady = / 0*do- / (cos? o +sin® ) dp = |==| -[p]+ = —.
A 1 z 4], 4 8



3. Vypoctéte ffA /1 — 22 —y2dxdy, kde oblast A je étvrtinou kruhu 22 + y2 < 1 lezici v prvnim
kvadrantu.

Zavedenim polarnich soufadnic dostaneme pro mnozinu A: 0 < p<1,0< ¢ < g

Odtud mame

1 z 0 _q
//\/l—xz—y2d;vdy:/Q\/l—g2dg~/ dg0:|1—g2:t|=g/ 7\/7Edt:
A 0 0 1

T2 ™
=—— |2V83| =
4 {3\F]1 6

4. Vypoctéte obsah obrazce ohrani¢eného kruznicemi x2 + 3% = 2z, 22 4+ y? = 4z a pifmkami y =z a
y=0.

Kiivky urcujici obrazec maji v polarnich soufadnicich rovnice o?> = 2pcos ¢, 0*> = 4pcos @, p = 1
a ¢ = 0. Obrazec popisujf nerovnosti 0 < ¢ < 7, 2cosp < o < 4cosp.

Pro obsah obrazce tedy plati

4cos @ z z
S = // da:dy—/ d<p/ gdg—f/ (16 cos® ¢ — 4 cos® ) dcp:/ 6cos® pdp =
2cos p 0 0

1 i T 1 3 3
=3 1 520) dp =3 —sin2 =3(—-—+-=-)=- —.
/0 (1+ cos2¢p) de {<p+2bm 40 <4+2> 477—1—2

Priklady pro procviceni
1. Vypoctéte [f, (.%‘2 + y2) dxdy, kde pro oblast A plati 1 < 22 +y? <4,y >0,y < . Vysledek % 1677

2. Vypoctete [[, ydady a [[, xdxdy, kde pro oblast A plati z? +y* < 4, y < x, y > —x. Vysledky

0, resp. Sf

Trojny integral

1. Vypoctéte trojny integral [[[, (z +y) dzdydz, kde mnozina V' je krychle, pro kterou plati 0 < z <
L1<y<2a0<z<1.

/// x+y) dmdydz—/ dx/ dy/ (z+y) dz—/ dm/ [xz 4+ yz], dy—
1 2 y x 3
= dx/ r+y dy:/ [nyr } dxf/ (2x+2x> dxf/ <x+ >dm{ + 9:} =2.
/0 1 ( ) 0 2], 0 2 0 2 2 2

2. Vypoctéte trojny integral [f fv > dxdydz, kde mnozina V je kvadr, pro ktery plati 0 < z < 2,
1<y<2al<z<3.

///Vydxdydz—/ da;/ dy/l ;;dz—/ da:/[ } dy =
/dx/ (3x_;c> y_/ dx/ /W]ldaz:/o (- Hzx)dx_[_?Hh:z

Protoze oblast V' je kvadr a integrovand funkce je tvaru f(z,y, 2) = ¢1(x)g2(y)g3(z), muzeme trojny
integral vyjadrit jako souc¢in ti{ integralu



2

JI e o [ o 5] (3] v
_2.<;+1> (3-1)=2.

3. Vypoctéte trojny integral [[[, xz dxdydz, kde pro mnozinu V plati 0 < z < 2,0 <y < z a

0<z<x+y.

Vzty ——
/// xzdxdydz-/ dx/ dy/ rzdz = = / dm/ xz2 w+ dy =
y 1 z3 3 3[x*]"
/dx/ z® + zy) 2/ [xy+172}0dx2/0 (:z:+2)dx4/0zdx 4[4]03.

4. Vypoctéte trojny integral [[[, z dzdydz, kde mnozina V' je ohranicena rovinami x +y + z = 1,
z=0,y=0az=0.
Vidime ze plati 0 <z <1,0<y<1—-za0<2z2<1—x—y. Dostavame

///zdzdydzf/ dm/lmdy/lgﬂyzdz /dx/lwlx)d

1 1

:—%/0 [(1—x—y)}0 dm:é/o (l—x)?’dx: 24{(1—95)4]():%.

5. Vypoctéte trojny integrédl [[[i, (y + 2z) drdydz, kde pro mnozinu V plati 0 <2 <1,0<y <2z a

—y<z<ux.
1 2z T
/// (y+2z)dmdydz:/ dx/ dy/ (y+2z)dz =
2z 2z 2x
:/ dx/ [szrz i dyf/ dx/ nyrx y? — P dyf/ dx/ nyr:E =
o Y

:/ [yx+xy] dm—/ (QSE +2x)d$_/4x dx_[4](1):1'
0o L2 0 0 0

6. Vypoctéte objem télesa M, pro které plati 0 < 2 <1, 0<y <2a 0 < 2z < 22 + 32,

1 2 2% 4y? Y 2

V:/// dxdydz:/ dx/ dy/ dz—/ dx/ ;v—i—y dy—/ [y;vQ—i—] dx =
M 0 0 0 3o

2 81" 10

= 2 =[2—+ = = —.

NCEHESIE S I

1. Vypoététe trojny integrél fffv (Tx + 22) dwdydz, kde pro mnozinu V plati 0 < 2 <1, 2> <y < x
a0 <z <ay. Vysledek 2> 270

Trojny integral — priklady k procviceni

2. Vypoctéte trojny integral [[[, xy*z dzdydz, kde pro mnozinu V plati 0 < 2 < 1,0 <y < 1la
’ 1
0 <z < 1. Vysledek is

3. Vypoctéte trojny integral [[fi, zy*z dedydz, kde pro mnozinu V plati 0 <z < 1,0 <y < z a

0 < z < zy. Vysledek &



Transformace trojnych integralt
1. Vypoététe trojny integrdl [[fi, (z* + y?) dwdydz, kde pro mnozinu V plati 2% +y? < 2z a z < 2.

Mnozina V predstavuje ¢dst rotacniho paraboloidu x? + y? < 2z, ktery je shora sefiznut rovinou
z = 2, kterd je rovnobéznd s rovinou Ozy Integral transformujeme do vélcovych soufadnic. Pro

mnozinu V' v téchto soufadnicich plati & < z <2, 0 < ¢ < 27. Dostavame

2 27 2 2 [ 2 02
/// (932 +y2) drdydz = / 0? dg/ dgp/ dz = [cp]gﬁ/ [2]292 0% do 27r/ 0® <2 - ) do =
v 0 0 2 0 T 0 2

2
_ ot 962_167r
2 T 12), 3

2. Vypoctéte trojny integrdl [[f,, zv/2? + y? dzdydz, kde pro mnozinu V plati 0 < 2 < 2,0 <y <
V2r—a22a0<z<3.
Z nerovnice y < 2z — 22 dostdvdme po umocnén{ x? + y% — 2 < 0, a tedy (z — 1)% + ¢
Vidime, Ze integraéni oblast je édst valce (z — 1)2 + % < 1 ohrani¢eného rovinami z = 0, z
a y = 0. Pouzijeme tedy valcové souradnice, pro které dostavame 0 < p < 2cosp, 0 < ¢ <
0<2z2<3.

2cos 5 2cos p
/// 2V x? + y? dxdydz—///gzdgdgodz—/ d<p/ ng/ zdz—g/ dgp/ 0’ d
0 0

372cos ¢ E 3 2
do =12 dp =12- =8.
23/0 [0, /0 cos” pdyp 3

ol | '

Zde jsme pouzili integraci

5, 5 , ! ) #8112
/ cos mdx:/ cosz (1 —sin x)dx:|sinx:t|:/ (1t)dt[t] =-.
0 0 0 31, 3

3. Vypoctéte objem télesa, které je ohraniceno plochami z2 4+ 4% + 22 =r? a 22 +y?> = a?, kde a < r.

Nase téleso vznikne prunikem vélce a koule. K feSeni pouzijeme vélcové souradnice, ve kterych ma
valcové plocha rovnici ¢ = a a kulové plocha rovnici ¢ + 22 = r2. Pro objem télesa dostavame

2m 7"2—(_) 2 a \/12—02
/// d:vdydz:/// gdgdcpdz-/ d(p/ gdg/ 222/ d<p/ gdg/
\% r2—g
2m
—2/ dy - / o2 —2do=2]p 2”-/ o\/r2 —02do=1|r*—p —t|——2ﬂ'/ \[dt
0
4 rf=e® 4
_ _ = 3 P 2 _ 2 _ 42\3
= {\/;}2 37r(r (r a)).



