Krivkové integraly v roviné
e Parametrické rovnice kiivky budeme uvazovat ve tvaru

x:@(t)a y:w(t)v te [aaﬂ]'

Orientovat uzavieny interval [, 3] znamend usporadat jej podle velikosti jeho ¢isel nebo naopak.

Bud x = ¢(t), y=9(t), t € [a, 3] kiivka. Necht interval [, 3] je uspordddn podle velikosti svych
¢isel. Preneseme-li tuto orientaci na kiivku, #ikame, ze krivka je orientovdna souhlasné s danym
parametrickym vyjddrenim. Preneseme-li na kiivku opacéné orientovéni intervalu [a, (], fikdme, Ze
krivka je orientovdna nesouhlasné s dangm parametrickym vyjddrenim.

Ktivkovy integral 1. druhu

B
/C f(y) ds = / Flolt) w(0)] Vo (0) + 020 dt.

Kiivkovy integral 2. druhu

/CP(:my)d:HQ(w,y)dy:/CP(x,y)der/CQ(x,y)dy,

kde p
/ Pz, y) dz = + / Plp(t), (1)) /(1) dt.
C «@

B
[ a@vay== [ Qle.vwlvar
C «
Pritom znaménko + pouzijeme, je-li orientace kiivky C souhlasnd s danym parametrickym vyjadfenim,
znaménko — v piipadé opa¢ném.

e Nezavislost kiivkového integralu na integracni cesteé.

Bud'te P(z,y), Q(z,y), Py(z,y), Qu(z,y) funkce spojité na oblasti G. Jestlize plati P,(z,y) =
Qz(z,y) pro kazdy bod [z,y] € G, pak existuje funkce F'(x,y) (tzv. kmenovd) definovand na oblasti
G takova, ze vyraz P(x,y) dz+ Q(z,y) dy je jejim totdlnim diferencidlem v kazdém bodé [z,y] € G.
Potom fc P(z,y) dz + Q(z,y) dy nezdvisi v oblasti G na integracni cesté a plat{

| Py o+ Qe du = F(B) - F(A),

kde A je pocatetni a B koncovy bod kiivky C



Kiivkovy integral v roviné
1. Vypoctéete [ (z +y) ds, kde C je tisecka x +y — 1= 0, kde = € [0,1].

Kiivku C parametrizujeme:

C:x=t, y=—-t+1, t €[0,1].

Platf:
de=dt, dy=—dt, ds=/12+(=1)2dt =+/2dt.

Mame tedy:

/C(x+y) ds:/o [t+(—t+1)]x/§dt:\/§/0 dt = V2.

2. Vypoctéte [, (z +y) ds, kde C' je tvofena hranami trojihelnika s vrcholy A = [0,0], B = [1,0] a
C =10,1].

Kiivku C parametrizujeme:
AB:x =t, y=0, t €10,1],
BC:zx=1-t, y=t, t € [0,1],
CA:z=0, y=1—t, t € 0,1].
Mame tedy:
2 2

/C(x—i-y)ds:Alth— le/idt+/01(1—t)dt: [g];+\/§[t]é+[t—g];:1+\/§.

3. Vypoctéte [ (z —2y +1) ds, kde C je tisecka AB, kde A = [4,0], B = [1,1].

Usecka AB mé smérovy vektor napifklad @ = (—3,1), pak jeji parametrické rovnice jsou

C:x=4-3t, y =t, t e 0,1].

Plati:
de = —3dt, dy=dt, ds=+/(—3)2+12dt=+10dt.
Mame tedy:
! ! 5, 5
/(xf2y+1)ds:/ (473t72t+1)\/ﬁdt:\/ﬁ/ (5t+5)dt\50[5t2t2} :5\/E.
C 0 0 0

4. Vypoctéte [ (4x + 3y — 3) ds, kde C je kruznice 2% 4 y* = 9.

Parametrické rovnice kruznice jsou

x = 3cost, y = 3sint, t €[0,27].

Plati:

dx = —3sintdt, dy = 3costdt, ds = \/(—=3sint)2 + (3cost)2 dt = 3dt

Mame tedy:

1
/(4x+3y73) ds:/ 3(12cost + 9sint — 3) dt:3[12sint7900st73t]g7r:71877.
c 0



5.

Vypoctéte [, (x+y) de — (x —y) dy, kde C je kruznice 22 +y* = 4.

Parametrické rovnice kruznice jsou

x = 2cost, y = 2sint, t €[0,27].
Mame tedy:

2m 2
/ (x+y) de—(z—vy) dy:/ 2 (cost + sint) (—2sint) dt 7/ 2 (cost —sint) (2cost) dt =
c 0 0

2m
=4 dt = —8m.
0

Vypoététe praci silového pole @ = yT — 27 pii premistovani hmotného bodu po horni ésti elipsy
2
2 4 ¥ — 1 od bodu A = [3,0] do bodu B = [—3,0].

Parametrické rovnice ¢asti elipsy jsou

x = 3cost, y = 2sint, t € [0,m].

Préce silového pole @ = a,T+ a,) po kiivce C je dana kiivkovym integralem 2. druhu
W :/ az dr + ay dy.
c
Mame tedy:

W:/ydx—xdy:/ 2sint (—3sint) dt—/ 3cost (2cost) dt:/ [—6sin2t—6coszt} dt =
c 0 0 0

= —6/ dt = —67.
0

Zaporna hodnota prace signalizuje, ze Castice se pohybuje proti pusobeni silového pole.

Kiivkovy integral — priklady k procviceni

1.

2.

3.
4.

Vypoctéte [, 22 ds, kde C je “horni” pilkruznice z* + y* = a® pro y > 0. Vysledek %ﬂ.
Vypoctéte |, wd—_sy, kde C je tisecka AB, kde A = [0,—2] a B = [4,0]. Vysledek v/51n 2.

Vypoctéte [, xyds, kde C je étvrtina kruznice 2% + y* = 4 v 1. kvadrantu. Vysledek 4.

Vypoctéte [, y? dx+2? dy z bodu O = [0,0] do bodu B = [1,1] po nasledujicich kiivkdch: a) tsecka
OB; b) &4st paraboly y = 2%; ¢) ¢dst paraboly z = y?; d) lomend ¢dra OAB, kde A = [1,0].
Vysledky: a) 25, b) 5; ¢) 155 d) 1.

Vypoctéte [ (22 —y) dz + 2 dy z bodu O = [0,0] do bodu A = [2,1] po nésledujicich kiivkach: a)
tisecka OA; b) é4st paraboly 22 — 4y = 0.

Vysledky: a) 4;, b) 1—34.

Vypoctéte fC (z+y) de — xzdy, kde C je kiivka |x| + |y| = 1 orientovand kladné. Vysledek -4.



Nezavislost kfivkového integralu na integracni cesté

1. Vypoctéte fc 2zydx + 2% dy z bodu A = [1,1] do bodu B = [2,4] po néasledujicich kiivkach: a)
tsetka AB; b) éast paraboly y = z2; ¢) lomena ¢dra ACB, kde C = [2,1].

Funkce P(z,y) = 2zy a Q(z,y) = z? i jejich derivace P,(z,y) = 2z a Q. (x,y) = 2z jsou funkce
spojité na R2. Plati P,(z,y) = Q(z,y) pro viechny body [z,y] € R2. Hodnota integralu tedy
nezavisi na integra¢ni cesté.

Vypoctéme integral napt. po usecce AB. Jeji parametrické rovnice jsou napitklad x = 1+t¢, y =
1+ 3t, kde ¢ € [0, 1]. Plati de = dt a dy = 3dt, tedy

1 1 1
/2mydw+a:2dy:/ 2(t+1)(3t+1) dt—i—/ 3(t+1)° dt:/ (9t + 14t +5) dt =

C 0 0 0
= 3%+ 7¢* + 5t], = 15.

MuZeme postupovat i tak, ze hleddme kmenovou funkci F(x,y), pro kterou je vyraz P(z,y)dx +
Q(z,y) dy jejim totalnim diferencidlem a tedy plati

Fw(xvy):P(xvy) a Fy(x,y):Q(x,y).

Libovolnou z téchto rovnic integrujeme. Napiiklad integraci prvni rovnice podle z dostaneme
F(z,y) = /2331/ dz = 2%y + p(y).

Parcialni derivaci této funkce podle proménné y ziskame funkci Fy, kterou ale zndme

a? +¢'(y) = 2.

Pak ¢'(y) = 0 a tedy ¢(y) = C. Pro kmenovou funkci dostavdme F(x,y) = 2%y + C. Plat{
/ P(z,y)dr +Q(z,y) dy = F(B) — F(A).
c

Dostavame
/ 2rydr 4+ 2% dy = F(2,4) — F(1,1) =16 — 1 = 15.
c

2. Vypoctéte fC (3x2y + 1) dx + (x3 — 1) dy z bodu A = [0,0] do bodu B = [2, 2], kdyz kiivka C je
usecka AB.

Funkce P(z,y) = (3z%y +1) a Q(z,y) = (2 — 1) i jejich derivace P,(z,y) = 3z% a Q,(z,y) = 32
jsou funkce spojité na R2. Plat{ P,(z,y) = Q(z,y) pro viechny body [z,y] € R%. Hodnota integralu
tedy nezavisi na integraéni cesté.

Hleddme kmenovou funkei F(z,y), pro kterou je vyraz P(z,y) dx + Q(z,y) dy jejim totalnim dife-
rencidlem a tedy plati

Fo(z,y) =Pz,y)  a  Fy(zy) =Q(y).
Libovolnou z téchto rovnic integrujeme. Naptiklad integraci prvni rovnice podle x dostaneme
F(z,y) = / B2y +1) dz = 2%y + . + o(y).
Parcidlni derivaci této funkce podle proménné y ziskdme funkci F, kterou ale zndme
2P +¢'(y) =2’ — L

Pak ¢'(y) = —1 a tedy p(y) = —y+ C. Pro kmenovou funkci dostavame F(z,y) = 23y +x —y+C.
Plat{

/CP(x,y) dx 4+ Q(z,y)dy = F(B) — F(A).

Dostdvame
/ (32%y +1) dx + (2° — 1) dy = F(2,2) — F(0,0) = 16 — 0 = 16.
C



3. Vypoctéte [, 2zydx + (2% +1) dy, kde C je kiivka z = cost, y = sint, t € [0, 2] orientovand
kladné.

Funkce P(z,y) = 22y a Q(z,y) = 2% + 1 i jejich derivace Py(z,y) = 2z a Q.(z,y) = 2z jsou
funkce spojité na R2. Plati Py(z,y) = Q. (z,y) pro vsechny body [z,y] € R?. Hodnota integrdlu
tedy nezavisi na integraéni cesté, kterou je v tomto pifpadé kruznice z? + y? = 1. Poéate¢ni bod
[1,0] splyvéa s koncovym bodem.

Existuje kmenova funkce F'(x,y) a plati
/ P(z,y)dz + Q(z,y) dy = F(B) — F(A).
c

Protoze pocatecni a koncovy bod kiivky splyvaji, je hodnota integrélu rovna 0.

4. Vypoctéte fc (r —y) de + xdy, kde C je kladné orientovand kiivka, kterou predstavuje obvod
¢tverce ABCD s vrcholy A =[2,2], B=[-2,2],C =[-2,-2]a D =2,-2].

Funkce P(z,y) = « —y a Q(z,y) = z i jejich derivace Py(z,y) = —1 a Qz(x,y) = 1 jsou funkce
spojité na 2. Kiivka C je uzaviend po ¢dstech hladka kiivka v 2. Jsou splnény podminky Greenovy
véty a plati tedy (M je mnozina boda uvniti a na kiivce C)

/C Pla,y) dz + Q(y) dy = / /M (Qu(z.y) — Py(z,y)) dudy.

V naem pripadé

2 2
/(ac—y)da:—&—xdyz// (1—|—1)dxdy:2/ dx/ dy = 32.
c M —2 —2

Pii vypoctu jsme uzili skute¢nosti, ze dvojny integral vyjadiuje obsah ¢tverce ABCD.

5. Pomoci Greenovy véty vypoctéte fc 2zy dx + (a:2 + 1) dy, kde C' je kiivka x = cost, y = sint,
t € [0, 2] orientovand kladné.

Funkce P(z,y) = 22y a Q(z,y) = 2® + 1 i jejich derivace Py (z,y) = 22 a Q,(z,y) = 2z jsou funkce
spojité na R2. Kiivka C je uzaviens po éastech hladka kiivka v 22. Jedn4 se o kruznici 22 +y? = 1.
Jsou splnény podminky Greenovy véty a plati tedy (M je mnozina bodu uvnitf a na kiivee C)

/C P(z,y) dr + Q(z,y) dy = / /M (Qu(e,y) — Py(a,y)) dady.

V nasem piipadé

/2xydx+(x2+1) dy:// (22 — 2x) dady = 0.
c M

6. Pomoci Greenovy véty vypoctéte [ (zy + z +y) dz+(zy + = — y) dy, kde C je kladné orientovand
kiivka: a) 2® + y* = x; b) 2% 4+ y* = 1. Vysledky ==, resp. 0.
Kiivkovy integral v prostoru
1. Vypoctéte fc (x 42y —2z—1) ds, kde C je tsetka AB, kde A =1[1,1,2],B =12,1,0].
Usecka AB mé smérovy vektor napiiklad @ = (1,0, —2), pak jeji parametrické rovnice jsou

C:ox=1+t, y=1, 2=2—2t t €1[0,1].

Plati:
de=dt, dy=0, dz=-2dt, ds=+/12+02+ (—2)2dt=/5dt.

Mame tedy:

1 1 271
/(x+2y—z—1)d8:/ (1+t+2—2+2t—1)\/5dt:\/5/ 3tdt:\/5{3t2} :%MS.
C 0 0 0



2. Vypoctéte fo ﬁ ds, kde C je ¢dst sroubovice x = acost, y = asint, z = at pro t € [0, 27].

Plati:

dr = —asintdt, dy = acostdt, dz = adt, ds = \/aQ(Sin2 t+cos?t) + a2 dt = v2adt.

Mame tedy:
' 22 I g2¢2 3727 873
/ 7ds:\/§a/ ~——dt =V"a [3} =v2a—.

c 0

2 + 92 a? 0 3

3. Vypoctéte praci silového pole @ = a7+ 2k pfi pFemistovani hmotného bodu po priinikové kiivee
2
vélee £ 4 £ =1 a roviny z = 2 z bodu A = [0,3,2] do bodu B = [2,0,2].

Parametrické rovnice ktivky jsou

x = 2cost, y = 3sint, 2z =2, te[g,O].

Prace silového pole @ = a,T+ ayJ+ a.k po kiivce C' je dana kiivkovym integrdlem 2. druhu

W:/axdx—kaydy—f—azdz.
c

Maéme tedy:

0 0 0 0
Wz/xdm—i—?dz:/ 2cost (—2sint) dt+/ O.SSintdt+/ 2.0dt:—2/ sin2tdt:2[0082t]0%
c .

™

2

jus

™

Kiivkovy integral v prostoru — piiklady pro procviceni

1. Vypoctéte fC (x + z) ds, kde C je tsecka AB, kde A =[1,0,1], B =[1, 1,2]. Vysledek %ﬁ

Plosny integral 1. druhu

1. Vypoctéte integral fs xyzdS, kde S je ¢4st roviny x+y+ 2z = 1 v 1. oktantu (tedy proz > 0,y > 0
az>0).
Plochu S vyjadifme napiiklad takto: 0 <z <1, 0<y<1—=z, 2= f(z,y) =1 —x — y. Plati

folzy)=—1,  fy(z,9)=—1, dS =1+ (=1)2+ (=1)2dzdy = V3 dzdy.

Dostdvame

1 l1-zx
/xyzdSZ\/g// xy(l—x—y)dxdy:\/g/ dm/ zy(l—z—y) dy=
s M 0 0
1 2 2 371-2 1
_ vy _ T .= Y3
ﬁ/ox{2 5 } dzf\/g/o s (-2 do=.. = .

s . . ds Coaa _ S s 2 2
2. Vypoctéte integral fs T kde S je ¢ast plochy z = zy vytaté valcem z* 4+ y~ = 1.
Plochu S vyjadifme napiiklad takto: z = f(z,y) = xy pro body oblasti M, kterou je kruh 22 +9? =
1. Plat{
fo(z,y) =y, fy(z,y) =z, dS = /14 22+ y? dady.

Plosny integral prevedeme na dvojny integral

s, S
s Va?+y? M x2 + y? '



Dvojny integral transformujeme do poldrnich souradnic. Oblast M je popsana nerovnicemi 0 < p <

L0< o< 2.
\/# 27 1 2 1
// +2m++y datdy—/ dcp/ +QQ Q=§/ [9\/1+92+ln9+\/1+92}0ds@=
T y 0

:w(\/§+ln(1+\/§)).

Pritom integrdl [ /1 + ¢? dp FeSime metodou per partes, kde volime u = y/1+ p? a v = 1.
3. Vypoctéte integrél [¢xdS, kde S je horni polovina kulové plochy z = /1 — 22 — 32

Plochu S vyjadifme napiiklad takto: z = f(x,y) = /1 — 22 — y2 pro body oblasti M, kterou je
kruh 22 + y? = 1. Plat{

R - Y is=\1 i Y ged
fx(x,y)—\/TTyQ, fy($,y)—m, = +1—x2—y2+1—x2—y2 zray.

Plosny integral pirevedeme na dvojny integral a vyuzijeme polarnich soufadnic x = gcosp, x =
osinp, kde 0 < p<1a0<p< 27 Plati

/de // gcosgowl QQde(p / cosgadgo/ \/7

Tento integrél je roven nule, protoze fozﬂ cospdp = 0.

4. Pomoci plogného integralu 1. druhu vypoététe povrch parabolické plochy z = 22 +42,kde 0 < z < 9.
Obsah plochy S je ddn integralem |, g dS. Mame

z=flzy) =2 +9y%  folzy) =22,  fylz,y) =2y,  dS= /14422 + dy?dudy.

Pouzijeme polarnich soufadnic

2m 3 37
1
/dS:// \/1+4x2+4y2dxdy:/ d(p./ Q\/1+4Q2dg:|1+4g2:t\:277§ Vitdt =
s M 0 0

1

37
T | Vi T
= — 27 = — ( 2 _ ) .
]
1

Plosny integral — priklady k procviceni

1. Vypoctéte integrél fs (2;10 + %y—i— z) dS, kde S je c¢ast roviny 6z + 4y + 3z = 12 v 1. oktantu.

Vysledek 4/61.
2. Vypoctéte integral fs ydS, kde S je ¢ast roviny 3z + 4y + 3z = 12 v 1. oktantu. Vysledek 21/34.

3. Vypoctéte obsah ¢asti plochy z = % (a?Q + yz) lezici uvniti vélcové plochy x2 + y? = 1 Vysledek

2r(2v2 - 1).

Plosny integral 2. druhu

Vypoctéte [[ox?zdS, kde S je ¢ast plochy z = /1 — 22 — y? lezicl uvniti valcové plochy 2% 4 y* = 1.
Plocha S je orientovand tak, ze normaéla miii vzhuru.
Parametrické rovnice plochy S jsou
T =UCosv

Yy = usinv

z=11-1u?, u € [0,1], v € [0, 27].



