5. Zaklady teorie ODR Resené piiklady

5. Zaklady teorie ODR

A. ANALYTICKE METODY RESEN{

P#iklad 5.1. Reste diferenciilni rovnici

Resend. Piepisme danou rovnici na tvar

/

1 2
y = ;(y —Y),

coZ je obyCejna diferencidlni rovnice prvniho fadu se separovanymi proménnymi. Za predpokladu x # 0,
y?—y #0 (tj. y # 0 a y # 1) dostavame

% %(zﬁ — )
dy dx
v -y 3
dy dz
/ v -y ER

Integrand na levé strané rozlozime na parcidlni zlomky: odtud

1 1 A B

v -y yly-1) y y-1
Po vynésobeni faktorem y? — y mame
1=Aly—-1)+By, tj. A=-1,B=1.

Odtud dosazenim a integraci dostéavame

d d d
[ == [ [ty — 1=
Yy —y Y y—1

(integracni konstantu neuvadime). Tedy po integraci obou stran

y—l‘

—1
1ﬁyy‘mx|ummhmmu CeR, C#0,

pri¢emz integraéni konstantu z dvodu tpravy posledniho vztahu piSeme v ponékud neobvyklém tvaru In|C/|.
Odlogaritmovanim dostavame

—1
’y’:|0x|, CEeR, C#0,

tj.

CeR, C#0

(odstranéni absolutnich hodnot je proveditelné na jednotlivych oblastech vymezenych vztahy = # 0, y # 0,
y # 1). Odtud vyjadiime explicitné nezndmou funkci y ve tvaru

_ 1
T 1-Cz’

Y CeR, C#0.

Zbyva posoudit pripad y?> —y = 0 (tj. y = 0 nebo y = 1). Dosazenim téchto konstantnich funkci do dané
rovnice zjistime, Ze se jedné o feSeni. VSimnéme si, Ze feSeni y = 1 lze zahrnout do obecného Feseni volbou
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5. Zaklady teorie ODR Resené piiklady

C = 0, avsak Teseni y = 0 nelze v tomto tvaru ziskat zadnou volbou C. VSechna Teseni uvazované rovnice

jsou tedy tvaru
1

T 1-Cz

O spréavnosti vysledku se mtzeme ptesvédéit zkouskou (provedte).

Y CeR, y=0.

Priklad 5.2. Reste poc¢atecni problém 4’ cosx + ysinz = 1, y(0) = 1.

Regeni. Danou rovnici lze ptepsat (za predpokladu cosz # 0) na tvar

Yy +ytgx = ;
COS T

coz je z dtivodu linearity vzhledem k y rovnice linearni. Tuto rovnici fesime ve dvou krocich metodou variace
konstanty.

I. Uréime obecné Feseni pridruzené homogenni rovnice
/!
y +ytgr =0.

Separaci proménnych dostavame pro y # 0 a cosz # 0

dy = —/ tg x dx.
Yy

Integral na pravé strané uréime (bez uvedeni integra¢ni konstanty) jako

sinz —sinzx
f/tg:cdx:f/ dx:/ dz =In|cosz|,
COoS & CoS T

In|y| =In|cosz|+ In|C| = In|C cos x|, CeR, C=#0.

tj.

Po provedeni odlogaritmovani a odstranéni absolutnich hodnot mame
yn = C'cosx, C eR,

kde volba parametru C' = 0 zahrnuje i nulové feSeni y = 0, které jsme vzhledem k pfedpokladu y # 0 dosud
neuvazovali. Zdliraznéme, ze ziskany vztah je pouze feSenim homogenni rovnice, proto volime oznaceni yy,.

II. Provedeme variaci konstanty a obecné feseni ptuvodni nehomogenni rovnice hledame ve tvaru
y = C(x) cosz, C(x) =7

Nezndmou funkci C'(z) uréime dosazenim tohoto vztahu do fesené nehomogenni rovnice:

C'(x) cos(x) + C(z)(—sinz) + C(x) cosx tgr = pw

tj. po tpraveé

C'(z) = cosl2x’ Cla) = / coifx =gz + 0.
Dosazenim takto vypoc¢teného C(z) pak mame obecné feseni ve tvaru
y=(tgx+C)cosz =Ccosx +sinz.
Nyni hledané partikularni feSeni uré¢ime dosazenim pocateéni podminky do obecného Feseni:
1=Ccos0+sin0 = C.

Partikularni feSeni daného pocatec¢niho problému je tedy funkce

y =cosz + sinz.
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5. Zaklady teorie ODR Resené piiklady

Priklad 5.3. Naleznéte vSechna feseni diferencidlni rovnice

y/ _ y2 — 22
2zy
Reseni. PiepiSeme-li tuto rovnici na tvar
-y _
L 2y’
pak vidime, Ze ji mizeme fesit jednak substituci u =y / x, kde také jako rovnici Bernoulliovu (kde r = —1 —

tedy substituci u = 3?). Uzijeme oba postupy:

-0

Polozime proto u =y / z, tedy ¥’ = 'z + u, a dana rovnice se transformuje na tvar

a) Rovnici zapiSeme jako

nebo-li za uvedeného predpokladu = # 0

, lu?+1

Po prevedeni této rovnice na diferencidlni tvar dostavame

2u du __E
w241 oz
a dale
/ 2u dzx
—_—du=—- [ —.
u? +1 T
Odtud integraci
C
In(u? 4+ 1) = —In|z| + In|C| = In x" CeR, C#0.

Po odlogaritmovani a odstranéni absolutnich hodnot dostdvame obecné feseni ve tvaru

UQZ%—L CeR, C#0.

Zpétnym dosazenim substituce lze snadno urcit obecné feSeni zadané rovnice ve tvaru
2% +y? = Cu, CeR, C#0.

Obecné feseni tedy zahrnuje vSechna feseni dané rovnice a tvoii jednoparametrickou soustavou kruznic se
stfedem v bodé (C'/2,0) a polomérem C/2.

b) Rovnici upravme na tvar
!l 1 T _1
Yy = ny 2y
a budeme ji fesit jako Bernoulliovu rovnici substituci v = y'~" = y2. P¥i dosazovani substituce budeme
postupovat tak, Ze rovnici nejprve vydélime faktorem 3" = y~! (tedy vynasobime y) a poté do ni dosadime

u =192, resp. u' = 2yy’. Dostavame tedy

/

vy =

!/
u =

SEESE I

Tuto linearni rovnici vyfeSime metodou variace konstanty.
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5. Zaklady teorie ODR Resené piiklady

I. Pfidruzenou homogenni rovnici

lze Tesit separaci proménnych, nebo dalsi substituci v = u / 2. Obéma zpusoby snadno zjistime, Ze
up, = Cux, C eR.

II. Dale necht

C'(2)z + C(z) = C(j)x —z,  ti. C'(x)=-L
Odtud C(x) = —x 4+ C, a obecné feSeni linedrni rovnice je tedy tvaru

u=Czx — z2, C eR.
Zpétnym dosazenim substituce pak dostavame

y*=Cx—a? ~ CeR, C#0.

P¥iklad 5.4. Reste poc¢ateéni problém zy’ = —y,y(4) = —3.

Jedna se o rovnici se separovanymi proménnymi, a po prepsani rovnice na tvar zdz + ydy = 0 snadno
zjistime, ze rovnice je také exaktni. Skutecné, ng =0 = @), tj. podminka exaktnosti je splnéna. Hledejme
kmenovou funkci (potencidl) ®. Protoze plati P = &/, Q = @;, kmenovou funkci 1ze uréit jako:

2
o= dez/xdxz%—i—gp(y).

Zbyvé urcit funkei p(y). Derivujme proto vzniklou rovnost podle opa¢né proménné, nez jsme integrovali, tj.

podle y:

2
=9y =Q=y = w(y)=%+K

~—

Zahrneme-li konstantu do pravé strany rovnice ®(x,y) = C, potom

2
x
— =C.
2-1—

oS,

Vynasobenim dvéma a polozenim C := 2C lze vysledek zapsat v jednodus$im tvaru z? + y?> = C, nebo
explicitné y = +v/C — z2. Vidime, Ze obecné feSeni tvori soustiedné kruznice se stfedem v po¢atku. Abychom
ziskali partikularni feSeni vyhovujici po¢ate¢ni podmince, dosadme bod [4, —3] do rovnice 22 +y? = C. Odtud
42 + (=3)%2 = C, tj C = 25. Protoze bod [4, —3] lezi pod osou z, vezmeme spodni ¢ast kruznice, tj. dany

pocatecni problém fesi funkce
y(z) = —v25— 2%, z€(-5,5).

Pozor! Krajni body x = +5 do definiéniho oboru nepatfi, protoze v téchto bodech je derivace nekonecna,
tudiz ji nelze dosadit do rovnice.

Piiklad 5.5. Reste diferencialni rovnici 3/ + ytgz = 2tg .

Resend. Tato rovnice je rovnici linearni, ale také rovnici se separovanymi proménnymi, nebot

Yy =2tgr —ytgr = tgx(2 —y).

V téchto pfipadech byva obvykle vyhodnéjsi fesit danou rovnici metodou separace proménnych. Za predpo-
kladu y # 2 tedy rovnici prepiSeme na diferencialni tvar

d
e - tgxdx
2-y
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5. Zéaklady teorie ODR Resené piiklady

a odtud integraci

—In|2—y| = —In|cosz|+1n]|C|, CeR, C#0, tj
In|2—y| = In|cosz|+1In|C|=In|Ccosz], CeR, C#0
(v souvislosti s provedenou tpravou pfipometime, Ze obecnéd konstanta vyndsobend libovolnym nenulovym

redlnym cislem zlistdva obecnou konstantou - v nasem piipadé neni tedy nutno ménit jeji znaménko). Po
provedeni odlogaritmovani, odstranéni absolutnich hodnot, a diskuze pfipadu y = 2 dostavame obecné feseni

y=2—Ccosr, CeR.

Pi#iklad 5.6. Reste diferenciilni rovnici .
/

V=

Reseni. Za predpokladu x # 0 délime ¢itatel i jmenovatel faktorem z, ¢im# dostavame

J - y/z
1+y/x'

Zavedeme tedy substituci u =y / 2 a po jejim dosazeni a Gpravé mame
;o 12u+ u?
z 14+u
Za piedpokladu 2u + u? # 0 (tj. u # 0, u # —2) rovnici pfepiSeme na diferencidlni tvar

14+u

1
——du=——dz
2u + u? T

a odtud integraci

1
§1n|2u+u2|:—ln|x|+ln|C’|:1n—, CeR, C#0.

Po odlogaritmovani, odstranéni absolutnich hodnot a zahrnuti piipadu 2u + u? = 0 dostavame

C
u+u?=—= C eR.

2’
Zpétné dosazeni substituce pak vede k nalezeni obecného feseni

v+ 22y = C, CeR.

LE2

Piiklad 5.7. Reste diferencialni rovnici y' + 22y = ze”

Resend. Dan rovnice je linedrni, a fesime ji proto metodou variace konstanty.

I ¢ +2z2y=0, dy/y = —2x dx a odtud integraci

In|y| = —2? +1In|C], CeR, C#0.

x

v . . 7 . . p— 2 7’ 7
Zapiseme-li funkci —22 pomoci logaritmu jako In e~®", dostédvame

Inly|=In|Ce™*|, CeR, C#0

a po provedeni obvyklych kroki

2

yp=Ce ", C eR.
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5. Zéaklady teorie ODR

Resené piiklady

2
II. y=C(z)e ™, C(z)=?
Dosazenim do dané nehomogenni rovnice mame
2 2

C'(z)e ™ +Cx)e ™ (—2z) + 22C(z)e ™™ =aze ™,

tj.

Odtud méame obecné Feseni

Piiklad 5.8. Reste diferencialni rovnici 3’ = e*1v.

Reseni. Protoze e*t¥ = e®eY, rovnici fefime separaci proménnych:
e Ydy = e"dx,

a po integraci
—e ¥V=¢"+C, tj. y=—In(C—-¢"), CeR.

P¥iklad 5.9. Reste diferencidlni rovnici y' — ytgz =1 — ztgz.

Reseni. Rovnice je linedrni, postupujeme opét pomoci metody variace konstanty.

I. o —ytgz=0, dy/y = tgxdx a odtud integraci

C
Inly) = —In|cosz|+1n|C|=In , CeR, C#0,
cosx
C
Yo = , CeR
CoS T

II. Reseni hledejme ve tvaru

Po dosazeni a tipravé mame
C'(z) = cosz — xsinx,

a odtud integraci (druhy ¢len integrujeme per partes) C(z) = z cosz + C. Obecné FeSeni:

zcosx+C O

cos T Ccos T
Priklad 5.10. Reste diferenciilni rovnici
r xyZ +
Caty—y’
Reseni. Rovnici upravime jako
,_x(y*+1) r Y41

ylz2—1) 22-1 y

a Fesime ji separaci proménnych:
Y x
y24+1 7
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5. Zéaklady teorie ODR Resené piiklady

tj. po integraci
1 1
iln(yQ—&—l):§1n|$2—1|+1n|0|, CeR, C#0.

Odtud po obvyklych tpravach
v +1=0C@ 1), CeR

P¥iklad 5.11. Reste diferencialni rovnici 3 = y — 32

Reseni. Jde o rovnici se separovanymi proménnymi, ale také o rovnici Bernoulliovu. Zvolime feSeni pomoci
Bernoulliovy substituce: rovnici délime y? a obdrzime

za predpokladu y # 0. Polozme u = 1/y, tj. v’ = —y'/y* a dostavéme
—u' =u—1, tedy W=1—u.
Vznikl4 rovnice je (musi byt) linedrni, ale v nasem p¥ipadé je rovnéZ rovnici se separovanymi proménnymi.

Tedy pro u # 1 méame
du

1—u

a po integraci
—Injll—ul=2+In|C|, tj. In|l-u|=mIh|Ce™ ", CeR, C#0.

Obvyklym postupem obdrzime
u=1—-Ce™ ", C eR,

tj. v8echna FeSeni jsou (po zahrnuti vylouc¢eného piipadu y = 0) tvaru

1 e”
1-Ce* ex-(C’ €% Y

Y

Piiklad 5.12. Reste pocateéni problém

/ X
oy +y = arclgs 4 o, y(1)

e

Resend. Dand rovnice je linearni, nebot za predpokladu z # 0

;Y _ arctgw 1
y+;v_ x 1+ 22"

I. Separaci proménnych feSime pfislusnou homogenni rovnici:

d d
JiYog (W_ o
T Y T

Odtud snadno
Yn = O/CE, CeR.

II. Reseni nehomogenni rovnice hledejme ve tvaru

Dosazenim a po tpravé mame

x
C'(x) = arct —_—.
(z) = arc g;v—l—l_'_zz
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5. Zaklady teorie ODR Resené piiklady

Integraci per partes ([ arctgzdaz = [1- arctga da) dostavame
C(z) = zarctgz + C.

Odtud obecné reseni:
_rarctgr+C  C

= — + arctgz, C eR.
T x

Dosazenim pocatecni podminky mate 7 = C + arctgl, tedy C' = 0. Hledané partikularni feSeni je proto
tvaru
y = arctgz, z > 0.

P¥iklad 5.13. Reste pocatecni problém xy’ = y(lny — Inz), y(1) = 1.

Reseni. Rovnici pfepiSeme na tvar

y' = g(lny—ln:v) =ZIn
T

SHES
SHES

a TFesime substituci u = u / . Odtud
1

"= Zu(lnu—1
U= u(lnu — 1),
tedy separaci proménnych (za pfedpokladu u(lnwu — 1) # 0, tj. u # 0, u # e) dostdvame
du _ @

u(lnu — 1) x
Néslednou integraci (integrél na levé strané fesime bud substituci ¢ = Inwu, nebo pfimo uzitim vzorce pro

J &8 dz) dostavame

In|lnu—1|=In|z|+1In|C| =In|Cx|, CeR, C+#0.
Odtud obvyklymi tpravami
lnu =1+ Cxz, tj. u= etC® CeR.

Zpétnym dosazenim substituce dostdvame obecné feSeni ptivodni rovnice ve tvaru

y = zeltCT C eR.
Po dosazeni poc¢ateéni podminky plati 1 = e'*¢, tj. C = —1. Hledané partikularni feSeni je proto funkce
y=uxzel™7, x>0.

B. AprLikACE ODRI1

Priklad 5.14. (Problém rozpadu radioaktivni latky). Rychlost rozpadu radia je pfimo tmérna mnoz-
stvi dosud nerozpadlého radia. Urcete funkci R : ¢ — R(t), kterd popisuje zavislost mnozstvi nerozpadlého
radia na case t. Kolik procent ptvodniho mnozstvi Ry radia se rozpadne za 200 let, jestlize isotop radia
226Ra ma4 polocas rozpadu 1602 let?

Resend. Rychlost rozpadu radia lze oznacit jako okamzitou zménu mnozstvi nerozpadlého radia. Uvazujeme
tedy rovnice

R(t) = —kR(t),

kde k£ > 0 je konstanta imérnosti.
Obecné Teseni této diferencidlni rovnice 1. fadu ziskdme pomoci separace proménnych:
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5. Zaklady teorie ODR Resené piiklady

dR
dR
m = —/kdt,
R(t) = Ce ",

Vzhledem k tomu, ze nas zajima procentudlni podil radia, které se rozpadne za danou dobu, uvazujeme
pocéteéni podminku R(0) = 100, ze které lze uréit parametr C. Tedy mame 100 = Ce°, a odtud C =
100. Dale ur¢ime parametr k ze skutecnosti, Ze poloc¢as rozpadu radioaktivni latky je doba, za kterou se
rozpadne polovina piivodniho mnozstvi latky. Mame tedy R(1602) = 50 = 100e~1602* Logaritmovanim
potom dostavame In(1/2) = —1602k, a tedy k = 4.327 - 10~4.

Nakonec uréime procentuélni podil nerozpadlého isotopu radia po 200 letech:

R(200) = 100 - e~4327107%:200 = 91 770 %

Priklad 5.15. (Volny pad). Hmotny bod padé z vysky hy > 0 s nulovou pocétecéni rychlosti. Najdéme
jeho vysku h(t) nad zemi v ¢ase t, predpokladame-li, Ze odpor vzduchu je tmérny étverci rychlosti.

Reseni. Zavedeme vertikdlni osu x orientovanou smérem dolt a necht z(t) vyjadiuje zavislost délky = urazené
drahy na case t. Po uréeni x(t) pozadovanou vysku h(t) snadno stanovime pomoci vztahu

h(t) = ho — 2(t). (5.1)

Piistoupime tedy k uréeni z(¢). Na hmotny bod pisobi dvé sily: gravita¢ni sila (= mg) a odpor vzduchu
(= kv? = k(2)?, kde k > 0 je koeficient timérnosti). Obé sily maji vzdjemné opaény smysl, a budou se tedy
odecitat. Vzhledem k orientaci osy z je vysledna vné&jsi sila ptisobici na hmotny bod tvaru F = mg — k()2
Podle druhého Newtonova zdkona pak plati

mi = mg — k(z)2.
Tato rovnice je ODR2 a pfislusi ji dvé pocateéni podminky tvaru

2(0)=0,  &(0)=0. (5.2)

Protoze vsak sila F' (tedy prava strana dané diferencidlni rovnice) zavisi pouze na rychlosti bodu & a
nikoliv na jeho poloze z, lze tuto ODR2 snadno prevést substituci v = & na tvar

mo = mg — kv?

nebo-li .
) =g — a’v? P=—>0 5.3
v=g—a’v (« m> ), (5.3)

coz je ODRI se separovanymi proménnymi. Separaci proménnych tedy dostavame

dv

292

—— =dt.
g—«

Poznamenejme, Ze ziejmé © > 0, a proto g — a®v? > 0 (opaény piipad nem4 fyzikalni smysl). Rozlozime na
parcialni zlomky a integrujeme:

dt

1 / dv n 1 / dv B /
29) VJo—av  2g) Jg+av ’
tedy

1 1 1 1

—amln(\/g—av)—k amln(\/g—kav) =t+C.
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Z divodu snadnéjsich Gprav uré¢ime konstantu C' jiz nyni, a to dosazenim podminky v(0) = #(0) = 0 (viz
(5.2)) do tohoto implicitniho tvaru. Dostdvame C = 0, a odtud tpravou

11 1 Vg +av
Bl
a2/g /9—av

\/§+04U:eza\/§t7

Vg —av

\/g eZa\/gt -1
“a e2Vit 417

Rozsifenim Gitatele i jmenovatele zlomku vyrazem e~*V9 lze vyjadieni pro rychlost v upravit na piehledny
tvar

v(t) = g tgh (a4/gt) .

Obdrzeli jsme tedy vyjadreni zavislosti rychlosti hmotného bodu na ¢ase t. Zpétnym dosazenim do vztahu
& = v dostavame

x(t) = g /tgh (ay/gt) dt = % In cosh(a/gt) + C .

Dosazenim podminky z(0) = 0 (viz (5.2)) mame C; = 0. Dosadime-li dale za « (viz (5.3)), plati

k
z(t) = % In cosh 4/ Egt.

K uplnému rozieseni dané tlohy zbyva urdit okamzik t*, kdy hmotny bod dopadne na zemsky povrch (a
pohyb bodu tedy jiz nepokracuje). Hleddme tedy t* > 0 takové, aby x(t*) = hg. Z tohoto vztahu mame po

apravé
t" =,/ ;n—gargcosh ehok/m (5.4)

Podle (5.1) je tedy vyska h daného bodu na zemi ddna vztahem

m kg
h(t) =ho— —1 hy/ —t t 0,t*
(t) o — - Incos ”m’ € (0,t*),

kde okamzik t* je ddn vyrazem (5.4) (viz Obr.1).

h(t) A

ho

-y

t*

Obr. 5.1: Zavislost vysky hmotného bodu na case

Priklad 5.16. (Newtonuv zakon ochlazovani). Podle tohoto zdkona je rychlost ochlazovani daného
télesa na vzduchu piimo Gmérna rozdilu teploty T télesa a teploty T, vzduchu. Re$me tuto tlohu: Je-li
teplota vzduchu 7}, = 20° C a téleso se za 20 minut ochladilo z poc¢ateéni teploty Ty = 100° C na 60° C, za
jak dlouho se ochladi na 30° C ?

Reseni. Oznacime-li k& > 0 koeficient imérnosti, pak teplota T'(t) télesa v ¢ase t je FeSenim pocateéniho

problému )
T=-k(T-T,), T(0)="Tp.
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Chépeme-li T,, obecné jako funkci ¢asu ¢, je dana rovnice LODRI. Je-li vSak specidlné T;, konstantni (jako
v naSem piipadé), je to také rovnice se V takovém piipadé byva obvykle vyhodnéjsi fesit rovnici metodou
separace proménnych.

Resime tedy poc¢atecni problém

T =—k(T—-20), T(0)=100,

kde konstanta k > 0 ziistdva prozatim nespecifikovéna. Za predpokladu T' # 20 (ktery je v naSem piipadé
zfejmé splnén) napiSeme rovnici v diferencidlnim tvaru

dT
T—20 = —kdt.
Odtud integraci a obvyklymi ipravami
d
T—:I;o =—k [ dt,
In|T —20] =-kt+In|C|, C e R -0},

T = Ce ¥ 420, CcR.

Poznamenejme soucasné, ze v fesené uloze m4 fyzikalni smysl pouze volba C' > 0. Obecné feseni tedy obsahuje
dvé nespecifikované konstanty C, k. K jejich urceni mame k dispozici kromé poéateéni podminky 7°(0) = 100
také vztah T'(20) = 60. Dosazenim téchto podminek do obecného Feseni obdrzime

In2
C =80, k=—.
20
Zavislost teploty T na case t je tedy vyjadiena vztahem
t/20
T(t) = 80e(~t122)/20 | 90 = 80 (2> +20, (5.5)

ktery je znazornén na Obr. 5.2.

|

Obr. 5.2: Zavislost teploty na case

Hledany ¢asovy okamzik t*, v némz se teplota télesa ochladi na 30° C, je fesenim rovnice T'(t*) = 30.
Odtud podle (5.5) snadno uréime t* = 60. Vzhledem ke zvolenym jednotkdm proto dostdvame, ze pozadované
ochlazeni nastane za jednu hodinu.

Piiklad 5.17. (Logisticka rovnice). Problém popula¢niho ristu je popsan tzv. logistickou rovnici

y=ky—ay®, (5.6)

kde k,a > 0 jsou realné konstanty (k mé vyznam faktoru pfirtistku, a je faktor tumrtnosti).

UM FSI VUT v Brné 35




5. Zaklady teorie ODR Resené piiklady

Reseni. Tato rovnice je ODRI1 se separovanymi proménnymi, ale také Bernoulliovou rovnici (kde r = 2). Za
predpokladu y # 0 proto zavedeme substituci u = 1/y7 tj. w = fy/yQ.
Délime rovnici (5.6) vyrazem y? a dostdvidme

) 1
% =k-——a,
Y Y
tedy
t=—-ku+a. (5.7)

Linearni rovnici (5.7) vyfesime opét ve dvou krocich:

a) Separaci proménnych v pfislusné homogenni rovnici

U= —ku
dostavame za predpokladu u # 0
du
— = —kdt.
U

Odtud po integraci mame
In|u| = —kt+1In|C|, C e R —{0}.

Uzitim obvyklych dprav pak dostavdme obecné feseni dané homogenni rovnice ve tvaru
up = Ce C cR.

b) Necht

Dosadime do (5.7):
C(t)e ™ — kC(t)e ™™ = —kC(t)e ™ 4 a, tj. C(t) = ac*.

Odtud integraci C(t) = ¢e* + C, tj.
U= % + Ce™kt,

Kazdé nenulové reseni logistické rovnice tedy lze psat ve tvaru

y(®) L F CeR. (5.8)

B a/k—l—C'e—’“ a+ Cke=kt’

Uvazujeme-li navic pocate¢ni podminku

y(0) =yo # 0, (5.9)
pak lze specifikovat C' = (k — ayo)/(kyo). Dosazenim této hodnoty do (5.8) a naslednou tpravou lze Feseni
pocatecniho problému (5.6), (5.9) zapsat v pfehlednéjsi formé

k k k 1. k—ayo

ayo

Obr. 5.3: Demografickd kiivka
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Na obr. 5.3 je zndzornéna tato tzv. demograficka kiivka (logistika) popisujici zdkon vzristu a majici tvar
hyperbolické tangenty. Kfivka je soumérna podle inflexniho bodu a probiha v pasu mezi asymptotami y = 0,

y:k/a.

2
Piiklad 5.18. Prithyb y pievodového femene ve stavu klidu je dan rovnici H9Y = py/1+ (gg) , kde

H, p jsou dané konstanty. Naleznéte vyjadreni pro prithyb femene.

Reseni. Zavedeme-li substituci v = y’ dostdvame rovnici

Hu' =pV1+u2,

coz je rovnice se separovanymi proménnymi. Mtzeme tedy psat

deu _ p du
Vi+uwr H
In|C|+In(u+ 1—|—u2)=%x

Plati In(t + v/1 4 t?) = argsinh ¢. Odtud
argsinhu = £x+C’ —> wu =sinh (£x+0)
H H ’

y:/sinh(%m—i—C) dmz%cosh(%x—i—(?)—i—l(.

Piiklad 5.19. Stiela vnikla do dievéné desky rychlosti vy = 200 ms—! a vylétla z ni rychlosti v; = 80ms ™.
Deska, jejiz tloustka je h = 0,1m, klade pronikajici stiele odpor, ktery je pfimotimeérny druhé mocniné
rychlosti stfely. Urcete Cas t1, za ktery stfela proleti deskou.

Reseni. Situace je znézornéna na obr. 5.4. Na kulku ptisobi proti jejimu pohybu odporova sila F(t) = kv?(t)
(k je konstanta timérnosti). Podle druhého Newtonova zdkona plati

/

k
—kv?=mv = —Kv?’=v,kde K=—.
m

Jedna se o rovnici se separovanymi proménnymi, mizeme tedy psat

\J(/\_/_

vo = 200 v1 = 80
....... H..P,,,...

h=0.1
\j(/_,

Obr. 5.4: Kulka prolétavajici dfevénou sténou

dv

Po integraci dostaneme

1
C-Kt=—- =— -
v v C+Kt’
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kde C je integracni konstanta. Z pocatecni podminky v(0) = 200 plyne

1 1
200= ——5+— = (C=—-—=0,005.
C+K-0 200 ’
Z podminky v(t1) = 80 mame
1 0,0075
N=————— = K=-"———.
0,005 + Kt th
Pro drdhu v ¢ase t; plati s(t1) = Lzl v(t) dt. Protoze deska je silnd 0,1m, dostdvame
h 1 t 0,0075 \1"  #
0,1= ——dt = In ( 0,005 ’ t = In(0,0125) — In(0, 005
’ J{ 0,005 + 20075 0,0075 {n'< O )}0 00075 12(0, 0125) = 1n(0,005)]
t1
0,1= In2,5 = t; =0,0008185.
" 70,0075 e

Priklad 5.20. (Ortogonalni trajektorie). Uvazujme jednoparametrickou soustavu kfivek v roviné tvaru
F(z,y,C) =0, (5.10)

kde C' je parametr. Ortogondlni trajektorii soustavy (5.10) nazveme kazdou kiivku, kterd vSechny kiivky
soustavy (5.10), které protina, protind pod pravym dhlem.

Urceme ortogonalni trajektorie soustavy kiivek

y=Cz?,  CEeR. (5.11)

Reseni. Soustavu (5.11) tvofi paraboly a osa x. Bodem (x¢,yo), kde x9 # 0, yo # 0 prochézi parabola
y = (yo/(xo)z):rz. Tecna k této parabole sestrojend v bodé (zg,yo) mé smérnici 2y0/x0. Kiivka y = ¢(z)
prochéazejici bodem (xg,yo) (tj. yo = @(zo)) protind v tomto bodé uvazovanou parabolu pod pravym thlem
pravé tehdy, kdyz plati
2 /
oY gy = —1,  tj,  2P@0e @)
Xo To

Ma-li tedy kiivka y = ¢(z) v kazdém svém bodé (xg, o), kde 29 # 0, yo # 0, protinat parabolu soustavy
(5.11), kterd timto bodem prochézi, pod pravym thlem, musi byt funkce ¢ feSenim diferencidlni rovnice

T

2yy’
=1, tedy y =——.
T 2y
To je rovnice se separovanymi proménnymi, ale l1ze ji fesit i substituci u =y / z. Obéma zptsoby se snadno
presvédcime, ze obecné feSeni této rovnice je dano vztahem

s 27 2 . z? y?
y—|—2—C, tj. 202—1-02—1, C#0.
Soustavou ortogondlnich trajektorii k dané soustavé (5.11) je tedy jednoparametricky systém elips, kde pomér
velikosti hlavni a vedlej$i poloosy &ini v/2 (viz obr. 5.5).

Vypocty jsme provadéli za predpokladu zg # 0, yo # 0; 1ze v8ak snadno ovétit, ze kazda z uvazovanych
elips protind pod pravym thlem také osu x. Ortogonélni trajektorii soustavy (5.11) je také pfimka x = 0, tj.
osa y.

Podobnymi tivahami (i kdyZ pon&kud obecnéjsimi) lze ukézat, Ze pti hledani ortogonélnich trajektorii
soustavy kfivek (5.10) lze zvolit tento

Prakticky postup:

a) Vztah (5.10) zderivujeme podle x (proménnou y zde chdpeme jako funkci proménné x) a z obou rovnic
vylou¢ime parametr C. Tim sestavime ODRI1 ve tvaru

Y = f(z,y),
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jejimz obecnym FeSenim je (5.10).

b) Soustavu ortogonalnich trajektorii soustavy (5.10) pak tvofi obecné Feseni diferencidlni rovnice

Obr. 5.5: Ortogonélni trajektorie

C. NUMERICKE METODY RESEN{

Priklad 5.21. Je dan pocate¢ni problém

Reseni. Pomoci explicitni Eulerovy metody uréete pfiblizné hodnotu y(1/2).

Reseni: 7 teoretického hlediska je tieba nejprve ukéazat, Ze feseni tilohy na intervalu <O, 1 / 2> vskutku exis-
tuje, a je urceno jednoznac¢né. K tomuto tcelu lze uzit Picardovu vétu o existenci a jednoznacnosti feSeni
pocatecniho problému. Formulace tohoto tvrzeni obvykle zahrnuje i odhad velikosti intervalu, na némz je
(jednozna¢né urcené) feSeni definovano. Bez blizstho odvozeni poznamenejme, Ze podle tohoto odhadu je
hledané feseni definované alespon v intervalu < -1 / 2,1 / 2>, coz je pro nas ucel dostacujici.

Nyni pristoupime k numerickému feSeni. Zvolme nejprve n =5, tj. h=10,1 a

.T():O, 1‘1:0,1, 132:0,2, l‘3=0,37 1‘4:0,4, $5:0,5.

7 pocatecni podminky mame Yy = 1 a dale pocitame

Yi = Yo+ hf(l‘o, Y()) =Yy + hxo(Yo)Q =1,

Y = Y1+ hf(1‘1, Yl) =Y+ h$1(Y1)2 =1,0100,
Yo = Yot hf(is ) = s+ haa(¥a)? = 1,0304,
Y, = K3+hf($3,Y3) :Y3+h$3(Y3)2 = 1706237
Yv5 = Y21 + hf($4, Y4) = Y4 + h$4(Y4)2 = 17 1074.

Dostévame tedy y(0,5) ~ 1,1074.
Pron =10 je h = 0,05, a odtud analogickym postupem (0, 5) =~ Y19 = 1, 1243. Pfesnym Fesenim daného
pocate¢niho problému je funkce y = 2/(2 — 22), a tudiz ptresna hodnota y(1/2) = 1,1429. P#i volbé kroku
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h = 0,1 je absolutni chyba pro z = 1/2 rovna 0,0355 a relativni chyba je 3,1%. P¥i h = 0,05 se absolutni i
relativni chyba zmensily pfiblizné na polovinu, coz odpovida tomu, ze explicitni Eulerova metoda je fadu 1.

Priklad 5.22. Je dan opét pocatecni problém

Pomoci metody prediktor - korektor, kde

P: Y:H =Y, +hf(x;,Y;),
K: Y1 =Y +hf(xig1, Vi)

urcéeme piiblizné hodnotu y(1/2).

Reseni. Ptedevsim si vSimnéme, Ze prediktor je explicitni Eulerova metoda a korektor implicitni Eulerova
metoda. Zvolime h = 0,1 a pri obvyklém oznaceni dostavame:

Yy = Yo+ hao(Yy)
YQ* = Yl + hxl( 1 )
Y})* = Yg + hxg( )2
YZ = Y3 + h.Z‘g(Yg)Q
Yy =Y+ hay(Ya)?

=<

1, Yi :Yo+h$1(y*) 1
1,0202, Yo =Y +ha (Y)Y =1
1,0521, Ys =Yy + has(Y5)? = 1,0640,
1 (V)2 =1
1 (Yr)2=1

>

S
I

L0980, Yy =Y+ hay(Y))? =
1617, Yy =Yy + has
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