PRIKLADY K MATEMATICE 3

ZDENEK SIBRAVA

1. KRIVKOVE INTEGRALY

1.1. K¥ivkovy integral prvniho druhu.

Piiklad 1.1. Vypocitejme krivkovy integrdl fcﬁds, kde C' je usecka AB,
A=(0,-2), B=(4,0).

Reseni: Usetka AB je hladka kiivka. Funkce
lb(t) = (4t7_2+2t)7 te <O71>a

je parametrizace krivky C'. Protoze

/C f(y) ds = / Fa(t), y(O) 2 (8) + v () dt.

je potom

ds 1 1
= V42 +22dt =
c o 4t —(

T —y —2+ 2t)
1
1
= \/5/ ——dt =5t +1]]; = V5In2.
o t+1
Priklad 1.2. Vypocitejme krivkovy integral fc(a:—i-y) ds, kde C' je obvod trojuhel-
niku ABC, A= (0,1), B=(2,1), C = (0,3).

Reseni: C neni hladka kiivka, ale vznikne spojenim ti¥i na sebe navazujicich
kiivek C, Cy, C3 (stran trojuhelniku ABC'), kde

G, : x=0+2t y=140-t, te(0,1),
Cy r=2-2t, y=1+4+2t te{0,1),
Cs r=0+0-t, y=14+2t, te(0,1).

Potom

/C(a:+y)ds = /01(2t+1)2dt+/01((2_2t)+<1+2t))\/édt+

1
+ / (2t +1)2dt = 8 + 3V/8.
0

Priklad 1.3. Vypocitejme krivkovy integral fca:2 ds, kde C je graf funkce
flz)=Inzx, z € (1,2).
1
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Obr. 1

Reseni: Polozime-li z = t, potom y = Int je ¥ (t) = (t,Int), t € (1,2) paramet-
rizace kiivky C'. Potom

2
2 1
/xzds:/ 12 1+t—2dt:/t\/t2+1dt.
C 1
1

Oznac¢ime-li u = t2 + 1 a dale du = 2t dt dostaneme
2 1 /° 1
/ t\/t2+1dt:§/ \/ﬂdu:§<5\/_—2\/§).
1 2

Piiklad 1.4. Vypocitejme kivkovy integrdl [, (x*+y?®)ds, kde C' je kfivka (Obr.1
pro a = 1) s parametrizaci

¥ (t) = (a(cost + tsint),a(sint — tcost)), t €(0,2m), (a>0).

Reseni: Piedné je

P'(t) = (at cost,atsint) a \/$’2(t) +y%(t) = \/(at)2(0052 t+sin’t) = at.

Potom

2
/(.:E2—l—y2) ds = / a® ((cost + tsint)? + (sint — tcost)?) at dt = 2a*m*(1+272).
c 0

Piiklad 1.5. Vypocitejme krivkovy integradl fc (2 x?+y?— z) ds, kde C je
krivka (jeden ,zdvit“ kuZelové Sroubovice) s parametrizact
p(t) = (tcost, tsint,t), t € (0,2m).

Reseni: Opét nejiive vypocitame

' (t) = (cost — tsint,sint +tcost, 1) a \/33’2(75) +y2(t) + 22 (t) = V2 + 12,
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Potom
27
/ (2 2 4 y? — z) ds = / <2\/t2(0082t+sin2t) —t) V2+t2dt =
C 0
2m 1
= / W2+ Pd =2 ( (2 4 472)3 — 2\/5) .

0

V prikladech 1.6 — 1.15 vypocitejte krivkové integraly podél kiivky C'.

~2 r+2y+2 s o
Piiklad 1.6. |, \/g#yz ds, kde C je usecka s krajnimi body (1,—1), (4,0).
Vysledek: \/5(2\/5 —1).
Piiklad 1.7. fc xyds, kde C' je obvod obdélniku urceného primkami x = 0, v = 4,
y=0y=2 Vysledek: 24
Piiklad 1.8. fc ”;—2 ds, kde C je &dst paraboly y* = 2z, y € (\/5, 2).
Vysledek: (25v/5 — 61/3)/30
Piiklad 1.9. [, 2*yds, kde C je oblouk kruZnice x*+y* = a® (a > 0) s koncovjmi
body (a,0), (0,a). Viysledek: a*/3

Piiklad 1.10. [, +/2%+ y%ds, kde C je kruznice * +y* —azx =0 (a > 0).
Visledek: 2a?
Piiklad 1.11. [, |y|ds, kde C je lemniskdta (z* + y*)* = a*(«* — y*) (a > 0).
Visledek: 2a2(2 —/2)
Priklad 1.12. fc V2yds, kde C cast cykloidy s parametrizact
P(t) = (a(t —sint),a(l — cost)), t € (0,27) (a > 0). Viysledek: 4ra®?

Piiklad 1.13. [, xf—jyzds, kde C je sroubovice 1(t) = (cost,sint,t), t € (0,2m).
Visledek: 8m3\/2/3

Priklad 1.14. fc 2?ds, kde C je prinikovd kiivka ploch 2% + y* + 22 = 1,
x—z=0. Vysledek: m/2

Piiklad 1.15. [ (z 4+ y)ds, kde C je édst kruznice 2 +y* + 2> = a®, y = «
(a > 0), leZici v pronim oktantu. Visledek: +/2a?

Aplikace kfivkového integralu prvniho druhu

Geometrické aplikace

(I) Necht C je jednoducha kiivka. Potom délka této kiivky je dédna vztahem

(1) /C ds.
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Obr. 2

(1I) Necht C' je jednoducha rovinna kfivka (v roviné zy), f je spojita funkce
dvou proménnych nezaporna v bodech kiivky C' a

K= {(x,y,z) ER®: (z,y) €cCANO< 2 < f(a:,y)}
je valcova plocha (uréend fidici kivkou C's pfimkami rovnobéznymi s osou
z, zdola omezena kiivkou C' a shora prunikem grafu funkce z = f(z,y) a
plochy k). Potom pro obsah S valcové plochy k plati

2) 5 = /C F(r,y)ds.

Priklad 1.16. Vypocitejme délku asteroidy C' jejiz parametrizace je
P(t) = (acos®t,asin®t) a > 0, t € (0,27).

Reseni: Asteroida neni hladka kiivka, nebot v bodech (a,0), (0,a), (—a,0),
(0, —a) k ni neexistuje teény vektor. Plati totiz

P'(t) = (—3acos*tsint,3asin’t cost),

anapt. pro t = 0 je ¥(0) = (a,0) a¢’(0) = (0,0), tj. v bodé (a,0) neexistuje tecny
vektor. Analogicky je tomu i v ostatnich uvedenych bodech. V téchto bodech jsou
na kiivce body vratu (Obr. 2 pro a = 1).

Ktivku C' tedy budeme uvazovat jako spojeni ¢ty jednoduchych krivek, které
na sebe navazuji. Protoze funkce F(z,y) = Va2 + W —V/a? je sud4 v proménné
x 1 v proménné y, je ziejmé, ze kiivka C je soumérna podle osy y i podle osy
x a k vypoctu jeji délky stac¢i vypocitat pouze délku jeji ¢asti C lezici v prvni
kvadrantu a jeji délku pak nasobit ¢tyimi.
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Nejdfive uré¢ime

a2 (t) +y3(t) = 3a\/cost tsin® ¢ + sin® t cos? t = 3a cos ¢ sint.

Odtud
w/2

w/2 : 2t
/ ds:4/ ds:4/ 3acostsintdt = 12a [sm } = 6a.
C Ch 0 2 0

Priklad 1.17. Vypocitejme obsah vdlcové plochy (Obr.3)
K= {(x,y,z) ER: 2’ + 9P =4N0< 2 < \/4—302}.

Reseni:
Podle (2) je obsah valcové plochy roven ¢islu

/C f(z,y)ds,

kde C' je jeji fidici kiivka a plocha je zdola omezena rovinou z = 0 a shora grafem
funkce f(z,y) = V4 — 22,

Ktivka C (kruznice) je parametrizovana funkci (t) = (2cost,2sint),
t € (0,2m). Potom v'(t) = (—2sint, 2 cost) a odtud

27 27
27
/\/4—ar2ds = / \/4—4cos2t2dt:4/\/sin2tdt:4/|sint!dt:
c 0
0 0

™ 2

_ 4/sintdt + 4/(_ sint)dt =4 ([— cost]g + [cost]iﬂ) = 16.

0 s
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Priklad 1.18. Vypocitejte délku krivky C s parametrizaci ¥(t) = (3t,3t%,2t3),

jejimiz krajnimi body jsou (0,0,0), (3,3,2).

Vysledek: 5

Piiklad 1.19. Vypoditejte délku krivky C' s parametrizaci(t) = (e' cost, e’ sint, e),

te€(0,1).

Vysledek: +/3(e—1)

V prikladech 1.20 — 1.27 vypocitejte obsahy danych valcovych ploch.

Piiklad 1.20. < = {(x,y, z) ER3:

Piiklad 1.21. s = {(x,y, z) eR3:

Priklad 1.22. k = {(z,y,2) € R?:
Priklad 1.23. k = {(z,y,2) € R®:
Priklad 1.24. k = {(z,y,2) € R®:

Priklad 1.25. x = {(:v,y, z) €R3:

{

Priklad 1.27. x — {(:zc,y, ) €R?:

Priklad 1.26. k = < (7,y,2) € R?:

Fyzikalnt aplikace

562 2_ 922 492
z+%—1/\0§z§ T—l-%
Viysledek: 13w
x2+—y2—1/\0<z<\/4x2+—y2}
i = ><> ("

Vysledek: 5w
y=32AN0<z<z+2yrze(0,1)}.
Visledek: 2(2v/2—1)/3
y=3* AN0O<z<2®+3yAze(0,1)}.
Visledek: (2v/2—1)/3

y=2yrN0<z2< 2 Aw € (0,3)}.
Vysledek: 4

T=V2yN0<2< GIg Ay € (0,4)}.
Vysledek: 2
y=MmaA0<z< AAze (1,e>}.

Vysledek: 1/2

Yycoszx

y:SHlx/\OSZSm

Az € (0,7T/2>}.
Vysledek: 1/2

Necht C' je jednoduchd hmotna kiivka, jejiz hustota v kazdém jejim bodé (x, y, 2)

je h(z,y, z).
(I) Hmotnost m této kiivky je

(3)

(II) Staticky moment této kiivky

m = / h(z,y, z)ds
c

vzhledem k roviné xy, resp. vzhledem k roviné

xz, resp. vzhledem k roviné yz je

(4) Szy:/zh(x,y,z)ds, Sm:/yh(x,y, z)ds, Syzz/:ch(:c,y,z) ds.
c c c
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(III) Soutradnice t&7isté této kiivky (v pravouhlém souradnicovém systému) jsou

S z SZBZ SCE
m m m

(IV) Moment setrvacnosti této kiivky vzhledem k ose x, resp. vzhledem k ose
Yy, resp. vzhledem k ose z je

I, = /(y2—|—22)h(l’,y72) ds ,
C

I, = /C(x + 2°)h(z,y,2)ds
(6) I, = /C(x2 +y*)h(x,y,2)ds .

V pripadé rovinné kiivky plati vSechny uvedené vztahy s tim, ze z = 0.

Priklad 1.28. Vypocitejme souradnice tézisté homogenni kiivky, jejiz parametri-
zace je P(t) = (t —sint, 1 — cost), t € (0,m) (¢dst cykloidy, Obr.4).

0.5 1 1.5 2 2.5 3
Obr. 4

Reseni: Podobné jako u ploch a téles budeme i u homogennich kiivek predpo-
kladat, ze hustota v kazdém bodé krivky je 1. Soutfadnice tézisté jsou na této

konstanté nezavislé.
Je

t
' (t) = (1 — cost,sint) a \/x’Q(t) + 2 (t) = \/(1 — cost)? +sin®t = 2sin 3

Potom

m:/ds:/ 2sin£dt:4{—cosz] =4.
c 0 2 2],
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Daéle

. t "1—cost . t
Sy = /de:/ 2(1—Cost)sin—dt:4/ e L P
C 0 2 0 2 2

Tt ot T ¢ t ! 16
= 4/ sin2—sin—dt:4/ 1 —cos® = sin—dt:8/ (1—v?) du=—
0 2772 0 2 2 0 3

(pfi vypoctu integralu volime substituci u = cos %) a

T t T t T t 16
Sy:/:cds:/ 2(t—sint)sin — dt = 2 / tsin—dt—/ sintsin —dt | = —.
C 0 2 0 2 0 2 3

(Prvni integral poc¢itdme metodou per partes, ve druhém po tpravé sint = 2 sin % cos %
volime substituci u = sin £.)

Je tedy
16

16 16
3

3

xt: = =

4
3

e

4 —
37 Y =

B | =

Piiklad 1.29. Vypocitejte hmotnost édsti elipsy %z—i-% =1,2>0,y >0, jestlize
jeji hustota je v kazdém bodé h(x,y) = zy. Vysledek: 38/5

Priklad 1.30. Vypocitejte hmotnost jednoho zdvitu sroubovice s parametrizaci
P(t) = (acost,asint,bt), t € (0,27) (a > 0,b>0), jestlize jeji hustota v kaZdém
bodé je rovna druhé mocniné vzddlenosti tohoto bodu od pocdtku, tj. h(x,y, z) = r2.

Visledek: 2m+/a? + b*(3a® + 47%b*) /3

Piiklad 1.31. Vypoditejte hmotnost kFivky C s parametrizaci ¥(t) = (1,t,t*/2),
t € (0,1), jestlize jeji hustota v kazdém bodé je h(z,y,z) = v/2z.
Visledek: (2v/2—1)/3

Piiklad 1.32. Vypoditejte hmotnost drdtu, ktery md tvar kruznice x2+y?+2% = 1,
x+ 2 = 0, je-li jeho hustota h(x,y, z) = 2. Vysledek: /2

Vv v

metrizact ¥ (t) = (a(t — sint),a(l — cost)), t € (0,27) (a > 0).
Vysledek: (am, 4a/3)

Piiklad 1.34. Najdéte souradnice tézisté homogenniho obvodu sférického troj-
vhelntku 2*> +y* + 22 =a*, 2>0,y>0,2>0 (a>0).
Vysledek: (4a/(3m),4a/(3m),4a/(3))

Ptiklad 1.35. Drdt md tvar kruZnice x* + y*> = a®> (a > 0). Vypodcitejte jeho
moment setrvacnosti vzhledem k jeho praméru, je-li jeho hustota h(z,y) = |z|+|y|.
Visledek: 4a®

Priklad 1.36. Vypocitejte momenty setrvacnosti vzhledem k soutadnicovym osdm
jednoho zdvitu homogenni Sroubovice s parametrizaci 1(t) = (cost,sint,2t),
t € (0,27).

Vysledek: I, =1,=/5m(1+327/3), I, = 2\/57
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1.2. K¥ivkovy integral druhého druhu.

Ptiklad 1.37. Necht F(z,y,2) = (y* — 2%, 2yz, —2?) je vektorové pole a C' kladné
orientovand hladkd krivka s parametrizaci ¥ (t) = (t,t,13), t € (0,1). Vypocitejme
krivkovy integrdl druhého druhu fC F-Tds.

Reseni: Piipometime si nejdiive nékolik skute¢nosti, které pfi vipoctu integralu
pouzijeme.

Je-i F(z,y,2) = (P(x,y,2),Q(z,y, 2), R(x,y, z)) vektorové pole, C' hladka ori-
entovana kiivka s parametrizaci ¥ (t) = (z(t), y(¢), 2(t)), t € {(a,b) (T je jeji tetny
vektor), potom

(7) /CF-TdS:/CP(x,y,z)dx—i—Q(a:,y,z)dy—i—R(:U,y,z)dz.

Uzitim véty o substituci dostaneme

/C F.Tds = / (P(a(t), y(t), =)' () + Qa(t), y(t), () (1) +
(8) © Rt y(t), 2(£) (1) dt.

Pfipomenme jesté, ze v pfipadé rovinného vektorového pole (7) i (8) plati, s tim,
ze R a z jsou nulové.

Nyni se vratime k nasemu piikladu. Protoze F(z,y,2) = (y? — 22, 2yz, —2?),
budeme podle (7) pocitat integral

/(y2 — 22 dx + 2yzdy — 2% dz,
C

a protoze
PY(t)= 12,17 a  P(t)= (1,237,
je podle (8)
1
1
/F~Tds—/ (=t +20 72t — 7 3%) dt = —.
c 0 35

Piiklad 1.38. Vypocitejme kiivkovy integrdal [, (x* — 2zy) dz + (y* — 2zy) dy,
kde C' je parabola y = 2%, v € (—1,1) s pocdtecnim bodem (—1,1) a koncovym
bodem (1,1).

Reseni: Kiivkovy integrél je zadan ve tvaru (7) a F(z,y) = (2% — 22y, y?> — 2zy)
je rovinné vektorové pole. Oznacime-li z(t) = ¢ a y(t) = t? je ¥(t) = (¢, t?),
t € (—1,1) parametrizaci kiivky C'. Protoze (—1, 1) je poc¢ateénim bodem a (1,1)
koncovym bodem kiivky, je kiivka pfi zvolené parametrizaci orientovana kladné
(je orientovana ve sméru rostouciho parametru). Déle v'(t) = (1,2t) a podle (8)

1
/ (2? = 2zy) dz + (v — 2zy) dy = / (¢ —2t%) + (¢* — 2¢%) - 2t) dt = —%.
c

-1
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Piiklad 1.39. Vypocitejme krivkovy integrdl [(2—vy) dz + (1 + ) dy, kde C

c
je obvod trojihelniku s vrcholy (0,0), (1,1), (0,2) a orientace je ddna uvedenym
poradim vrcholi.

Reseni: Kiivka C neni hladka. Vznikne spojenim tii na sebe navazujicich kiivek
(asecek — stran trojuhelnika) Cy, Cy a C3 s parametrizacemi

Cy: P(t) = (t,1), t € (0,1), kladné orientovana,
Cs P(t) = (t,2 —t), t € (0,1), zaporné orientovana,
Cy: P(t) = (0,1), t € (0,2), zaporné orientovana.

Potom
1 1 2
/ (2—y) dz+(1+2z) dy =/ (2—t+1+t) dt—/ (2—24t—1—t) dt—/ (1)dt = 2.
c 0 0 0
V prikladech 1.40 — 1.47 vypocitejte kiivkové integraly podél kiivky C'.

Priiklad 1.40. fcydx + xdy, kde C je éturtkruznice 2> +y*> = a®, £ >0,y > 0

(a > 0) s pocdtecnim bodem (a,0) a koncovym bodem (0, a). Vysledek: 0
Piiklad 1.41. [ (2? +9*)dz + (2* — y*) dy, kde C je kiivka y = 1 — |1 — x|,
z € (0,2) s pocdtecnim bodem (0,0). Vysledek: 4/3

Piiklad 1.42. [, (2® + y®)dy, kde kiivka C' je obvod obdelniku s vrcholy (2,2),
(5,2), (5,4), (2,4) orientovand souhlasné s uvedenym potadim vrcholi.

Vysledek: 42

Priklad 1.43. fc Y dx+xdy, kde krivka C' je cdst hyperboly xy = 1 s pocdtecnim
bodem (3,1/3) a koncovgm bodem (1/2,2). Vysledek: In6—5/3

Piiklad 1.44. [, (2y — 6zy®)dz + (22 — 92%y*) dy, kde
a) C je parabola y = z* s poédtecnim bodem (0,0) a koncovym bodem (1,1),
b) C je usecka s pocdtecnim bodem (0,0) a koncovym bodem (1,1).

Vysledek: a) —1,b) —1

Priklad 1.45. fc yzdr + zva? — x2dy + yxrdz, kde C kFivka s parametrizact
P (t) = (acost,asint,bt), t € (0,2m) (a > 0,b>0) s pocdtecnim bodem (a,0,0) a
koncovym bodem (a, 0, 27b).

Visledek: —n%a®b

Piiklad 1.46. fc(x + y + 2)dz, kde krivka C' je obvod trojihelniku s vrcholy
(1,

0,0), (0,1,0), (0,0,1) orientovand souhlasné s uvedenym potadim vrcholi.

Vysledek: 0

Priklad 1.47. fcyda: + zdy + xdz, kde C' je prunikovd krivka ploch z = zy a
2? +y? = 1 orientovand souhlasné s potadim bodi (1,0,0), (0,1,0), (—1,0,0).
Vysledek: —r
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Aplikace kfivkového integralu druhého druhu
Fyzikalnt aplikace

Priklad 1.48. Vypocitejme prdci silového pole F(x,y, z) = (y, z, x), kterou vykond
posunutim hmotného bremene z bodu (—1,0,e™) do bodu (1,0,1) podél krivky C
s parametrizaci ¥ (t) = (cost,sint,e').

Reseni: Pfipometime, e prace W silového pole F podél kiivky C je
© W= [FeTds= [ Py et Qp ) dy+ Rieg.)ds
c c

Krivka C' je parametrizovana funkci 1(t) = (cost,sint,e’) a je ¥(0) = (1,0,1)
a () = (—1,0,e™). Protoze C je parametrizovana spojitou funkei, je ¢t € (0, 7).
Po kfivce vSak postupujeme proti rostoucimu parametru, tj. kiivka je oriento-
vana zaporné, a to znamena, ze u pocitaného kifivkového integralu musime zménit
znaménko. Pro praci silového pole F podél kiivky C' tedy dostavame
W = —/ (—sin2t—|—etcost+etcost) dt =1 +e7r—|—g.
0

Priklad 1.49. Vypocitejme tok rovinného vektorového pole F(z,y) = (x2+y2, —2xy)
uzavienou kladné orientovanou krivkou C' (kruznici) x* + y* = 2x.

Reseni: Podobné jako v predchozim piikladu nejdiive pfipometime, Ze tok rovin-
ného vektorového pole F(z,y) = (P(x,y), Q(x,y)) uzavienou kladné orientovanou
kiivkou C' je (n je vnéjsi normala kiivky)

(10) }{CF ‘nds = j{C—Q(x,y) dz + P(z,y)dy.

(Symbolem § zdtraziiujeme, ze pocitame kiivkovy integral pfes uzavienou kiivku.)
Pro nalezeni toku vektorového pole kiivkou C' budeme tedy pocitat

% —Q(z,y)dx + P(x,y)dy = ]{ 22y dr + (2° + y*) dy.
c c

Kruznici 22 + y?> = 2r miZeme parametrizovat funkci 1(t) = (1 + cost,sint),
t € (0,2m). Potom

2
f F - nds= / (2(1 + cost)sint(—sint) + 2(1 + cost) cost) dt = 0.
c 0

Priklad 1.50. Vypocitejme cirkulaci rovinného vektorového pole
F(z,y) = (2% — y? zy), podél uzaviené kladné orientované hranice pilkruhu
a?+y? <2z, y>0.

Reseni: Cirkulace vektorového pole F(z,y) = (P(x,y),Q(z,y)) podél uzaviené
kladné orientované kiivky C' je dana kiivkovym integrilem

(11) j{CF-Tds = }{CP(x,y) dzr + Q(z,y) dy.
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V naSem pripadé hranice ptilkruhu neni hladké kiivka. Vznikne vSak spojenim
dvou na sebe navazujicich kiivek O, tj. pilkruznice 2 + y? = 2z, y > 0, a O, tj.
tsecky spojujici body (0,0) a (2,0). Je tedy

jI{F-Tds:/ F-Tds—i—/ F-Tds
C C1 Ca

K¥ivku C) budeme parametrizovat funkei 1(¢) = (1 + cost,sint), t € (1,7) a
kiivku Cy funkei ¥(t) = (¢,0), t € (0,2), pii¢emz obé& kiivky jsou orientovany
shodné s rostoucim parametrem, tedy kladné. Potom

™ 2 9 8
%F-Tds:/ (Sin2t—cost—1)sintdt+/ At =—-+ - =2.
c 0 0 33

Piiklad 1.51. Vypocitejte prdci, kterou vykond silového pole F(z,y) = (0,z?%)
podél kiivky y? = 1 — x s pocdtecnim bodem (0,1) a koncovym bodem (1,0).
Vysledek: —8/15

Priklad 1.52. Vypoditejte praci, kterou vykond silového pole F(x,y) = (x+y, 2x)
podél kladné orientované kruZnice x* +y* = a® (a > 0). Visledek: ma?

Priklad 1.53. Vypoditejte prdci, kterou vykond silového pole ¥ (x,y,z) = (z,y, z)
podél lomené cary spojujict body (0,0,0), (0,1,0), (1,1,0), (1,1,1) orientované
souhlasné s uvedenym poradim bodi. Vysledek: 3/2

Piiklad 1.54. Na hmotny bod, ktery se pohybuje po elipse x?/a® + y*/b* = 1
(@ > 0,b > 0) z bodu (a,0) do bodu (0,b) pusobi sila, jejiz velikost je rovna
vzdadlenosti bodu od stredu elipsy, a kterda smeruje do stredu této elipsy. Vypocitejte
prdci, kterou pole vykond pri pohybu bodu. Visledek: (a? —b?)/2

Priklad 1.55. Vypoditejte prdci, kterou vykond silového pole F(x,y, z) = (yz, xz, xy)
podél prinikové kiivky ploch x® +y* + 22 = 1 a x + z = 0 orientované souhlasné

s poradim bodii (1/+/2,0,—1/v/2), (0,1,0), (=1/v/2,0,1//2). Visledek: 0

V prikladech 1.57 — 1.59 vypocitejte tok, resp. cirkulaci daného vektorového
pole krivkou, resp. podél uzaviené kiivky C'.

Priklad 1.56. F(z,y) = (z,y) a C je kladné orientovand hranice mnoZiny
Va2 + Y2 < Va2 (a>0) (viz priklad 1.16), = > 0, y > 0.
Visledek: 3a*m/10, resp. 0

Priklad 1.57. F(z,y) = (%52, &) (1 je vzddlenost bodu (z,y) od pocdtku) a C

r2 0 P2

je kladné orientovand kruznice (v —1)> + (y+1)2 =1.  Vysledek: 2r, resp. 0

Priklad 1.58. F(z,y) = (z+y,2x) a C kladné orientované kruZnice x>+ y* = a®
(a>0). Visledek: ma?, resp. ma®

Priklad 1.59. F(z,y) = (xe¥,e¥) a C je kladné orientovand hranice mnoZiny
Yy <z, <4 Visledek: —76e 2 —4¢e?, resp. 162 +-4¢?
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Priklad 1.60. Pole F je nestlacitelné a je definovano vsude s vyjimkou bodu P,
Py a Py (Obr. 5). Vime, Ze §, F-nds =2, ¢, F-nds = —3. Najdéte §, F-nds.
Vysledek: 5

Priklad 1.61. Pole F je nestlacitelné a je definovano vsude s vyjimkou bodi P,
Py, Py a Py (Obr. 6). Vime, Ze fCIF~nds =0, fCQF~nds = -2, fCBF'nds =2.
Najdéte §., F -nds. Vysledek: 6

Piiklad 1.62. Pole F je nestlacitelné a je definovano vsude s viyjimkou bodi P,
Py, Py a Py (Obr. 7). Vime, Ze fCIF-nds =5, fCQF~nds =2, fCSF-nds =1,
$c, F-nds = -3 . Najdéte §,F -nds. Vysledek: 3

Priklad 1.63. Uzitim Greenovy véty vypocitejme krivkovy integral
j{(fb+y)dw— (z —y)dy,
C

kde C je kladné orientovand elipsa (z*/a?) + (y*/b*) =1, (a > 0,b > 0).

Resgeni: Pfipometime, 7e je-li F(z,y) = (P(z,y), Q(z,y)) rovinné vektorové pole
a C' jednoduché uzaviena po ¢astech hladka kladné orientovana krivka, jez tvofi
hranici mnoziny M, pak podle Greenovy véty plati, ze tok tohoto vektorového
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pole ptes hranici mnoziny M (tj. kiivku C) je roven thrnému mnozZstvi divergence
tohoto pole na M. Tedy plati

(12) %F'nds—/ divF dA,
c M

t.

(13) j{C—Q(x,y) da + P(z,y) dy = /M <8P£’ v an;’ y)) dA.

Chceme-li nyni pouzit k vypoctu integralu f(c)(:v +y)dz — (x —y) dy vzorec (13),
znamena to, ze misto toku vektorového pole F(z,y) = (—(x — y), —(z + y)) pres

krivku C, mtzeme pocitat thrné mnozstvi divergence tohoto pole na M. Protoze
leF(iC,y) = (_17 _1)7 je

2w 1
]{ (z+y)dr —(z—y)dy = / (-1—1)dA = / / —2abr dr d¢ = —2abr
(@) M o Jo
(Dvojny integral jsme vypocitali substituci pomoci zobecnénych polarnich sourad-
nic.)

Priklad 1.64. Uzitim Greenovy véty vypocitejme kiivkovy integrdl

1 3 1 3
fi)(;+2xy—%> dx+(§+x2+%) dy,
c

kde C' je kladné orientovand hranice mnoZiny
M—{(ac,y)€R2:4§x2+y2§9/\%§y§\/§w}.

Reseni: Protoze poéitany kiivkovy integral ndm opét pfedstavuje levou stranu
ve vzorci (13), je

1 1 Y3
Flr,y)= (- +a2+ 2 = —oay+ L),
(z,y) (y+x+3, . :Ey+3)

Odtud
divF(z,y) = (22 + 2%, -2z + ¢°).

Podle vzorce (13) pak dostavame

1 3 1 3
7{)(;+2xy—%) dz+(§+x2+%) dy =
c

3 w/3 65
= /(x2+y2)dA:/ / r3dodr = —m.
M 2 Jn/6 24

(Dvojny integral jsme vypocitali substituci pomoci polarnich soufadnic.)

Piiklad 1.65. Vypocitejme obsah plochy omezené jednim obloukem cykloidy s pa-
rametrizaci ¥ (t) = (a(t —sint),a(l — cost)) (a >0), t € (0,27) a osou x.
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Reseni: Jednoduchym diisledkem Greenovy véty je vzorec pro vypocet miry (ob-
sahu) mnoziny M ohrani¢ené uzavienou kladné orientovanou kiivkou C'. Zvolime-li
napr.
F Ty o divF 1 1 )
(I,y)—<2,2>, Je v (ZE,y)—2+2—
a podle vzorce (13) je

(14) %]{C—ydx+mdy:/ﬂ4<%+%) dA:/MdA:u(M).

Obecné staci, zvolime-li si libovolné rovinné vektorové pole F, jehoz divF = 1.
Zvolime-li napi. F(z,y) = (x,0) a z (13) dostavame dalsi vztah pro vypocet miry
mnoziny

(15) éwdy:/Ml-dA:/MdA:u(M).

V nasem pripadé je hranice mnoziny M tvorena dvéma jednoduchymi na sebe
navazujicimi kiivkami C; a Cy, kde C} je ¢ast osy = mezi body (0,0) a (2am,0) a Cy
je oblouk cykloidy vychéazejici z bodu (2ar, 0) a vracejici se do bodu (0, 0). Hranice
je pak pii takto zvolené orientaci orientovana kladné. (Pfipomenime jednoduché
pravidlo pro urceni orientace uzaviené kiivky - hranice mnoziny: Prochazime-li
kiivkou ve sméru zvolené orientace a mame-li uzavienou mnozinu po levé ruce,
je krivka orientovana kladné. V pripadé, ze mnozina je po pravé ruce, je kiivka
orientovana zaporné.) Je tedy

1 1 1
w(M) = —j{ —ydz +zdy = —7{ —ydxr +xdy + —j{ —ydx + xdy.
2 C 2 C1 2 Cs
Kfivku C) parametrizujeme funkci ¥(t) = (¢,0), ¢t € (0, 2a7). Snadno zjistime, ze
1

_j[ —yde +2xdy = 0.
2 Jo,

K¥ivka Cj je parametrizovana funkci ¢ (t) = (a(t —sint), a(1 — cost)), t € (0, 27).
Protoze jsme hranici mnoziny orientovali kladné, postupujeme po kiivce Cs proti
rostoucimu parametru, a to znamena, ze pii vypoctu druhého integralu musime
u tohoto integralu zménit znaménko. Je tedy po tprave

1 1 2w
—7{ —ydx+xdy:——a2/ (=2 +2cost +tsint) dt = 3a*n,
2 Je, 2 0

a tedy
(M) = 3a*r.

Priklad 1.66. Uzitim Stokesovy véty v roviné vypocitejme krivkovy integrdl

1 1
7{0) (E — 2%y + 21y e“Qy) do + (my2 — + e‘”2y> dy,

kde C je kladné orientovand cdst lemniskdty (x* + y?)* = zy, (x > 0,y > 0).
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Reseni: Pipomeiime, e je-li F(z,y) = (P(x,y), Q(z,y)) rovinné vektorové pole
a C jednoduché uzaviena po c¢astech hladka kladné orientovana kiivka jez tvori
hranici mnoziny M, potom pro cirkulaci a rotaci tohoto pole plati (k = (0,0, 1))

(16) fF-Tds:/ rotF - kdA,
C M
tj.
0Q(z,y) OP(z,y)
17 P d dy = - dA.
(17) ji (z,y)dz + Q(z,y) dy /M( o 9
Predné je
apéxay) — 2$ez2y +2x3yex2y —.1'2, 8Qéxay) — 2x6x2y +2x3yex2y +y2
Yy 5

Potom podle (17) je

1 2 1
7{ (— — 2%y + 2zy €” y> do + (:cy2 — = 47 eg”zy) dy = / (y* + %) dA,
c\% Y M

kde M = {(z,y) € R? : (2 + y*) < zy Az > 0 Ay > 0}. Pouzitim substituce po-
moci polarnich soufadnic (??) pak dostaneme

W -
/(y2+x2)dA:/ / ridrde = —.
M o Jo 64

V prikladech 1.67 — 1.76 vypocitejte kiivkové integraly pomoci Greenovy véty.

Priklad 1.67. [ (2e**siny — 3y®) dz + (e**cosy + 32°) dy, kde C je kladné
c

orientovand krivka 4x* + 9y? = 36. Visledek: 108w

Piiklad 1.68. g(cosxlny +2e*y?) dz + (% +2e%y + %3:3) dy, kde C je

kladné orientovand krivka 4% + y? = 4. Vysledek: 2m

Piiklad 1.69. [ (e"lny — y?z) dz+ <% — %x2y> dy, kde C je kladné orientovand
C

krivka (x — 2)* + (y — 2)* = 1. Vysledek: 4w

Pfiklad 1.70. [(e"siny —zy?) dz + (e“cosy — 32%y) dy, kde C je kladné
C

orientovand krivka (x + 2)* + (y + 2)* = 1. Vysledek: 4Am

Piiklad 1.71. [ (2zy +y®) do + (22 + 3zy) dy, kde C je kladné orientovand
hranice mnozvinyCM ={(z,y) e R?: 1 < 2? + ¢% < 22}. Visledek: 0
Piiklad 1.72. [ (zy+¢?) do + (2® 4+ 22y) dy, kde C je kladné orientovand
hranice mnoéinyCM ={(z,y) e R?: 1 < 2% +¢* < 2y}. Vysledek: 0



PRIKLADY K MATEMATICE 3 17

Piiklad 1.73. [e*(1 — cosy)dz — e"(y —siny) dy, kde C je kladné orientovand
C

hranice mnoziny M = {(ac,y) ER?:z€(0,m)AN0<y< \/sinx}.
Vysledek: —(e™+1)/4

Priklad 1.74. [ % arctg £ dx + % arctg % dy, kde C' je kladné orientovand hranice
c

mnoiinyM:{(x,y)€R2:1§w2+y2§4/\x§y§\/gsc}.

Vysledek: 1—127r In 2

Priklad 1.75. [y*dx — 2*dy, kde C je kladné orientovand hranice mnoZiny
C

M={(z,y) eR*: x> 0Ny >0A (2 +9y*)? < a*(@* —y*)} (a > 0).

Visledek: —ma’

Priklad 1.76. [(e“siny — y)da + (e“cosy — 1)dy, kde C je pilkruznice
o}

*+y*=azx (a>0), y <0 s pocdtecnim bodem (0,0) a koncovym bodem (a,0).

[Ndvod: Doplrite kiivku C useckou spojujici pocédtecni koncovy bod pulkruznice na

uzavrenou krivku.| Visledek: —ma*/8

V prikladech 1.67 — 1.76 vypocitejte kiivkové integraly pomoci Stokesovy véty
v rovineé.

Priklad 1.77. Pomoci kiivkového integrdlu odvodte vztah pro vypocet obsahu
kruhu o poloméru R.

Priklad 1.78. Pomoci krivkového integrdalu vypocitejte obsah plochy omezené kriv-
kami x = y* a x = 4.
Vysledek: 32/3

Piiklad 1.79. Pomoci krivkového integralu vypocitejte obsah plochy omezené kriv-
kamiz =3, v =8 ay = 0.

Vysledek: 12
Piiklad 1.80. Vypoditejte obsah plochy ohranicené smyckou Descartesova listu
23+ y* — 3ary =0 (a > 0) s parametrizaci (t) = (1%, f’j‘:—g), t € (0,400).

Visledek: 3a?/2

Piiklad 1.81. Vypocitejte obsah plochy ohranicené lemniskdtou
(22 +9%)? = 2a*(2* — ) (a>0). Viysledek: 2a*

Priklad 1.82. Vypocitejte obsah plochy ohranicené asteroidou s parametrizaci
P(t) = (acos®t,asin®t) (a>0), t € (0,27). Visledek: 3mwa*/8

Priklad 1.83. Vypocitejte obsah plochy ohranicené srdcovkou s parametrizaci
P(t) = (2cost — cos2t,2sint —sin 2t), t € (0, 27). Vysledek: 6w
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1.3. Konzervativni pole.

Piiklad 1.84. Vypocitejme kiivkovy integrdl [ (z* 4 4ay®) dz + (62°y* — 5y*) dy,
kde C' je krivka spojujici body (—2,—1) a (3,0).

Reseni: Nejdiive ukazeme, Ze rovinné vektorové pole
F(z,y) = (z* + 4zy3, 62%y* — 5y*) je v R? nerotacni, tj. ze plati

0Q(z,y) OP(z,y) 0Q(z,y)  O0P(z,y)

Ox oy or Oy

0Q(z,vy) 1902, OP(z,y)

ox dy

a podminka (18) je splnéna. To znamen4, Ze pole F je nerotacni a je v R? po-

tencialni (konzervativni). Poc¢itany integrél je tedy nazéavisly na cesté a je na nés,

jakou kiivku C' spojujici body (—2, —1) a (3, 0) si zvolime. Zvolme v nasem piipadé

C' jako lomenou ¢aru slozenou ze dvou tsecek C; a Cy spojujici body (—2,—1),
(3,—1) a (3,0). Jejich parametrizace jsou

Ci: zxz=t y=-1, te(-2
Cy: x=3, y=t, te (-1,

=0, tj.

(18)

Plati
= 122>

Potom

/C(x4 + 4xy®) dz + (62%y* — 5y*) dy = /

-2

3 0

(t* —4t)dt + / (54t — 5t*) dt = 62.
-1
Piiklad 1.85. Vypocitejme kiivkovy integrdl [, yzdx + (24 xy)dy + (zy — 1) dz,
kde C' je kFivka spojugici body (—1,—1,—1) a (1,1,1).

Reseni: Vektorové pole F(x,y,2) = (yz,2 + zy, vy — 1) je v R3 nerotacni. Plati
totiz

OR(z,y,2z)  0Q(z,y,2) OP(v,y,z) OR(z,y,2) 0Q(z,y,z) 0JP(x,y,z)

oy 0z 0z o Ox oy

a vektorové pole F' je potencialni a pocitany integral je nezavisly na cesté. Zvolme
tentokrat za kiivku C' tsecku spojujici body (—1,—1,—1) a (1,1, 1). Jeji parame-
trizace je ¥(t) = (—1+ 2t,—1+4 2t,—1+ 2t), t € (0,1). Potom

/yzdz+(2+wy)dy+(wy—1)dz:
c

= /1((—1 + 21+ 224 (=1 +20)%) + (=14 2t)2 = 1)) dt = 4.

Poznamka 1.86. V pripadé, Ze krivkovy integrdl je nezdvisly na cesté a krivka C
je libovolna krivka s pocdtecni bodem A a koncovym bodem B, je zvykem misto
JoF-Tds psdt ff F - Tds. Ddle je tieba si uvédomit, Ze kiivka C C M, kde M
je mnozina, na které je ¥ potencidlni.
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Priklad 1.87. Vypocitejme prdci, kterou wvykond rovinné wvektorové pole

T

F(z,y) = <\/+7 + arcsin v, =
A =(0,0) do bodu B = (v/2/2,v/2/2).
Reseni: Ukazeme nejdiive, 7ze pole F je na mnozing M = (—1,1) x (—1,1) po-
tencialni. Je
0Q(x,y) _ OP(z,y) _ 1 N 1
Oz 9y Vi—a? 1 —y?
tj. pole je nerotacni a vektorové pole F je na mnoziné M potencidlni. Dale vime,

ze préace, kterou vykona vektorové pole podél kiivky C' (kiivka C musi lezet v M)
je dana kiivkovym integralem

) . x .
19 W:/ (—+arcs1n )dx+ ———— +4arcsinz | dy.
(19) N y ( T ) y

Protoze pole F je potenciélni, existuje skalarni pole f (potencidl pole F) takové,
ze F =V [, a plati

= + arcsin x) posunem hmotného bremene z bodu

W = f(B) = f(A).
Potencial f budeme hledat analogickou metodou, kterou jsme fesili exaktni dife-

rencialni rovnice.
Podle predpokladu je

Vi(x,y) = — Y | arcsiny, ——
7y - /—1—$2 y7 /—1_y2

+ arcsin :17) ,

tedy
of (z,y) Y

= + arcsin y.
Oz V1 — 22

Integraci této rovnice podle x dostaneme

f(fL’, y) = yarcsinx + x arcsiny + gp(y)’

kde ¢(y) je integracéni konstanta, kterd ovSem muze byt funkei y. Derivovanim f
podle y dostaneme

of(z,y) _ r + arcsinz + ¢'(y).

dy 1 — 1?2

Podle predpokladu je ale také

of (x,y) o .
oy = Q(x, y) = + arcsin z.

N

Odtud pak
¢'y) =0=o(y) =c
kde ¢ je libovolna konstanta (mtizeme polozit ¢ = 0). Je tedy

f(z,y) = yarcsinx + z arcsiny
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W = f(vV2/2,v2/2) — £(0,0) = gw.

Priklad 1.88. Vypocitejme prdaci, kterou wvykond prostorové vektorové pole
F(z,y,2) = (y?2% + 2, 2zy2® — 2, 3zy*2% + © — y) posunem hmotného bremene z bodu
A=(1,1,1) do bodu B = (—2,1,—1).

Reseni: Podobné jako v piedchozim piikladé ukazeme, Ze pole F je v R® nero-
tacni, tedy, Ze je potencialni. Je

OR(x,y,2)  0Q(w,y, %)

= = 6ryz® — 1
By 82 e
ap(xayvz) — aR(Z',y,Z) _ 3y222 + 1’
0z Ox
GQ(x,y, Z) — (9P(£L‘,y, Z) — 2yz3.
ox dy
Existuje tedy skalarni pole f (potencial pole F) takové, ze F = V f, a plati
W = f(B) — f(A).

Potencial f budeme opét hledat analogicky stejnou metodou jako v predchozim
prikladu.
Podle predpokladu je

Viz,y,z) = (y*2° + 2, 20y2° — 2,32y + v — y)
tedy
0f(z,y, 2)
ox

kde ©1(y, z) je integraéni konstanta, kterd ovSem muze byt funkci y a z. Derivo-
vanim f podle y dostaneme

Of(w,y,2) _, 5, 901(y,2)
3 = 2xyz” + By
Je ale také 5
f(:g’yy’ Z> = Q(l‘, Y, Z) = 2xy23 - <
Odtud pak
%ﬁj’z) =—z = ¢i(y,2) = —z2y + ¢2(2),

kde ¢5(z) je integracni konstanta, kterd vSak uz muze byt funkei pouze z. Pro
funkci f tedy dostavame

fz,y,2) = 2y?2% + 20 — yz + a(2).
Nyni derivovanim f podle z dostaneme

of (x,y, 2)

= 3y’ + 1 —y + h(2),
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a protoze je také

af(g 022 _ Riz,y,2) = 30 45—y,
z

dostavame
P5(2) =0 = @a(2) =,
kde ¢ je libovolna konstanta (muzeme polozit ¢ = 0).
Je tedy

f(x>y7 Z) = :I:y2z3 +2r —yz
a pro velikost vykonané praci W dostavame (v piislusnych jednotkach)

W = f(B)— f(A) =5 —1=4.

Priklad 1.89. Vypocditejte krivkovy integrdl fC (% + y2) dz+ (Inz + 2zy) dy, kde
C' je krivka s pocdatecnim bodem A = (1,1) a koncovgm bodem B = (2, 3).
Vysledek: 3In2 -+ 17

Priklad 1.90. Vypoditejte krivkovy integral fc (2zxIny —y) de+ (% — x) dy, kde

C' je krivka s pocdtecnim bodem A = (1,1) a koncovgm bodem B = (3,2).
Vysledek: 9In2 —5

Priklad 1.91. Vypocitejte krivkovy integrdl
Jo Bz*y® +y?) do + (22°y + 2xy + 1) dy, kde C je kffivka s pocdtecnim bodem
A= (1,-1) a koncovym bodem B = (2,1). Vysledek: 10

Piiklad 1.92. Vypocitejte krivkovy integrdl
Jo Quy® +y* +1) dz + (32*y* + 2zy) dy, kde C je kfivka s pocdtecnim bodem
A= (-1,-1) a koncovym bodem B = (2,1). Vysledek: 11

Priklad 1.93. Ukazte, Ze vektorové pole F(x,y) = <1fx2 +arctgy, 5 + arctg :1:)

je potencidlni, najdéte potencidl tohoto pole a urcete prdaci, kterou toto pole vykond
posunem hmotného bremene z bodu A = (0,0) do bodu B = (1,1).
Vysledek: f(x,y) =yarctgz + zvarctgy, W =7/2

Priiklad 1.94. Ukazte, Ze vektorove pole
F(x,y) = (2zsiny — ysinx,cosx + z% cosy) je potencidlni, najdéte potencidl to-
hoto pole a wurcete praci, kterou toto pole vykonda posunem hmotného bremene
z bodu A = (0,0) do bodu B = (7—;, g)

Visledek: f(x,y) = a?siny +ycosz, W = n%/4

Piiklad 1.95. Ukazte, Ze vektorové pole
F(x,y) = (siny — y?sinz, x cosy + 2y cosx) je potencidlni, najdéte potencidl to-
hoto pole a wurcete praci, kterou toto pole vykond posunem hmotnéeho bremene

z bodu A = (0,0) do bodu B = (%,%).
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Visledek: f(x,y) = xsiny+y*cosz, W = 7/2
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Priklad 1.96. Vypoditejte krivkovy integrdl
Jo (2% = 2yz) do + (y* — 222) dy + (2% — 22y) dz, kde C' je kfivka s pocdtecnim
bodem A = (1,1,1) a koncovgm bodem B = (—1,2,—2). Vysledek: —22/3
Priklad 1.97. Vypocitejte krivkovy integrdl
fC <2mz—|— %) dx — “’y—tzdy + (x2 + i) dz, kde C' je krivka s pocatecnim bodem
A= (-1,3,-2) a koncovym bodem B = (1,2,3). Vysledek: 8
Priklad 1.98. Vypocitejte krivkovy integrdl
Jo3x* Pz de + (22°yz — 2°) dy + (2°y® — 2yz + 32%) dz, kde C' je kiivka s pocd-
tecnim bodem A = (—1,3,0) a koncovym bodem B = (0,1,2).

Vysledek: 4

Piiklad 1.99. Ukazte, Ze vektorové pole
F(z,y,2) = (ln yz + 2xy, i + 22+ 2, Z+ y) je potencidlni, najdéte potencidl to-
hoto pole a wurcete praci, kterou toto pole vykond posunem hmotného bremene
z bodu A= (1,1,1) do bodu B = (2,1,2).

Visledek: f(x,y,2)=xlnyz+ 2%y +zy, W =2In2 + 4

Piiklad 1.100. Ukaste, Ze vektorové pole

F(z,y,2) = (arctg yz + 2, Hg;—ZZZQ + 22, HZ%ZQ +x+2yz + 1) je potencidlni, na-
jdéte potencidl tohoto pole a urcete praci, kterou toto pole vykond posunem hmot-
ného biemene z bodu A = (1,0, —1) do bodu B = (1,1,/3).

Visledek: f(x,y,z) =rarctgyz +az+yz2+2, W =7/34+5+2V3




