Krivkové integraly prvniho druhu
Vypoditejte dané kiivkové integraly prvniho druhu v R2.

Priklad 1.

[0, —2], B[4,0].

Reseni: Pro kiivkovy integral prvniho druhu plati:

/f(x,y) ds =/ \/s0’2 + (1)
k

kde regularni krivka £ je parametricky vyjadfena rovnicemi

z=(t), y=v(), t€(xp).
Parametrické vyjadieni tsecky AB je

x =0+ 4t,
y=—2+2t te(01).

Kiivku £ mtzeme tedy parametricky vyjadfit rovnicemi

o(t) =0+ 4t,
W(t) =—2+2t, t € (0,1).
Odtud

1

1
1 1
/4t SEwT V42 +22dt \/5/t+1dt V5[t + 1]y = v5n
0

0

Priklad 2. [(x + y)ds, kde k je obvod trojuhelnika ABC, A[0,1], B[2,1], C0, 3]
k

Resend: Plati k = ky U ko U ks, kde kq, ko, k3 jsou strany trojthelnika ABC.
Je

ky : x =0+ 2t,

y=140-¢t, te(0,1),

kg: $Z2—2t,
y=1+2t, te0,1),

kg: $:O+0t,
y=1+2t, te(0,1).



Potom
1 1

1
/x+y /2t+1 2dt+/ ((2—2t) 1+2t))\/§dt+/(2t+l)2dt:8+3\/§.
0

k 0 0
Priklad 3. [2?ds, kde k = {(z,y) e R*: z € (1,2) Ay =Inz}.
k

Resend: Ktivku k miizeme parametricky vyjadfit pomoci rovnic
x=t, y=Int, t e (1,2).

2 2
[ 1
/a:2ds:/t2 1+t—2dt:/t\/t2+1dt.
k 1 1

Ozna¢me u = t2 + 1 a dale du = 2t dt. Potom

/t\/mclt /\/_du—% 5\/_—2\/5).

1

Potom

Priklad 4. [ /2% +y?ds, kde k je kruznice 2% + y? = 2z.
k

Reseni: Doplnénim na &tverec a tpravou prevedeme rovnici kruznice na tvar
(r —1)2 + 2 = 1. Jeji parametrické vyjadieni je

r =14 cost,

y =sint, te (0,2n).

Potom

27 27
1 t
/\/x2+y2ds:/\/2+2costdt:/2\/%&2
k 0 0
27 27
—/2\/00822—/2
= 5 =
0 0
T 27
2 tdt—{- tdt 2 Z'tﬂ 2't27r 8
= COS — — COS — = sin — — sin — =
2 2 2 0 2 -

0 T

t
cos —| =
2

Piiklad 5. [(2? + y?)ds, kde k je kiivka dand parametrickymi rovnicemi
k

x =a(cost+tsint), y=a(sint—tcost), t € (0,2m7), a>0.
Reseni: Nejdiive uréime
¢'(t) = a(—sint +sint + t cost) = at cost,
V' (t) = a(cost — cost + tsint) = atsint.

Potom
27

/(:1;2 +y?)ds = /a2 ((cost +tsint)? + (sint — tcost)?) at dt = 24> (1 + 272).
k 0



Vypoditejte dané kiivkové integraly prvniho druhu v R3.

Piiklad 6. | ﬁ kde k je kiivka (jeden ”zavit” Sroubovice) dana parametrick§mi
k

rovnicemi

xr =acost, y=asint, =z =Dbt, t € (0,2m), a>0,b>0.

Priklad 7. [ (2 2 +9y? — z) ds, kde k je kiivka (jeden ”zavit” kuzelové Sroubovice)
k

dana parametrickymi rovnicemi
x =tcost, y=tsint, z=t, t € (0,2m).
Reseni: Nejdiive uréime

¢'(t) = cost —tsint, '(t) =sint+tcost, x'(t)=1

a
ds = \/90'2 + o2 (1) + x2(t) dt = /2 + 2 dt.
Potom
2T
/(2 x? + y? —z) dS:/ <2\/t2(c082t+sin2t) —t) V2+t2dt =
k 0

/t\/2+t2dt

0

(VT4 —2v2).

Wl'—‘

Aplikace kiivkového integralu prvniho druhu.

Priklad 8. Vypoditejte délku asteroidy k V2 + ¢/y2 = Va2, a > 0, jejiz parametrické
rovnice jsou z = acos®t, z = asin®t, t € (0, 27).

Resend: Asteroida neni regularni kiivka. Vime, Ze funkce F(z,y) = V22 + ¢/y2 — Va?
je suda v proménné x i v proménné y a krivka je soumérna podle osy y i podle osy x.



Plati k = k1 Uko Uk3 Uky, kde k1, ko, k3, k4 jsou ¢tyTi regularni kiivky stejné délky. Pro

délku asteroidy plati
5= / ds =4 / ds.
k k1

¢'(t) = —3acos’tsint, '(t) = 3asin’tcost

Nejdiive ur¢ime

a
ds = 3@\/COS4 tsin? t + sin* t cos? t dt = 3a cos t sin t dt.
Odtud
/2 g .,q7m/2
. sin“ t
s=4/ds:4/3acostsmt:12a[ 5 } = 3a.
k1 0 0

Priklad 9. Pomoci kiivkového integralu prvniho druhu vypocitejte obsah valcové
plochy
Q= {(sc,y,z) eER?: 2>+ =4N0<2< \/4—902}.

Reseni:
Z geometrického vyznamu kfivkového integralu prvniho druhu vime, ze obsah ¢asti
valcové plochy je roven c¢islu

o= k/ £z, ) ds,

kde £ je krivka v roviné€ z = 0, do které se valcova plocha promitne a plocha je zdola
omezena rovinou z = 0 a shora grafem funkce z = f(x,y). V naSem piipadé je k
kruznice 2% + y? = 4 (s parametrickymi rovnicemi x = 2cost, y = 2sint, t € (0,27)) a

f(z,y) = V4 — 22. Potom

27 27 27
a:/\/1—xst:/\/4—4cosz2dt:4/\/sin2tdt:4/|sint|dt:
0

k 0 0
s 27
= 4/sintdt+4/—sintdt =4 ([—cost]g + [cost]iﬂ) = 16.
0 ™

Priklad 10. Pomoci kiivkového integralu prvniho druhu vypocitejte obsah valcové
plochy
Q={(z,y,2) eR® : 2> +y* =ax N2® +y* + 2* < a®} (a>0).

Reseni: Plocha je soumérnd podle roviny z = 0 a podle roviny z = 0 a je sjednocenim
¢tyt ploch o stejném obsahu. Pro obsah plochy €2 plati

0:4/\/a2—x2—y2ds,
k1



kde ki je ptlkruznice z = §(1 — cost), y = $§sint, t € (0,m) a graf funkce
f(x,y) = /a2 — 22 — y? je horni ¢ast zadané kulové plochy z? + y? + 22 = a%. Tedy

™ 5 ™ 1 — t
024/\/a2—x2—y2ds:4/\/@2—%(1+cost)gdt:2a2/\/% dt =
k1 0 0

t t1"
:2a2/sin—dt:2a2 —2cos—| = 4d’.
2 2],

Vvoev

cemi x = (t — sin t) y = (1 —cost), t (0, ) (cast cyk101dy).

Vvoev

Regeni: Pro soufadnice t&7ist8 T = [z4, y;] plati

(1) Ty = —, Yy = —,

kde m je hmotnost kiivky a S, resp. Sy je staticky moment kiivky vzhledem k ose z,
resp. vzhledem k ose y. Plati

m = / f(z,y)ds, S, = / yf(@,y)ds 8, = / v (2,y) ds
k

k k

kde f(x,y) je hustota kiivky k£ v bodé (z,y). V naSem piipadé je kiivka homogenni, tj.
f(z,y) = konst. a soufadnice tézi$té jsou na této konstanté nezavislé (ve vzorcich (1) se
tato konstanta vykréati) a proto polozim f(z,y) = 1.
Je
¢'(t) =1—cost, '(t) =sint

a

1-— t t
ds:\/(l—cost)2+sm tdt =2 —2costdt =2 o0 —2Sin§dt7 t € (0,m).

2
Potom i
t s
m /1-d3:/2sin§dt—4{—cos—] =4
k 0 0
Dale
T t 7r1_ t t
Sx:/yds:/2(1—Cost)sin—dt:4/isin—dt:
2 2 2
k 0 0
s 1
t 16
/sm —81n2dt—4/<1—cos §>sm dt—8/ 1—u ?
0 0 0

(pfi vypoctu integrélu volime substituci u = cos %) a

™ T

[ t ! ! 16
Sy:/xds:/Z(t—sint)sinidt:2 /tsinidt—/sintsinidt =3
k 0

0 0



(Prvni integral po¢itdme metodou per partes a ve druhém po tpraveé sint = 2 sin % cos %

volime substituci u = sin £.)
Je tedy
16

3

16

Ty = ) ytzg'

[SURITEN
A
QW

A~

Krivkové integraly druhého druhu

Priklad 12. Vypoditejte kiivkovy integral [ (y? — 2?)dx + 2yzdy — 2*dz, kde (k)
(k)

je kladné orientovany oblouk dany parametrickymi rovnicemi z = ¢, y = t2, z = t3,

t€(0,1).

Reseni: Pro kiivkovy integral druhého druhu

/ @,y 2) de + g(z,y, 2) dy + bz, y, 2) dz,
(k)

kde (k) je kladné (ve sméru rostouciho parametru) orientovany hladky oblouk dany
parametrickymi rovnicemi

r=p(t), y=vt), z=x{), te(ap),

plati

/ F(@,y.2) de + g(z,y, 2) dy + h(z, y, 2) dz =
(k)

8
= / (f (o), (1), x ()@ (8) + g((t),1(£), X (£)¥' (£) + h(o(t), (1), x(£))X' (1)) dt

Je tedy

1
1
/(y2—zz)dx+2yzdy—x2dzz/(t4—t6+2t2-t3-2t—t2-3t2) dtzg.
(k) 0

Priklad 13. Vypocitejte kiivkovy integral [ (2% —2zy) dz + (y? — 2zy) dy, kde (k)
(k)

je orientovany oblouk s trajektorii & = {(ac,y) ER?*:zec(-1,1)Ay= xQ}, pricemz

Reseni: Oblouk budeme parametrizovat rovnicemi ¢(t) = t, ¥(t) = 2, t € (—1,1).

Protoze pb(k) = (—1,1) je pocatecnim bodem oblouku, znamena to, Ze je pii zvolené

parametrizaci orientovan kladné. Potom

14

1
/ (a:2 — 2:1;y) dx + (y2 — Qxy) dy = / ((t2 —2t%) 4 (t* — 2t7) - gt) dt = I
(k) -1



Piiklad 14. Vypocitejte kiivkovy integral [ (2 —y) dz + (1+ z) dy, kde (k) je ob-
(k)

vod trojuhelnika ABC, A[0,0], B[1,1], C[0,2] a orientace je ddna uvedenym pofadim

vrcholti.

Resgenid: Oblouk (k) neni hladky oblouk. Plati (k) = (k1)U (ko) U(ks3), kde (k1), (k2), (k3)

jsou hladké oblouky (strany trojuhelnika ABC'). Je

kq x=t, y=t, t€(0,1), kladné orientovana,
ko : r=t, y=2-—t, t e (0,1), zdporné orientovana,
ks : xr=0, y=t, t € (0,2), zéporné orientovana.

Potom

/( y) dz + (1 + ) /1 —t+1+t)dt—/1(2—2+t—1—t)dt—/2(1)dt:

(k)

Piiklad 15. Uzitim Greenovy véty vypoctéte kiivkovy integral [ (z+y)dz—(z—y)dy,
(k)
kde (k) je kladné orientovana elipsa (z%/a?) + (y?/b*) = 1, (a > 0,b > 0).

Reseni: Podle Greenovy véty plati

/fw y)dz + g(z,y dy—//<agxy afgg’y)) dz dy,
y
(k)

kde (k) je kladné orientovand hranice uzaviené oblasti M.

V nasem ptipadé je f(x,y) = z+vy, g(z,y) = —(x—y) a M je oblast omezena elipsou
(2%/a®) + (y?/b?) = L.

Tedy

0f(x,y) _
oy ’ Ox

a dale
/(w+y)dw— (z—y)dy = //(—1—1)dxdy: —2abr.
(k) M

(Dvojny integral jsme vypoéitali substituci pomoci zobecnénych polarnich soutadnic.)

Priklad 16. Uzitim Greenovy véty vypoctéte kiivkovy integral
[ e*(1 — cosy)dx — e*(y — siny) dy, kde (k) je kladné orientovand hranice uzaviené
(k)
oblasti M = {(az,y) ER?:2€(0,m)N0<y< \/sinx}.
Reseni: Je
flz,y) =e"(1—cosy),  g(z,y) =—e"(y —siny),
a odtud

of(x,y) . (. y) . .
oy = e”siny, 5 ° (y — siny)




a dale

/em(l —cosy)dx —e*(y —siny)dy = // (—e®y +e"siny — e’ siny) dedy =
(k) M

T Vsin x 1 iy ]
://—e”:ydxdy: —/ / e“ydy | dox = —§/exsinxdm: —Z(e”—f-l).
M 0 0 0

Priklad 17. Ukazte, ze kiivkovy integral druhého druhu vektorového pole
f(z,y) = (2z(y* — 220%), 2y(2® — 2y?)) nezévisi v oblasti G = R? na cesté, a vypodtéte
(2,3)
integral [ f(z,y)- ds.
(_1’1)
Resend: Kiivkovy integral druhého druhu nezivisi na cesté, je-li pro vektorové pole
f(z,y) = (f(z,vy),9(x,y)) splnéna podminka (vektorové pole je potencidlni)

f(z,y) _ 9g(x,y)

dy Ox
V nasem pripadé je
Of(z,y) 99(z,y)
——2 =4 /2 =4
By ’ B Y

a to znamend, ze vektorové pole je potencidlni a kiivkovy integral druhého druhu
(2,3)

[ 2x(y?* — 22%)dz + 2y(2? — 2y?) dy nazavisi na cesté a mizeme volit libovolnou
(71,1)
cestu (k), kterd spoji bod (—1,1) s bodem (2, 3), pfi¢emz bod (—1,1) je poc¢ateéni bod
cesty.

Zvolme cestu (k) = (k1) U (k2), kde (k1) je tsecka spojujici body (—1,1) a (2,1)
a (ko) je usecka spojujici body (2,1) a (2,3) (cestu volime tak, abychom postupovali
rovnobézné se souradnicovymi osami). Je

k1 : r=t, y=1, te(—1,2), kladné orientovana,
ko : r=2, y=t, t e (1,3), kladné orientovana.
Potom
(2,3)
22(y? — 22%)da + 2y(2? — 2y dy = [ 22(y® — 22%) dz + 2y(z® — 2¢%) dy+

(—1,1) (k1

~—

—

+ / 22(y? — 22%) dx + 2y(2® — 2y%) dy =

3
2t(1 — 2t%) dt + /225(4 — 2t%) dt = —60.
(k2) — 1

[ary

Priklad 18. Ukazte, ze kiivkovy integral druhého druhu vektorového pole
f(z,y) = (i —l) nezavisi v oblasti G = {(:c,y) ER?:z > 0} na cesté, a vypoctéte

an
integral [ f(z,y)- ds.

(2,1)



Reseni: Protoze

Of(z,y) _ 9dg(x,y) 1

oy  Or a2
(1,2)
je vektorové pole potencialni a kfivkovy integral f Yde — L = dy nezavisi na cesté.
(2,1)

Zvolme opét cestu (k) = (k1) U (k2), kde (k1) je tisecka spojujici body (2,1) a (1,1)
a (k2) je usecka spojujici body (1,1) a (1,2). Tedy

k1 : =t y=1, t e (1,2), zéporné orientovand,
ko : r=1 y=t, t e (1,2), kladné orientované.
Potom

(1,2)

/idx——d /gdw——dy—l-/idx——dy—

(2,1) (kl) (k2)
2

:—/t—zdtJr/—ldt:——

1 1



