PaSt 11 ® KV

10 Zapoctova pisemka

Ptiklad 10.1. Ndhodné veli¢iny Uy, Us, Us se ¥idi normalnim rozdélenim se stfedni hod-
notou 0 a rozptylem 1. Urcete rozdéleni nasledujicich ndhodnych veli¢in:

2- U
Y=U+Uy+U;—2 v:—‘/— 2
VUE+ U2
(U, + Uy — Us)? Ut
7 = W=
3 U2

[V ~ N(=2,3), Z ~ y2(1), V ~ £(2), W ~ F(1,1)]

Pfiklad 10.2. Urcete stiedni hodnotu ndhodné veli¢iny V = X?+3XY —0.5Y?, pficemZ
zndme EX =2, DX =4, FY =—-1,DY =9a R(X,Y) =0.1.

[EV = —1.9)
Priklad 10.3.

e Co musi platit, aby odhad 7 byl nestrannym odhadem parametru ¢?

e Mame dva nestranné odhady 7" a S parametru ¢, ktery z odhadi je lepsi a pro¢?
[ET =1, lepsi odhad ma mensi rozptyl]

Ptiklad 10.4. Stroj vyréabi olovéné broky. Priimér broku je ndhodnou veli¢inou méfenou
v milimetrech, o niZ pfedpoklddame, Ze se ¥idi rozdélenim N (5,0.05%). Kolik procent
brokti je pfi kontrole vyfazeno, jestliZe broky, lisici se o vice nez 0.1 mm od stfedni
hodnoty, jsou vyfazovany?

[4.55 %]

Priklad 10.5. Vypoctéte koeficient korelace mezi poctem shybt X; a poctem kliki Y;
naméfenych u skupinky deseti chlapcti

|68}
a1

shybyz; [1[3[2[0[5]61]4
Klikyy;, [2(3(3[0[8[5[1(6|7|5

(e = 0.8043)]
P¥iklad 10.6. Pomoci Ceby3evovy nerovnosti odhadnéte pravdépodobnost P(| X —EX| <
3DX)
[P >1- 9/31)(}
u 0.05 0.1 0.5 1 1.5 2 2.5 3
F(u) || 0.5200 | 0.5398 | 0.6915 | 0.8413 | 0.9332 | 0.9773 | 0.9938 | 0.9986
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11 Intervalové odhady parametra

Piiklad 11.1. Za pfedpokladu, Ze ¢as pfichodu studentti na pfedndsku se ¥idi normalnim
rozdélenim pravdépodobnosti s naméfenymi hodnotami (viz piiklad 8.1), urcete

a) 99.5% oboustranny interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu ¢asu pfichodu na
prednasku,
b) 99% pravostranny interval spolehlivosti pro rozptyl ¢asu pfichodu na prednasku.

[(3.742, 5.658)]
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Ptiklad 11.2. Méme 2 nezavislé nahodné vybéry

(Xh- e 7Xn1) ~ N(M17U2)7 ny > 17
(}/17"'7Yn2> NN(M270-2)7 n2:1-

Zkonstruujte intervaly spolehlivosti pro rozdil p; — 2 a pro rozptyl o2.
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P¥iklad 11.3. Odvod'te interval spolehlivosti pro parametrickou funkci 2/ — pp — p3,
mame-li k dispozici 3 nezdvislé ndhodné vybéry

(X1,..., X)) ~ N(pu1,0%), ny > 1,
(}qa"'vyng)NN(MQJUz)a ng > 17
(Z1,..., Zn,) ~ N(us, 0?), ns > 1.

[ZX o ? o Z £+ (n1—1)S?+(n2—1)S3+(n3—1)53 .
ni1+ngs+nsz—3

4 1,1

n1 ng n3

“ti—a/2(m)]
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Ptiklad 11.4. Mé&jme tfi nezavislé ndhodné vybéry

(Xl,. .. 7Xn1) ~ N(,Lbl,O'%), ny > 1,
(Y1,...,Yn,) ~ N(ug, c2), ny =1,
(Z1,..., Zpy) ~ N(us, 03), ns > 1.

Zkonstruujte dolni interval spolehlivosti pro neznamy parametr o /o3, za pfedpokladu
01 = 039.

‘ Sx 1 |
[0/0—'5 € (SZ F‘lu(rz,ll?rl,;;l)?%)}
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P¥iklad 11.5. Odvod'te 95% interval spolehlivosti pro rozdil stfednich hodnot a podil
rozptyltt doby montéZe urcité soucdsti pro dva délniky. Dobu montaZze povaZzujeme za
ndhodnou veli¢inu s normdlnim rozdélenim.
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Ptiklad 11.6. Firma v Iowé md 500 lanek. Testem 40 ndhodné vybranych lanek se zjistilo,
Ze pevnost v tahu mé stfedni hodnotu 2400 b a smérodatnou odchylku 150 1b. Jaké jsou
95% a 99% intervaly spolehlivosti pro odhad primeérné pevnosti v tahu pro zbyvajicich
460 lanek? S jakou psti mtiZeme Fict, Ze stfedni hodnota primérné pevnosti v tahu pro
zbyvajicich 460 lanek je 2400 £ 35 1b?

2400 £ 45, 2400 + 59, 87.6%]
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Ptiklad 11.7. Ze zdkladniho souboru byl proveden ndhodny vybér s naméfenymi inter-
valovymi hodnotami a jejich ¢etnostmi sledovaného znaku

z; | (15171 | (17,191 | (19,21] | (21,23] | (23,25] | (25,27]
ni ] 10 | 3 | 5 | 70 | 60 | 30

Urcete

a) interval, ve kterém se nachdazi sttedni hodnota p s psti 0.95,
b) hodnotu, pod kterou se s psti 0.95 sttedni hodnota nedostane,
¢) hranice, v nichZ se nachdzi smérodatna odchylka s psti 0.95,

d) hodnotu, kterou s psti 0.95 rozptyl nepiekrodi.

[(21.5094, 22.1706), 21.5629, (2.4398,2.9093), 8.2149)]
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Pfiklad 11.8. Nechf Y ~ Bi(300, p), y = 75 je realizace Y. Stanovte ptiblizny 90% inter-
val spolehlivosti pro p.

[(0.209,0.291)]

100



PaSt 11 ® KV

Domici iikol 11.1. Opakovanymi méfenimi byla zjisténa tloustka vladkna: 210, 217, 209,
216, 216, 215, 220, 214, 213 (10~* mm). Je zndmo, Ze méfeni maji rozdéleni N (u, 25).
Naleznéte 95% interval spolehlivosti pro .

[(211.1,217.7)]
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Domici 1ikol 11.2. Odvod'te (1 — a)% interval spolehlivosti pro o2, mate-li ndhodné
vybéry rozsahti ny a ny ze dvou nezavislych rozdéleni N(ux, o?) a N(uy,o?). Vyuzijte:
(nxS% +nyS%)/o? ~ X% (nx + ny — 2).
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12 Testovani hypotéz

Pfiklad 12.1. Sestrojte oboustranny 95% interval spolehlivosti pro rozptyl normalné
rozdélené ndhodné veli¢iny na zdkladé adajt z ndhodného vybéru: 42, 48, 60, 43, 36,
50, 52, 38, 56, 45. Jak dopadne test hypotézy 0? = 60 na hladiné vyznamnosti o = 0.05?

[1S = (27.966,197.037), hypotézu nezamitame]
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Ptiklad 12.2. Do obchodu jsou dodavéany balicky kavy o pfedepsané hmotnosti 500 g.
Balicky jsou plnény automaticky. Automat byl sefizen tak, aby smérodatna odchylka
hmotnosti bali¢ku ¢inila 10 g. Pfedpokladejme, Ze hmotnost plnénych balicki je ndhodna
veli¢ina s normalnim rozdélenim. Chceme zjistit, zda béhem ¢asu nedoslo ke zhorseni
presnosti pfi pInéni balick, tj. ke zvétSseni smérodatné odchylky o. RozliSme dva piipady:

a) Nemdame davod predpokladat, Ze by nebyla dodrZovadna pfedepsand hmotnost
balickt.
b) Vezmeme v tivahu, Ze se mohla zménit i sttedni hodnota hmotnosti bali¢ki.

Proved me rozhodnuti na zdkladé 10 ndhodné vybranych balitkii, u nichZ jsme pteva-
Zenim zjistili hmotnosti (v gramech): 473, 477, 482, 488, 489, 491, 492, 498, 503, 507.

[pro a = 0.05 H, zamitdme; pro a = 0.05 H; nezamitdme]
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Ptiklad 12.3. Velkoobchod dodéavé balicky susenek, o jejichz hmotnosti (v gramech) lze
predpokladat, Ze ma rozdéleni N(u,25). Z dodavky bylo ndhodné vybrano 20 balicki
a bylo zjisténo, Ze primérnd hmotnost je 61,2 g se smérodatnou odchylkou 2 g. Na
hladiné vyznamnosti o = 0.05 testujte hypotézu, Ze stfedni hodnota hmotnosti balicku

je rovna 60 g.

[Hy zamitdme]
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Pfiklad 12.4. Na zakladé testu mame na 5% hladiné vyznamnosti rozhodnout, zda pro-
dukce vajec plemene kornysek ¢ernych je niZ8i nez plemene leghornek bilych. Ndhodné
jsme vybrali 50 kornysek a 40 leghornek, u nichZ byla zjisténa ro¢ni produkce vajec. Byl

jsou znamy rozptyly o3, = 48, o, = 41.

[Hy zamitdme, kornysky maji horsi produkci vajec nez leghornky]
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Pfiklad 12.5. Mame k dispozici realizace dvou nezavislych nahodnych vybért z N (uy, 02)
a N(uy,0?) s rozsahy ny = 10 a ny = 15. Byly vypocteny realizace X = 120.56,
Y = 124.13, % = 9.14, S2 = 8.95. Mtizeme na zakladé téchto vysledkd zamitnout
hypotézu Hy : ux = py proti Hy : px # py piiriziku o = 0.1?

[ano]
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Ptiklad 12.6. Bylo provedeno méfeni obsahu SiO, ve strusce dvéma metodami.
analyticky: 20.1, 19.6, 20.0, 19.9, 20.1

a fotokolorometricky: 20.9, 20.1, 20.6, 20.5, 20.7, 20.5.

Je mezi rozptyly vysledki jednotlivych metod podstatny rozdil?

[neni]
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P¥iklad 12.7. Pro kontrolu spravného objemu pivnich sklenic vyrabénych v jisté firmé
bylo provedeno méfeni pomoci etalonu s pfesnou hodnotou z = 0.50 L. Byly ziskdny
tyto vysledky: 0.48, 0.49, 0.51, 0.46, 0.52, 0.49, 0.50, 0.47, 0.48 (pfedpokladame jejich nor-
malitu). Lze povaZovat pozorované odchylky za ndhodné chyby nebo je d@ivod k po-
dezfeni na pfitomnost systematické chyby?

[zfejmé jde o ndhodné chyby]
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Ptiklad 12.8. Na 9 pokusnych polich byly zjistovany vynosy odrudy kukufice. Jsou

srovnatelné vynosy z let 1980 a 1982?

rok\pole A B C D E F G H I
1980 | 423 500 455 531 504 545 476 557 497
1982|583 7.05 6.00 4.86 631 522 644 471  6.09
rozdil | 1.60 1.06 145 —045 127 —023 1.68 —086 L12
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Domici 1ikol 12.1. Ovéite, zda metody z prikladu 12.6 davaji v priméru stejné vysledky.

[nedavaji]
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Domici itkol 12.2. Bylo vybrano 6 novych vozil téZe znacky a po urcité dobé bylo zjisténo
o kolik milimetri se sjely jejich levé a pravé predni pneumatiky. Naméfené rozdily: 0.3,
—0.1,0.2, —0.2, 0.2, 0.1. Za predpokladu normality ndhodnych veli¢in, které udavaji ve-
likost opotfebeni pravé a levé pfedni pneumatiky, rozhodnéte, zda se obé pfedni pneu-
matiky sjizdi stejnomérné. Hladinu vyznamnosti volte 90 %.

[nezam.]
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13 Testovani hypotéz

Ptiklad 13.1. Dobrovolnici pfi pokusu odhadovali dobu trvani dvou hodin. Byly ziskany
tyto vysledky (v minutach)

135,108, 152, 139, 145, 126, 95, 176, 138, 149, 110, 166, 152, 143.

Na 5% hladiné vyznamnosti testujte hypotézu, Ze odhad délky ¢asového intervalu je
v téchto podminkach nadhodnoceny.

[zam.]
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Ptiklad 13.2. Je zndmo, Ze rozptyl véku, ve kterém se divky vdavaji je 16. Kolegu soci-
ologa zajimd, zda divky ze Seattlu maji tendenci se vdat dfive nez divky z Puyallupu.
Bylo vybrano po deseti divkach a zjistény nésledujici hodnoty priméra Mg = 22.2 let,
Mp = 25.8. MtiZe sociolog zamitnout hypotézu, Ze se divky z obou mést vdavaji ve
stejném véku? PouZijte hladinu vyznamnosti 0.1.

[ano, mtiZze zamitnout]
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Ptiklad 13.3. U 15 jabloni bylo zjiSténo stafi stromu v letech X a sklizefi Y v roce 1983
(kg)

Na 5% hladiné vyznamnosti rozhodnéte, zda existuje korelace mezi stafim stromu a sklizni
jablek.

[ano]
Testova statistika

T = RXY— Vn —2 ~t(n—2), Ryy = > (v —T)(yi — 7)
V(@i — 1) Yy — 7)*

V1—R%y
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Ptiklad 13.4. Linka méstské autobusové dopravy ma v dobé dopravni Spicky priimeérnou
rychlost v centru mésta 8 km/h. Zjistovalo se, zda by zména trasy vedla ke zvyseni

prameérné rychlosti. Nova trasa byla projeta v desiti ndhodné vybranych dnech a v

dobé dopravni Spicky byly zjistény tyto primeérné rychlosti: 8.5, 9.5, 7.8, 8.2, 9.0, 7.5,

8.2,7.8,9.0, 8.5. Na hladiné vyznamnosti a) 0.01, b) 0.05 zjistéte, jestli zména trasy vede

ke zvySeni priimérné rychlosti za pfedpokladu normélniho rozdéleni psti priamérné

rychlosti.

l[a = nez.,b = zam.
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Ptiklad 13.5. Vyrobce nového léku prohlasuje, Ze v 90 % ptipad ulevi alergikovi po
dobu 8 hodin. V ndhodném vybéru 200 alergikti, kterym byl aplikovan tento 1ék, se
ulevilo 160 z nich. Rozhodnéte, zda prohlaseni vyrobce o ti¢innosti 1éku je opravnéné
na hladiné vyznamnosti 0.01.

[neni opravnéné]
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Ptiklad 13.6. Dva vybéry obsahuji 21, resp. 9 pozorovani s rozptylem 16, resp. 8. Tes-
tujte hypotézu, Ze rozptyl prvni skupiny je vétsi neZ rozptyl druhé skupiny na hladiné
vyznamnosti 0.05.

[nez.]
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Ptiklad 13.7. Ro¢ni teplota mésta je ziskdvédna jako priamér primérnych hodnot tep-
loty kazdy 15. den mésice. Smérodatna odchylka ro¢ni teploty za 100 let méfeni byla
16 °F. Béhem poslednich 15 let byla pfepocitdna hodnota smérodatné odchylky na hod-
notu 10 °F. Testujte hypotézu, Ze teplota ve mésté je méné proménliva nez v minulosti,
pouzijte hladinu vyznamnosti 0.05, resp. 0.01.

[0.05: pokles je signifikantni, 0.01: neni sign.]
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Ptiklad 13.8. Pro bavinénou pfizi je pfedepsdna horni mez variability pevnosti vldkna:
rozptyl pevnosti (kterd ma N (u, 0?)) nema pfekrocit of = 0.36. P¥i zkousce 16 vzorka
byly zjisteny vysledky 2.22, 3.54, 2.37, 1.66, 4.74, 4.82, 3.21, 5.44, 3.23, 4.79, 4.85, 4.05,

Vv s

3.48, 3.89, 4.90, 5.37. Je divod k podezieni na vyssi nestejnomérnost nez je stanoveno?

[zamitdme H, : s = sp = 0.36, proti H; : s > 5o na 5% hlad. vyzn.]
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Domict tikol 13.1. V pokusném testu zadaném v matefskych Skolkdch byl pramérny
pocet ziskanych bodt 74.5 se smérodatnou odchylkou 8 bodt. V jedné konkrétni “su-
perskolce”, kde se testu zticastnilo 200 déti, byl pramérny pocet ziskanych bodt 75.9.
Diskutujte signifikanci tohoto vysledku na hladiné vyznamnosti 0.05, kdyZ pouZijete a)
jednostrannou, b) oboustrannou alternativni hypotézu. Vysvétlete své zavéry na zdkladé
téchto testt.

[je signif. v obou testech]

121



PaSt 11 ® KV

Domicti 1ikol 13.2. Denni pfirtistky vahy selat byly pfi krmeni smési A : 62, 54, 55, 60, 53,
58, usmeési B : 52, 56, 50, 49, 51. Je mezi nimi rozdil?

[ano, je mezi nimi rozdil]
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14 Opakovani pfed zkouskou

Pisemka z ¢ervna 2003

Piiklad 14.1. Urna obsahuje n kouli, bilé a ¢erné. Byla naplnéna tak, Ze nékdo hodil
nkrat kostkou, kdyz padla “6” vlozil do urny bilou kouli, kdyZ ”6” nepadla, vlozil do
urny ¢ernou kouli. Z takto naplnéné urny byly postupné ndhodné vybrany dvé koule,
pficemZ po prvnim tahu byla vytaZend koule vracena zpét.

a) Jakéa je pravdépodobnost, Ze obé vytaZzené koule byly ¢erné?

b) Ukazalo se, Ze obé vytaZené kule byly bilé. Jaka je pravdépodobnost, Ze urna pfed
timto tahem obsahovala pravé jednu ¢ernou kouli a ostatni bilé?
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Ptiklad 14.2. Nechf (X, X;) je absolutné spojity nahodny vektor s hustotou

zp e m(+22) 5 0 2 > 0

Sy, 22) = {0 jinak.

a) Urcete podminénou hustotu f(z|xs).
b) Urtete podminénou stfedni hodnotu E(5-|X2).

c) Odvod'te distribu¢ni funkci transformované ndhodné veliciny Y = X - Xy.
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Ptiklad 14.3. Jestlize X, X, X3 jsou nezdvislé nahodné veli¢iny se stejnym normalnim
rozdélenim N (0, 1),
a) Vypoctéte korela¢ni koeficient R(1 — 2X; + X5, 34+ 2X; — X3+ X5).

b) Stanovte &tvrty centralni moment F(X; + 2X, + X3)*. [VyuZijte skutetnosti, Ze 3.
centrdlni moment, resp. 4. centrdlni moment rozdéleni N (0, 1) je roven 0, resp. 3.]

c) Urcete pravdépodobnost P(—2 < (4X; —3X,) <5).
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Ptiklad 14.4. Necht X;, X5, ..., X,, je ndhodny vybér z Poissonova rozdéleni Po()).

Pravdépodobnostni funkce Poissonova rozdélenije proi = 1,...,n tvaru
)\"Eie”\/$i! z;=0,1,2,...
p(x;) = .
0 jinak.

a) Urcete charakteristickou funkci ¢ x, (t).
b) Odvod'te charakteristickou funkci vybérového préimeéru X.
¢) Urcete limitu ¢ (t) pro n — oo a déle odvod'te rozptyl tohoto rozdéleni.

d) DokaZte, ze vybérovy primeér je nestrannym odhadem rozptylu Poissonova rozdéleni.
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Néco navic

Regresni pfimka
P¥iklad 15.1. Body proloZte linedrni funkci a urcete rezidudlni soucet ¢tverci.

zi | 40 | 64 | 34 |15 | 57 | 45
v | 3346|2312 56 | 40
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