Nerovnosti
Cauchyho—Schwartzova—Bunakovského nerovnost

Nechtf X7, X5 jsou ndhodné veliciny. Jestlize existuji jejich stfedni hodnoty a rozptyly, pak

C(X1, X2)| < v/D(X1)V/D(Xa), tj. [R(X1, X2)| <1

Markovova nerovnost

Jestlize je P(X > 0) =1 a F(X) existuje, pak pro vSechna ¢ > 0 plat{

1
P(X >eE(X)) < -
1. Nechf X je nezdpornd nadhodnd veli¢ina, E(X) = 6.
(a) Jeslize rozlozeni ndhodné veliciny X nezndme, odhadnéte P(X > 39) [<1/3]
(b) Jestlize X ~ Ex(1/§), vypoctéte P(X > 39) [0,04979]

2. Stfedni hodnota poc¢tu sluneénych dni béhem roku v jisté oblasti je 90. Odhadnéte pravdépodobnost
toho, ze v této oblasti bude béhem roku maximélné 240 slune¢nych dni. [> 0.625]

CebysSevova nerovnost

Jestlize existuji E(X) a D(X), pak pro kazdé ¢t > 0 plati:

D(X)
$2

P(IX — E(X)| > t) <

3. Nechf X je nezaporna nadhodné velicina se stfedni hodnotou p a rozptylem o?.

(a) Kdyz neznate jeji rozlozeni, odhadnéte pravdépodobnost P(|X — u| > 30). [<1/9]
(b) Ma-li X norméln{ rozdéleni, tedy X ~ N(u,0?), vypoctéte pravdépodobnost P(|X — u| >
30). [0.0027]

4. Zasilka obsahuje 3000 vyrobku ur¢itého typu. Je zndmo, ze pravdépodobnost zhotoveni vadného
vyrobku tohoto typu je 0,04.

(a) Odhadnéte pravdépodobnost, ze absolutni odchylka podilu vadnych vyrobku v zisilce a
pravdépodobnosti vyrobeni vadného vyrobku bude mensi nez 1 %. [> 0,872

(b) Jak se zmeéni vysledek, jestlize pravdépodobnost vyrobeni zmetku bude 0,004 a jestlize
zésilka bude obsahovat 30000 vyrobku? [> 0,9987]

5. Odhadnéte pravdépodobnost s jakou bude pocet Sestek, které padnou na idedlni kostce v 1000
nezavislych hodech, lezet v mezich od 147 do 186. [> 0,6528]

Pokud se priklad pocita pomoci Moivre—Laplaceovy véty (nize), tak vyjde P(147 < X < 186) =
0,904



Zakon velkych cisel a centralni liminti véty

Konvergence ndhodnych veli¢in

Necht Xp,Xs,... je posloupnost ndhodnych velicin s distribuénimi funkcemi
Fi(z1), Fa(x2),... a X ndhodnd velicina s distribuéni funkci F(z). Necht jsou vsechny
tyto veliciny definovany na témze pravdépodobnostnim prostoru (£, A, P). Rekneme, ze
posloupnost X1, Xs,... konverguje k X

(a) jisté, praveé kdyz pro vSechna w € Q plati

lim X, (w) = X(w)

(b) podle pravdépodobnosti, pravé kdyz pro vsechna £ > 0 plati

lim P(| X, — X|>¢)=0

(c) v distribuci (podle rozlozeni), pravé kdyz pro vsechna = € R plati

lim F,(z) = F(x)

n—oo
v kazdém bodeé spojitosti funkce F'(z).
Slaby zakon velkych ¢isel
Cebysevova véta: Nechf X1, Xo,... jsou nekorelované nghodné veli¢iny jejichz stfedni
hodnoty spliuji vztah
R
Jim_ ~ Z;E(Xi) =
1=

a rozptyly jsou shora ohranicené tymz ¢islem 0. Pak posloupnost aritmetickych primeéru

1< 1
{X1,2;Xi,...n;)g,...}

konverguje podle pravdépodobnosti k ¢islu p.

Bernoulliova véta: Necht je ddna nahodnd veli¢ina Y, ~ Bi(n,0), pak posloupnost

relativnich ¢etnosti v v
2 n
Yi,—, ..., —,...
Y1, 5 e

konverguje podle pravdépodobnosti k parametru 6.

Centralni limitni véta a jeji disledky

Lindebergova—Lévyova centralni limitni véta: Nechf X7, X5, ... je posloupnost sto-
chasticky nezévislych ndhodnych veli¢in se stejnym rozlozenim, E(X;) = u, D(X;) = o2,
1 =1,2,.... Pak posloupnost standardizovanych souctu

n 0o

S Xi—nu

i=1

ay/n

n=1

konverguje v distribuci ke standardizované normélni nahodné veli¢iné.

6. Dlouhodobym pozorovanim bylo zjisténo, ze doba potiebnd k objeveni a odstranéni poruchy



8.

10.

11.

stroje — ndhodn4a veli¢ina X; — ma stfedni hodnotu F(X;) = 40 minut a rozptyl D(X;) = 900
minut. Jakou dobu si vyzada objeveni a odstraneni 100 poruch, jestlize zaddme, aby tato hodnota
nebyla s pravdépodobnosti 0,95 pirekroc¢ena? [74,89 h]

Je zndmo, ze rozlozeni IQ v populace je normélni se stfedni hodnotou 100 bodu a smérodatnou
odchylkou 15 bodu. Jedinec, ktery mé 1Q nad 130 bodi, je oznacen jako vysoce inteligentni.

(a) Jakd je pravdépodobnost, Zze z populace ndhodné vybereme vysoce inteligentniho jedince?
[0.02275]

(b) Jestlize nezéavisle na sobé vybereme 10 jedincu z populace, jakd bude pravdépodobnost, ze
alespon jeden z nich bude vysoce inteligentni? [0.2056]

Moivre-Laplaceova véta: Nechf Y7,Ys,... je posloupnost stochasticky nezdvislych
ndhodnych veli¢in, Y,, ~ Bi(n,0), n = 1,2... Pak posloupnost standardizovanych

nahodnych veli¢in
o0
{ Y, —nb }
n-6(1—-0))
konverguje v distribuci ke standardizované nahodné veli¢iné U ~ N (0, 1).

Pozn.: Aproximace se povazuje za vyhovujici, jsou-li splnény podminky

1 n
f(1—0 — <0
nb( )>9 a n+1< <nle

Pravdépodobnost narozeni chlapce je 0,515. Jaké je pravdépodobnost, ze mezi 10000 novorozenci
bude

a) vice dévéat nez chlapceu; [0,00135]
b) chlapct od 5000 do 5300; [0,9973]
c¢) relativni éetnost chlapcu v mezich od 0,515 do 0,517 [0,15542]
Vime, ze v jisté oblasti je 80 % domécnosti vybaveno videem. Vylosujeme 900 domécnosti. Jaky
bude s pravdépodobnosti 0.95 pocet vybranych doméacnosti, které vlastni video? [739]
Poissonova véta: Necht Y7,Ys,... je posloupnost stochasticky nezdvislych ndhodnych
veli¢in, Y,, ~ Bi(n,0,),n=1,2... anecht plat{ lim n#,, = \. Pak posloupnost Y7, Y>, ...

n—0oo

konverguje v distribuci k ndhodné veli¢iné Y ~ Po(\), tj. pro vSechna y = 0, 1,2, ... plati:

>

y
lim P(Y, <vy) :Zt—
t=0

Pozn.: Aproximace se povazuje za vyhovujici, jsou-li splnény podminky n > 30 a 6 <0, 1.

Je-1i v populaci 1% levéku, jakd je pravdépodobnost, Ze mezi 200 vybranymi lidmi budou prave
4 levaci, resp. alespon 4 levaci? [0.0902, 0.1429]

Béhem zkousky spolehlivosti se vyrobek porouchd s pravdépodobnosti 6§ = 0.05. Jaka je pravdépo-
dobnost, ze pii zkouSeni 100 vyrobku se jich porouchd alespon 5. [0,55951]



