Dopliikky z multilinearni algebry.
K prednasce Diferencidlni geometrie krivek a ploch.

Necht V' znaci realny vektorovy prostor. Bilinedrni formouna V nazyvame zobrazeni
h:V xV — R spliujici
h(vy + vg, w) = h(vy,w) + h(ve,w) pro vSechna vy, ve, w €V,
h(v,wy + wy) = h(v,wy) + h(v,wy) pro vechna v, wy, ws € V,
h(av,w) = ah(v,w) pro vSechna v,w € V aa € R,
h(v,aw) = ah(v,w) pro vSechna v,w € V a a € R.
Bilinearni forma h se nazyva symetricka, jestlize
h(v,w) = h(w,v) pro viechna v,w € V.
Kuvadratickou formou na vektorovém prostoru V nazyvame zobrazeni ® : V' — R
takové, ze
®(av) = a*®(v) pro viechnav € V aa € R,

1
b(v,w) = 5 [@(v+w) — ®(v) — ®(w)] je symetrickd bilinedrni forma.

Ozna¢me B,(V') mnozinu vSech symetrickych bilinedrnich forem na V' a Q(V') mno-
zinu vSech kvadratickych forem na V. Snadno je vidét, Ze na obou téchto mnozinach
mizeme (pomoci standardniho séitani a nasobeni ¢islem) zavést strukturu realného
vektorového prostoru. Ukazeme nyni, Zze vektorové prostory B,(V) a Q(V') jsou iso-
morfni. Definujme line4drni zobrazeni

a: Bs(V) — Q(V) pfedpisem (ah)(v) = h(v,v),

B:Q(V) — B.(V) piedpisem (5B)(v, w) — %[@(v ) — B(v) — B(w)].

(a(B®))(v) = (B2)(v,v) = %[@(21;) —29(v)| = %[4@(1;) —20(v)] = ®(v),
(B(h))(v,10) = 3 [(ah)(w + ) — (ah)(v) — (ah)(u)] =

= %[h(v + w,v 4+ w) — h(v,v) — h(w, w)] = h(v,w).

Vidime tak, ze a a § jsou vzajemné inversni isomorfismy.
S pomoci vyse uvedenych isomorfismi budeme symetrické bilinearni formy a kvad-
ratické formy ztotoznovat.

Asymptotické vektory a asymptotické sméry.

Definice. Bud V realny vektorovy prostor a h symetricka bilinearni forma na V. Vek-
tor v € V nazveme asymptoticky vektor (vici h) jestlize h(v,v) = 0. Jednorozmérny
podprostor ve V nazveme asymptotickym smerem, jestlize vSechny vektory v ném lezici
jsou asymptotické. Poznamenejme, zZe misto asymptoticky se casto tika isotropni.
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Odtud dale budeme predpokladat, ze dim V' = 2.

Véta 0.1. Jestlize symetricka bilinedrni forma h md tri asymptotické sméry, potom

h =0.

Diikaz. Budte v,w € V dva vektory urcujici dva rtzné asymptotické sméry. Ziejmé
vektory v, w tvori basi prostoru V. Jestlize existuje tfeti asymptoticky smér, potom je
urcen vektorem av + bw, kde a # 0 a b # 0. Mame

h(v,v) =0, h(w,w)=0.
Dale potom dostavame
h(av + bw, av + bw) = 0,
2abh(v,w) = 0.
Protoze a # 0 a b # 0, mame h(v,w) = 0. Je tedy nutné h = 0. O
Vidime tak, Ze nenulova symetrickd bilinedrni forma muize mit maximéalné dva
asymptotické smeéry.

Budeme nyni zkoumat determinant symetrické bilinearni formy. Bud h takova forma
a bud vy, vy base prostoru V. Nyni miizeme definovat

hi1 = h(vhvl), hig = h(vl,vz), hay = h(vz,vl), hay = h(vz,vz),
hi1 hiz hir haz
H= , det H =
(hm lm) ¢ hor has
Zvolime-li jinou basi 01, v definujeme podobné

Iy = h(o1,91), i = h(0,0s), hoy = W(T2,01),  has = h(Bz,Ba),

i— <fb11 7}12> 7 det [T = hi hao

h21 h22 21 h22

Na prikladech se mizeme snadno presvédcit, ze vyse uvedeny determinant zavisi na
volbé& base a obecné det H # det H. Zadny pojem jako determinant symetrické biline-

arni formy tedy nejde zavést. Nicméné, jak ihned uvidime, alespon néco z uvazovaného
determinantu na volbé base nezavisi. Je to jeho znaménko. Pisme

2
U = g Cik Uk,
=1

kde

je matice prechodu. Mame potom
2 2 2
hij = h(0;,0;) = h(y cixvg, chﬂ)z) = Z cikhricj = Z Cikhklcfj7
k=1 1=1 ij=1 ij=1
kde cgj znacl prvek transponované matice C’ k matici C. Piedchozi rovnost muzZzeme
zapsat v maticovém tvaru

H=CHC'.



Odtud potom plyne
det f = det C det H det C" = det H - (det C)>.

Je tedy zfejmé, ze jestlize det H > 0 (resp. det H = 0, resp. det H < 0), potom rovnéz
det H > 0 (resp. det H = 0, resp. det H < 0).

Nyni jsme dostatecné technicky vybaveni, abychom mohli fici kolik ma dana syme-
trickéd bilinearni forma asymptotickych smért.

Véta 0.2. Nenulovd symetrickd bilinedrni forma h md dva asymptotické sméry praveé
tehdy, kdyz det h < 0.

Diikaz. Predpokladejme nejprve, ze h ma dva asymptotické sméry. V kazdém smeéru
vybereme nenulovy vektor a dostavame tak basi v,w sestavajici z asymptotickych
vektort. Uvédomme si, Ze potom h(v,w) # 0. Jinak by totiz forma h byla nulova.
Potom mame

= —h(v,w)* < 0.

h(w,v) h(w,w)|  |h(v,w) 0

Nyni pfedpokladejme, ze det h < 0. Zvolme libovolnou basi vy, v5 prostoru V. Vektor
T1v1 + Tovy je asymptoticky prave tehdy, kdyz

h(v,v) h(v,w)’_‘ 0  h(v,w)

h(z1v1 + T2vg, 101 + Tav9) = 0
hlle + 2hi9T129 + hggl’% =0.
Hledejme asymptotické vektory s o = 1. Posledni rovnice ma potom tvar
h1127 + 2Rh1ow1 + hog = 0
a jeji diskriminant je roven
4h3, — 4hy1hgy = —4(hi1hgay — h2y) > 0.
Rovnice tedy ma dva riizné realné koteny £ a 1 a my dostavame dva linearné nezavislé

asymptotické vektory £v; 4+ vy a nu; 4+ vy. Tim je dikaz ukoncen. O

Véta 0.3. Nenulovd symetrickd bilinedrni forma h md jediny asymptoticky smeér prave

tehdy, kdyz det h = 0.

Diikaz. Predpokladejme, ze forma h ma jediny asymptoticky smér urceny vektorem
v # 0. UkdZeme, Ze potom pro kazdy vektor w € V plati h(v, w) = 0. Pfedpoklddejme,
ze existuje vektor w # 0 takovy, ze h(v,w) # 0. Plati h(w,w) # 0, nebot forma h
nema dalsi asymptoticky smér. Potom mame

h(z1v 4 Tow, 110 + 2ow) = 211250 (v, w) + T3h(w, w) = 13[271h(v, W) + T2 (W, W)].

Zvolime-li nyni z; = (1/2)h(w,w) a 9 = —h(v,w), dostavame dalsi asymptoticky
smér, coz je spor. Je tedy h(v,w) = 0 pro vSechna w € V. Forma h je tedy singularni
a tudiz det h = 0.

Nyni predpokladejme, ze det h = 0. Znamena to, ze forma h je singularni a tedy
existuje vektor v # 0 takovy, Ze pro vSechna v’ € V je h(v,v’) = 0. Zvolme vektor w
tak, aby vektory v, w tvorily basi. Nyni mame

h(z1v + Tow, 110 + 2ow) = T3h(W, W).
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Ziejmé h(w,w) # 0. Jinak by totiz forma h byla nulova. Vidime tak, ze vektor zyv-+zow
urcuje asymptoticky smér prave tehdy, kdyz x5 = 0. Odtud plyne, Ze forma h mé jediny
asymptoticky smeér. U

Nasledujici vétu tedy uz neni tfeba dokazovat.

Véta 0.4. Nenulovd symetricka bilinearni forma h nema Zdadny asymptoticky smeér
praveé tehdy, kdyz det h > 0.

Vlastni ¢isla a vlastni vektory.

Ptipomenme, ze symetricka bilinearni forma h se nazyva regularni, jestlize ke kaz-
dému vektoru v # 0 existuje vektor w takovy, ze h(v,w) # 0. (Samoziejmé je potom
w # 0.) Snadno se muzeme presvéCit, ze h je reguldrni pravé kdyz det h # 0. Mu-
zeme ale nalézt i jinou podminku ekvivalentni regularité. Jasné je, ze kazda bilinearni
forma h urcuje linearni zobrazeni oy, : V' — V*. (V* oznacuje duélni prostor k pro-
storu V', tj. prostor linedrnich forem na V.) Definujeme (a4, (v))(w) = h(v,w). Je-li
forma h regulérni, potom pro kazdé v # 0 je linedrni forma ay,(v) nenulova (staci do
ni dosadit w takové, ze h(v,w) # 0) a tedy linearni zobrazeni «y, je prosté. Protoze
dimV = dim V*, plyne odtud, Ze ay, je isomorfismus. Snadno se dokaze i obracené
tvrzeni. Dokazali jsme tak nésledujici lemma.

Lemma 0.5. Bilinedrni forma je requldrni pravé kdyzZ s ni asociované linedrni zobra-
zeni ay, : V. — V* je isomorfismus.

V dalsim uvazujme dvé symetrické bilinearni formy ¢ a h. Budeme predpokladat,
ze forma g je positivné definitni (a tedy regularni). (O formé h nic takového nepied-
poklddame.) Dostéavame tak dvé linearni zobrazeni

v 2y ey

Protoze g je reguldrni, je o, isomorhismus a existuje tedy k nému inversni isomorfismus.
MiiZzeme tak definovat linedrni zobrazeni A : V. — V predpisem A = ()" o ay.

Snadno nyni vidime, ze pro kazdé v, w plati

h(v,w) = g(Av, w).
Navic muzeme snadno dokazat, Ze linearni zobrazeni A je predchozi rovnosti jed-
nozna¢né urceno. Predpoklddejme, Ze mame linearni zobrazeni A a B takova, ze
h(v,w) = g(Av,w) a zéroven h(v,w) = g(bv,w). Potom

g(Av,w) = g(Bv,w)

9((A = B)v,w) =0
pro vSechny vektory v,w € V. Protoze forma ¢ je regularni, je (A — B)v = 0 pro

vsechny vektory v € V. Tedy A = B.

Lemma 0.6. Linedrni zobrazeni A je symetrické (vici bilinedrni formé g), tj. pro
vsechna v,w € V' plati

g(Av,w) = g(v, Aw).



Dukaz.
9(Av, w) = h(v,w) = h(w, v) = g(Aw, v) = g(v, Aw).
O

Pripomenme, ze realné cislo A\ se nazyva vlastnim cislem linedrniho zobrazeni L,
jestlize existuje nenulovy vektor u € V takovy, ze

Lv = M.

Protoze uvazujeme realny vektorovy prostor a realna vlastni ¢isla, linearni zobrazeni
obecné nemusi mit zadné vlastni ¢islo. (Jinak je tomu u komplexnich vektorovych
prostori a komplexnich vlastnich ¢isel. V takové situaci vlastni ¢islo vzdy existuje.)
Ukéazeme nyni, ze vySe zavedené linedrni zobrazeni A (diky jeho symetri¢nosti) vzdy
ma realné vlastni ¢islo. Positivné definitni symetricka bilinearni forma neni nic jiného
nez skalarni soucin. Zvolme ortonormélni basi eq, e (viéi g). Mame tedy

gler,er) =1, gler,ea) = gles,e1) =0, g(ea, en) = 1.
Pisme
Aeq = ajre1 + agey
Aey = agrer + axne;
Snadno potom dostavame
g(Aey, e3) = gley, Aey)
g(arier + arzes, €2) = g(eq, agier + agoes)
a12 = G21-
Hledejme vlastni ¢islo A\ a vlastni vektor u = z1e; + z9e5. Musi platit
A(z1e1 + x9€9) = Nx1€1 + T2€9)
r1(ar1er + a12e2) + xa(azer + axnes) = Axier + Axges
(a1121 + ag1z2)er + (a1221 + agxa)es = Azie; + Axzes.
Srovnanim koeficientl u e; a e; dostavame soustavu rovnic
(a1 — N)x1 + ajpxs =0
a1 + (age — N)xy =0,

Protoze vlastni vektor musi byt nenulovy, potfebujeme, aby tato homogenni soustava
meéla netrividlni feseni. To nastane pravé tehdy, kdyz

a;; — A 12
Q12 agy — A

o

A je vlastnim cislem pravé tehdy, kdyz je kofenem rovnice
2% — (a1 + ag2)x + (ar1a2s — afy) = 0.
Diskriminant této kvadratické rovnice je roven

D = (041 + a22)2 — 4(&11(1,22 — CL%Q) = (an — a22)2 + 4@%2 Z 0
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Rovnice tedy mé alesponi jeden readlny kofen, maximalné viak dva realné koreny. Re-
Senim vySe uvedeného homogenniho systému (kde A je vlastni ¢islo) potom ziskame
vlastni vektor. Dokazali jsme tak nésledujici vétu.

Véta 0.7. Symetrické (vici formé g) linedrni zobrazeni A md alesporn jedno redlné
vlastni c¢islo, maximalné vsak dvé ruznd redlnd vlastni c¢isla.

Predpoklddejme nejprve, ze A méa dvé ruzné vlastni éisla A # p a budte v a w
prislusné vlastni vektory. Potom mame

Ag(v,w) = g(Av, w) = g(Av,w) = g(v, Aw) = g(v, pw) = pg(v, w).
Odtud plyne g(v,w) = 0, neboli zZe vektory v a w jsou k sobé& kolmé.
Dale pfedpokladejme, ze A mé jediné vlastni ¢islo A a bud v prislusny vlastni vektor.
Vezméme nenulovy vektor w kolmy k vektoru v, tj. takovy, ze g(v, w) = 0 Potom mame

g(v, Aw) = g(Av,w) = Ag(v,w) = 0,

coz ukazuje, ze rovnéz vektor Aw je kolmy k vektoru v. Protoze dim V' = 2 znamena to,
ze existuje realné cislo pu takové, ze Aw = pw. Vidime, ze u je vlastni ¢islo linearniho
zobrazeni A. Protoze ale podle predpokladu A ma jediné vlastni ¢islo, je u = A.
Vidime tak, ze A = A, kde [ znaci identické zobrazeni. Kazdy nenulovy vektor je
potom vlastnim vektorem.



