Téma 6: Parametrické ulohy o jednom nahodném vybéru

Ukol 1.: Vlastnosti vybérového priméru z normalniho rozloZeni

Ptedpokladejme, Ze velky ro¢nik na vysoké Skole ma vysledky ze statistiky normalné
rozlozeny kolem stfedni hodnoty 72 bodt se smérodatnou odchylkou 9 bodii. Najdéte
pravdépodobnost, Ze primér vysledk ndhodného vybéru 10 studentti bude vétsi nez 80 bodii.

Navod:
X1, ..., Xj0 je ndhodny vybér z N(72, 81). Pocitame P(M > 80), pfi¢emz vybérovy primér M
2
o” _8l1
ma normalni rozlozeni se stfedni hodnotou E(M) = p = 72 a rozptylem D(M) = — = 0 =

8,1 (viz skripta Zakladni statistické metody, véta 6.1.1.1., bod 2).

Tedy P(M > 80) =1 - P(M < 80) =1 — ®(80), kde ®©(80) je hodnota distribu¢ni funkce
rozlozeni N(72; 8,1) v bodé¢ 80.

Vytvotfime datovy soubor o jedné proménné a o jednom piipadu. Do Dlouhého jména této
proménné napiSeme =1 — INormal(80;72;sqrt(8,1)). Zjistime, ze 1 - ®(80) = 0,00247005.
Funkce INormal(x;p;0) pocitd hodnotu distribu¢ni funkce rozlozeni N(M,Gz) v bod¢ x.
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Ukol 2.: Vlastnosti vybérového priiméru z alternativniho rozloZeni

Mezi americkymi voli¢i 60% osob voli republikany a 40% demokraty. Jaka je
pravdépodobnost, ze v ndhodném vybéru 100 americkych voli¢ii budou voli¢i republikénti
v men$iné? Vypocet proved'te jak piesné, tak pomoci aproximace normalnim rozlozenim.

Navod:
X1, ..., Xj00 je ndhodny vybér z A(0,6), X; = 1, kdyz i-t4 osoba voli republikany,
Xi=0jinak, 1= 1, ..., 100. Zavedeme statistiku Y90 = X; + ... + Xj00, Y100 ~ Bi(100; 0,6) (viz
skripta Teorie pravdépodobnosti a matematicka statistika, sbirka ptiklada, priklad 8.10.),
E(Y100) = nd = 100.0,6 =60 , D(Y,4,) = n9(1 —9) =100.0,6.0,4 = 24 Oznacme @;oo(y)

o . o Y (100 )
distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny Yoo, @40 (y) = Z[t j0,6t0,4100 "

t=0

Ptesny vypocet: P(Y 100 < 50) = P(Y100<49) = ®100(49) = 0,016761686.
Vytvotime datovy soubor o jedné proménné a o jednom piipadu. Do Dlouhého jména této
proménné napiseme =IBinom(49;0,6;100). Funkce IBinom(x;p;n) pocitad hodnotu distribu¢ni
funkce rozlozeni Bi(n,p) v bod¢ x.
Ptiblizny vypocet: uzijeme dasledek Moivreovy - Laplaceovy integralni véty (viz skripta
Zakladni statistické metody, véta 6.3.1.1.). Nejdiive ovéfime splnéni podminky dobré
aproximace nd (1- 9)= 100.0,6.0,4 =24 > 9. Podminka je splnéna.
P(Y100 <50) =P(Y100<49) =®(49), kde ®(49) je hodnota distribuéni funkce rozlozeni
N(60; 24) v bodé¢ 80.
Vytvotime datovy soubor o jedné proménné a o jednom piipadu. Do Dlouhého jména této
proménné napiSeme =INormal(49;60;sqrt(24)).
Zjistime, Ze ©(49) =0,012372.



Ptesny vypocet Aproximativni vypocet
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Ukol 3.: Intervaly spolehlivosti pro parametry ., 6> normalniho rozloZeni

Z populace stejné starych selat téhoz plemene bylo vylosovéano Sest selat a po dobu ptl roku

jim byla podavéna taz vykrmna dieta. Byly zaznamenavany primérné denni ptirtstky

hmotnosti v Dg. Z diivéjSich pokusii je zndmo , Ze v populaci mivaji takové piiristky

normalni rozlozeni, avsak stfedni hodnota i rozptyl se ménivaji. Piirtstky v Dg: 62, 54, 55,

60, 53, 58.

a) Najdéte 95% empiricky levostranny interval spolehlivosti pro nezndmou stfedni hodnotu
1 pfi neznamé smérodatné odchylce o.

b) Najdéte 95% empiricky interval spolehlivosti pro smérodatnou odchylku .

Navod:

Vytvotime datovy soubor o 4 proménnych a 6 ptipadech. Prvni proménnou nazveme
hmotnost, druhou dm1, tfeti dm2 a ¢tvrtou hm2. Do proménné hmotnost zapiSeme zjiSténé
udaje. Pomoci Popisnych statistik zjistime realizace vybérového priméru a vybérové
smerodatné odchylky.

Popisné statistiky
Proménna | Primér |Sm. odch.
hmotnost | 57,00000 3,577709

ad a) Dolni mez 100(1-a)% empirického levostranného intervalu spolehlivosti pro p pfi

., . S . . , e e y
nezndmém 07 je m-— —t,, (n - 1) (viz skripta Zakladni statistické metody, véta 6.1.2.1.,

Jn

bod 2 b), tedy v nasem ptipadé 57 — 3,577709

J6
Do Dlouhého jména proménné dm1 zapiSeme vyraz = 57 — 3,577709*

VStudent(0,95;5)/sqrt(6) Funkce VStudent(x;df) pocita x-kvantil rozloZeni t(df).
Dostaneme vysledek 54,05682, tedy pu > 54,06 Dg s pravdépodobnosti aspon 0,95.

t.05(5) = 54,06

ad b) Meze 100(1-a)% empirického oboustranny intervalu spolehlivosti pro ¢ pii nezndmém
vn-=1Is  «n-lIs
\/Xlz—(x/Z(n_l) \/Xé/z(n_l)

bod 3 a — nutno odmocnit).

Do Dlouhého jména proménné dm?2 zapiSeme vyraz =3,577709*sqrt(5)/sqrt(VChi2(0,975;5)).
Vyjde 2,233235. Podobné do Dlouhého jména proménné hm2 zapiSeme vyraz
=3,577709*sqrt(5)/sqrt(VChi2(0,025;5)) Vyjde 8,774739 . Funkce VChi2(x;nu) pocita x-
kvantil rozlozeni y*(nu).

Dostaneme vysledek: 2,23 g <o < 8,77 g s pravdépodobnosti aspoii 0,95.

1 jsou (viz skripta Zakladni statistické metody, véta 6.1.2.1.,




1 2 3
dm1 dm?2 hm2
54,05683 2,233235 8,774739

—_

Ukol 4.: Interval spolehlivosti pro rozdil parametri p, - |, dvourozmérného normalniho
rozlozZeni

Bylo vylosovano 6 vrhi selat a z nich vzdy dva sourozenci. Jeden z nich vzdy dostal ndhodné
dietu ¢. 1 a druhy dietu €. 2. Pfirtstky v Dg jsou nasledujici: (62,52), (54,56), (55,49), (60,50),
(53,51), (58,50). Za ptedpokladu, ze uvedené dvojice tvoii nahodny vybér z dvourozmérného
normalniho rozlozeni s vektorem stfednich hodnot (., 12), sestrojte 95% interval
spolehlivosti pro rozdil stiednich hodnot.

Navod:

Vytvotime datovy soubor o tiech proménnych a Sesti pfipadech. Do proménnych v1 a v2
zapiSeme namétené prirtstky, do proménné v3 ulozime rozdily v1 - v2.

Ve STATISTICE je implementovan vypocet oboustranného intervalu spolehlivosti pro ,
kdyZ 0% nezname (viz skripta Zakladni statistické metody, véta 6.1.2.1., bod 2 a). Pomoci
Popisnych statistik zjistime meze 95% intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu proménné
v3 tak, ze zaSkrtneme Meze spoleh. prim.

Popisné statistiky

Int. spolehl. | Int. spolehl.
Proménna | -95,000% +95,000%
Prom3 0,626461 10,70687

Dostaneme vysledek: 0,63 Dg < < 10,71 Dg s pravdépodobnosti aspon 0,95.

Ukol 5.: Asymptoticky interval spolehlivosti pro parametr 9 alternativniho rozloZeni
Muze politicka strana, pro niz se v pfedvolebnim prizkumu vyslovilo 60 z 1000 dotazanych
osob, ocekavat se spolehlivosti asponi 0,95, Ze by v této dob€ ve volbach piekrocila 5%
hranici pro vstup do parlamentu?

Navod:

Zavedeme nahodné veli€iny X, ..., X000, pfiemz X; = 1, kdyz i-ta osoba se vyslovi pro
danou politickou stranu a X; = 0 jinak, i =1, ..., 1000. Tyto ndhodné veli¢iny tvoii ndhodny
vybér z rozlozeni A(9 ). V tomto ptipadé n = 1000, m = 60/1000 = 0,06, o. = 0,05, u;.¢ = U 95
=1,645.

Ovéteni podminky nd (1- 9) > 9: parametr 9 nezname, musime ho nahradit vybérovym
prumérem. Pak 1000.0,06.0,94 = 56,4 > 9.

95% levostranny interval spolehlivosti pro 9 je

(m ~ ,m— [l_mju - 00] = (0,06 - /% [10;00’06ju0,95 ; OOJ (viz skripta Zakladni statistické
n

metody, dasledek 6.3.2.2.)

Vytvotime datovy soubor o jedné proménné a o jednom piipadu. Do Dlouhého jména této
proménné napiSeme =0,06-sqrt(0,06*0,94/1000)*VNormal(0,95;0;1). Vyjde 0,047647.

S pravdépodobnosti piiblizné 0,95 tedy & > 0,03. ProtoZe tento interval zahrnuje i hodnoty
niz$i nez 0,05, nelze vyloucit, Ze strana ziska méné nez 5% hlast.



Ukol 6.: Testovani hypotézy o parametru p normalniho rozloZeni

Systematicka chyba méfticiho ptistroje se eliminuje nastavenim pfistroje a méfenim etalonu,
jehoz spravna hodnota je p = 10,00. Nezavislymi méfenimi za stejnych podminek byly
ziskany hodnoty: 10,24 10,12 9,91 10,19 9,78 10,14 9,86 10,17 10,05, které povazujeme
za realizace ndhodného vybéru rozsahu 9 z rozlozeni N(p, 6%). Je mozné pii riziku 0,05
vysvétlit odchylky od hodnoty 10,00 pisobenim ndhodnych vliva?

Navod:

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujeme hypotézu Hy: p = 10 proti oboustranné alternativé H;:
p# 10. Jde o tlohu na jednovybérovy t-test (viz skripta Zakladni statistické metody, navod
6.1.4.2.). Ten je ve STATISTICE implementovan. Vytvoiime datovy soubor o jedné
proménné a deviti pfipadech, kam zapiSeme naméfené hodnoty. V Zékladnich
statistikach/tabulkach vybereme t-test, samostatny vzorek. Do Referenénich hodnot zapiSeme
10. Ve vystupu se podivame na hodnotu testového kritéria a na p-hodnotu. Pokud p-hodnota
bude mensi nebo rovna 0,05, zamitneme hypotézu Hy: pn = 10 ve prospéch oboustranné
alternativni hypotézy H;: p # 10 na hladiné vyznamnosti 0,05. V opa¢ném piipad¢é Hy
nezamitame. V naSem piipad¢ je

Test pramért vici referenéni konstanté (hodnoté)

Primeér |Sm.odch. |N|Sm.chyba |Referenéni t SV p
Proménna konstanta
Prom1 10,05111 0,162669 9 0,054223  10,00000 0,942611 8 0,373470

Protoze p-hodnota 0,373470 > 0,05 nulovou hypotézu nezamitdme na hladin€ vyznamnosti
0,05. S rizikem omylu nejvyse 5% lze tedy odchylky od hodnoty 10 vysvétlit plisobenim
nahodnych vlivi.

VSimnéme si jeSté¢ hodnoty testového kriteria: t,=0,942611. Kriticky obor

W= (_ 0, =1 _4/2 (n - 1)> O <t1—a/2 (n - 1), °°) = (_ 0, = 1) 475 (8)> O <t0,975 (8), °°) =
= (- 0,~2,306) 0 (2,306, 0)

Protoze t, [l W, nezamitdme na hladin¢ vyznamnosti 0,05 hypotézu H,, .

Ukol 7.: Testovani hypotézy o rozdil parametrii p; - 11, dvourozmérného normalniho
rozloZeni

Pro data z ukolu 4. testujte na hladin¢ vyznamnosti 0,05 hypotézu, ze obé vykrmné diety maji
stejny vliv.

Navod: Ozna¢me p = p; - [p. Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujeme hypotézu Hy: p =0
proti oboustranné alternativé H;: p # 0. Jde o tillohu na parovy t-test (viz skripta Zakladni
statistické metody, odstavec 6.2.2.). Ten je ve STATISTICE implementovan.Vytvotime
datovy soubor o dvou proménnych a Sesti piipadech. Do proménnych v1 a v2 zapiSeme
namétené prirtstky. V Zékladnich statistikach/tabulkach vybereme t-test, zavislé vzorky.
Zadame ndzvy obou proménnych a ve vystupu se podivame na hodnotu testového kritéria a na
p-hodnotu.



t-test pro zavislé vzorky

Ozna€. rozdily jsou vyznamné na hlad. p <,05000

Prdmér |Sm.odch. |[N| Rozdil |Sm.odch. t SV p
Proménna rozdilu
Prom1 57,00000 3,577709
Prom2 51,33333] 2,503331|| 6/ 5,666667 4,802777 2,890087 5 0,034183

ProtoZe p-hodnota 0,034183 < 0,05 zamitame hypotézu Hy: p = 0 ve prospéch alternativni
hypotézy H;: u # 0 na hladin€ vyznamnosti 0,05. Znamena to, ze jsme s rizikem omylu
nejvyse 5% prokazali rozdil v G€innosti obou vykrmnych diet.

Vsimnéme si jesté hodnoty testového kriteria: t,=2,890087. Kriticky obor

W= (_ ©,= tl—a/z(n - 1)> N <t1—a/2(n —1),oo) = (_ 00, =t 975 (5)> o <t0,975 (5),oo) =
= (~ 00,~2,5706) 0 (2,5706, )

Protoze t, [l W, zamitdme na hladiné¢ vyznamnosti 0,05 hypotézu H,, .

Ukol 8: Testovani hypotézy o parametru O alternativniho rozloZeni

Urcita cestovni kancelar organizuje zahrani¢ni zajezdy podle individudlnich ptani zakaznik.
Z n¢kolika minulych let vi, Ze 30% vSech takto organizovanych zajezdli ma za cil zemi X. Po
zhorseni politickych podminek v této zemi se cestovni kancelat obava, ze se zajem o tuto
zemi mezi zakazniky snizi. Ze 150 ndhodn¢ vybranych zdkaznikl v tomto roce ma 38 za cil
praveé zemi X. Potvrzuji nejnovejsi data pokles zajmu o tuto zemi? Volte hladinu vyznamnosti
0,05.

Navod:

Mame nahodny vybér Xj, ..., X;so z rozlozeni A(0,3). Testujeme Hy: & = 0,3 proti

levostranné alternativé H;: 9 < 0,3. V tomto piipadé je testovym kritériem statistika
M-c

[e(1-c¢)
n

(viz skripta Zakladni statistické metody, véta 6.3.3.1.). Musime ovéfit splnéni podminky nd

(1- 9)>9:150.0,3.0,7=31,5>9. Vypocteme realizaci testového kritéria:

38 _
m-—c¢C _ 150 033

\/c(l -¢) \/0,3(1 -0,3)
n 150
ProtoZze testové kritérium nepatii do kritického oboru, Hy nezamitdme na asymptotické
hladiné vyznamnosti 0,05. S rizikem omylu nejvyse 5% tedy naSe data neprokazala pokles
z4jmu zakaznikd cestovni kancelare o zemi X.
Vytvofime datovy soubor o dvou proménnych a jednom piipadu. Vypocteme realizaci
testového kritéria tak, Ze do Dlouhého jména prvni proménné zapiSeme odpovidajici vzorec,
tj. =(38/150-0,3)/sqrt(0,3*0,7/150). Do Dlouhé¢ho jména druhé proménné napiseme
=VNormal(0,95;0;1), ¢imz ziskdme kvantil ug g5 a testové kritérium porovndme s opacnou
hodnotou tohoto kvantilu.

T, = , kterd v ptipadé platnosti nulové hypotézy ma asymptoticky rozlozeni N(0,1)

= —1,24722 . Kriticky obor: W = (=0, ~u,_, ) = (-0, ~1,645).

1 2
Prom1 Prom2
-1,24722|1,644854

—_




Protoze testové kritérium neni mensi nez opacné hodnota piisluSného kvantilu, nulovou
hypotézu nezamitdme na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.



