Modely konfliktu

1 Bimaticové hry

Definice 1. Konecnd hra dvou hrdci v normdlnim tvaru (bimaticovd hra) je usprddand ¢tverice
G =(X,Y,u,v), kde X, Y jsou koneéné mnoziny a u, v jsou funkce X x Y — R.

Mnozina X, resp. Y, je mnoZina strategii pruniho, resp. druhého, hrace. Funkce u, resp. v, je
vyplatni funkce proniho, resp. druhého, hrace.

Ponévadz mnoziny X, Y jsou konecné, lze polozit X = {1,2,...,n} a ¥ = {1,2,...,m}.
Oznaéme a;; = u(i, j), byj = v(3, ),

ailr a2 A1m b1 b12 bim

az1 Q22 ... G2m ba1  bao bam
A= . . . . ) B=

anl an2 Anm bml bm2 bnm

a dale e; vektor, jehoz vsechny slozky jsou nulové s vyjimkou i-té, ktera je rovna 1; jedna se tedy
0 i-tj prvek standardni baze vektorového prostoru R¥, jeho# dimenze k bude déna kontextem. P¥i
tomto oznaceni je

v(i,j) = e/Be; = e B'e;. (1)

u(i,j) = eZ-TAej, ¥

Bimaticova hra je tedy jednoznacné urcena maticemi A a B. Mlizeme ji zapisovat ve tvaru

hrac 2
1 2 ... m
1 aii @12 A1m
bi1 bi2 bim
— 9 a1 a22 a2m
B ba1 baa bam
=
n anl aAn2 Anm
bnl bn2 bnm

Oznacme

Sk:{(xl,xg,...,xZGRk: 1 >0,20 >0,...

k-rozmérny simplex.

k
) Tk ZO,Zl’k = 1}
i=1

Definice 2. Pravdépodobnostni rozsireni bimaticové hry G = (X,Y,u,v) je usporddand ¢tverice
'm a u’, v* jsou funkce X* x Y* — R definované

G = (X*,Y*, u*,v*), kde X* = S, Y* =

predpisem

u(z,y) =z Ay,

kde A = (u(z,])), B = (v(z,]))

v (x,y) =y

"Bz, (2)

Zobrazeni f : X — X* a g:Y — Y* definovana predpisy f(i) = e;, g(j) = e; jsou prosta.

Proto lze mnozinu X (resp. Y) povazovat za podmnozinu mnoziny X*, resp. Y*. Porovnanim
formuli (1) a (2) vidime, ze funkci u, resp. v lze povazovat za z(zZeni zobrazeni u*, resp. v*, na
mnozinu X, resp. Y. Strategiim z mnozin X, Y budeme fikat ryzi, prvkim z mnozin X*, Y*
budeme fikat smisené strategie.



Definice 3. Bud G = (X, X, u,v) bimaticovd hra s tymiz mnozinami strategii pro oba hréce.
SmiSend strategie & € X* se nazyva rovnovdind (podle Nashe), jestlize pro kazdou smiSenou
strategii @ € X* plati nerovnosti

u (z,2) <u*(Z,Z), v (Z,x) <0F (Z,T).

Oznadeni:

Pro x = (zq,. .. ,xn)T klademe
Cx)={ke{1,2,...,n}: x > 0};
mnozinu C(x) nazyvame nosic¢ strategie . Podobné zavidime nosi¢ strategie y € Y.

Kroneckeriuv symbol je definovan jako

dij = L l - 1
0, i#j.
2 Vyjadreni konfliktu pomoci systému obycejnych diferen-
cialnich rovnic

Piedstavme si dva tcastniky konfliktni situace popsané bimaticovou hrou G = (X,Y,u,v), X =
{1,2,...,n}, Y ={1,2,...,m}, u(i,j) = ai;, v(i,j) = b;;. Budou se chovat podle nasledujiciho
scénare:

Béhem casového intervalu délky At sehraji mnoho kol této hry tak, Ze budou pouzivat pevné
zvolené smisené strategie

z =) = (@), o), y=y) = G0, ym (D)

tj. prvni hra¢ pouzije ryzi strategii ¢ s relativni cetnosti z; atd. Timto zptsobem prvni hrac
empiricky zjisti stfedni hodnotu vyhry &'Ay a také stiedni hodnotu vyhry pi¥i pouzivani ryzi
strategie i, tj.

m
el Ay = aiy;
j=1

(za prvni hodnotu mize vzit celkovou vyhru délenou poctem sehranych kol, za druhou soucet
vyher v kolech hranych se strategii ¢ déleny jejich poctem). Po uplynuti ¢asu At zméni prvni
hrac svou smisenou strategii tak, aby relativni zména frekvence pouzivani strategie ¢ byla tmérna
odchylce vyhry pfi pouzivani strategie ¢ a délce ¢asového intervalu At, tj.

o fg) 20 _ (S as6) - o) A(H) | A ®)

Odtud plyne

it + Aty =a;(t) [ 1+ ¢ i aijy;(t) —z(t)TAy(t) | At



Ponévadz (z1(t), ...,z (t))T € X*, plati > z;(t) =1 a tedy také
i=1

n

il‘i(t+ At) =
=1

=1

2i(t) + ¢ Zzi(t)aijyj(t)fm(t)TAy(t)xi(t) At

=1l+c iizi(t)aijyj(t) —z(t)TAy(t) | At=1+c-0-At=1

i=1 j=1

pro libovolnou konstantu c. Za koeficient imérnosti mizeme tedy volit ¢ = 1. Rovnici (3) nyni
prepiSeme na tvar

Az,
Aff =x; (e] Ay —x"Ay) = z; (e; — z)" Ay.
Analogickou tivahou odvodime pro druhého hrac¢e rovnici
Ay, TRT
—~; —Vile;—y) Bla.

Limitnim prechodem At — 0 dostaneme autonomni systém n + m obycejnych diferencialnich
rovnic
x;:xi(ei—m)TAy, 1=1,2,....n

(4)

T .
y; =y;(ej —y) BTz, j=1,2,...,m.

Spolu s timto systémem uvazujme pocateéni podminky

()

Zl‘i’() = 1, Zyj,() =1. (6)

Véta 1. Systém rovnic (4) s poédteéni podminkou (5) spliiujici rovnosti (6) md jediné tesent
definované na intervalu [0,00). MnoZiny Sy, X Sy, int(S, X Sp) a (S, X Sp) jsou invariantnimsi
mnoZinami systému (4).

Dikaz. Jsouli @ = a(t) = (21(1), ..., 2a(t)) ", y = y(t)
pak plati

(z1(2), ... ,ym(t))T FeSeni systému (4),

n

% (Z wit) = 1) = Do) =D wt) | Do i) — 2T (DAY()
= =" (t)Ay(t) (1 — Zmn) .

n
To znamend, ze funkce z = z(t) = > x;(t) — 1 spliiuje linedrni homogenni diferencialni rovnici
i=1

2 =x(t)Ay(t)z,

takze

i=1



Z prvni rovnosti (6) nyni plyne identita

n

Z x;(t) =1 pro vSechna t > 0. (7)

i=1

Analogicky odvodime platnost rovnosti
Zyj (t) =1 pro vSechna ¢t > 0. (8)

Pokud mé tedy tloha (4), (5) feSeni, pak Feseni s po¢ateéni podminkou v mnoziné S,, x S, v této
mnoziné zustava pro vechna t > 0, tedy S, x Sy, je invariantni mnozinou systému (4).
Déle pro vSechna i,k € {1,2,...,n}, 5,1 € {1,2,...,m} plati

0
pr (zi(ei — ) "Ay) = (Oin(e; — )T — zief) Ay,
0 T T
a—yl (aci(ei — w) Ay) = xi(ei - :B) Aey,

0
o (yj(e; —y)"B @) = y; (e; —y)" Bey,

0
8_yl (yj(ej - y)TBTiB) = (5jl(€j - yT) - ?JjelT) Bz;

parcidlni derivace pravych stran systému (4) podle v8ech proménnych jsou na mnoziné S,, X Sy,
ohrani¢ené. Odtud a z Picardovy-Lindelsfovy véty plyne, ze systém (4) je globalné jednoznacné
feSitelny na mnoziné S,, X Sy,.

Je-li x; 0 =0, resp. ;0 > 0 pro néjaké i € {1,2,...,n}, pak z jednoznac¢nosti reseni systému
(4) plyne, ze x;(t) = 0, resp. x;(t) > 0, pro vSechna ¢ > 0. Analogickou Gvahu miizeme provést
pro pocéateéni hodnotu y; ¢ pro néjaké j € {1,2,...,m}. Odtud plyne, ze mnoziny 9(S,, X S,) a
int(S,, X Sy,) jsou invariantni. O

3 Redukce dimenze systému (4)

Z invariance mnoziny S,, X Sy, vzhledem k systému (4), tj. z rovnosti (7) a (8) plyne

n—1 m—1
tn=1=) a5, ym=1-)
i=1 j=1

Odtud déle dostaneme

m m n n
Zaijyj —z'Ay = Zaijyj - Z szazjyj =
j=1 j=1

1=1 j=1
m—1 m—1 m—1
= g aijY; + Qim | 1 — Yj E x g aiy; + am |1 — Yj =
=1 =1 =1
m—1

n m—1
(aij — aim)y; + Qim — E xy E (a; — aim)yj + aim | =
Jj=1 =1 j=1



—1 n—1

m m—1
= (@i = Qim)Ys + Gim — Y @1 | > (@1 — Qim)y; + aim
j=1 =1 j=1
n—1 m—1
—|{1- E g E an] Apm yj + anm | =
=1 j=1
m—1 m—1
= (@i = @im)Yj + Qim — Y (Anj — Gnm)Yj — Gnm—
Jj=1 Jj=1
n—1 m—1
- § x| (alj — Qi — Qnyj + anm)yj + Qi — Anm
=1 =1
m—1
= (aij — Qim — Anj + anm)yj + Gim — Gnm—
Jj=1
n—1 m—1
- § x| (alj — Qi — Qnyj + anm)yj + Qi — Anm
=1 j=1
n—1m—1
= § 6il [(alj — Qlm — Qnj + anm)yj + apm — anm] -
=1 j=1
n—1m—
E § al] - — Qnj + anm)yj + apm — anm]
n—1lm-—1
alj — Qlm — Gnj + anm)yj + am — anm] .
=1 ]:1
Oznac¢me nyni
Aij = Qjj — Qim — Gnj + Anm, Qi = Anm — Gim
proi=1,2,....n—1,7=1,2,...,m—1 a dale
ai a12 .. a1(m—1) a1
- a1 a22 e a(m—1) A aa
A= , a=
(n—1)1 Gm-1)2 - - G(n—1)(m-1) (p—1
Analogickym vypoctem lze ukazat, ze
n m—1n—1
§ bji-ri - 6[] - [(bl] b lm — bnj + bnm)xl + bnj - bnm]
, J=1 1=1

a potom oznagcit R R
bij = bij = bim — bnj + bpm,  bj = bpm — bn;
proi=1,2,....n—1,57=1,2,...,m—1 a dale

E)ll §12 A l}l(m—l) [31
~ b21 b22 I b2(m_1) . b2
B = . . ) . , b= )

B(n 11 b(n*1)2 Z;(n 1)(m—1) l;m—l



Provedend ivaha a vypocet ukazuji, ze (n + m)-rozmérny systém (4) lze zredukovat na systém
(n +m — 2)-rozmérny

A zz(ezfm)T<Ay7d), 1=1,2,...,n—1, )
. . 9
yé = y](ejiy)T<BTmib)a ]:1527 amil
. Y T T
Nyni oznacujeme @ = (z1,22,...,Tn-1) , Y = (Y1,Y2, -, Ym—1) -

4 Konflikty se dvéma strategiemi

Necht n = m = 2,

Pak systém rovnic (9) je tvaru

2 = z(1-2)(a1y — ag),
Yy = y(l—y)(bix - Ba),
kde oy = a1 — a2 — a1 + az, a2 = axx — a2, Bf1 = bix — bio — bay + bz, B2 = baa — boy.

Fazovym prostorem je mnozina [0,1] x [0,1]. Systém m4 stacionarni feseni (0,0), (0,1), (1,0),
(1,1) odpovidajici ryzim strategiim. V piipadsé, ze

ay #0, 0<%<1, B1#0, 0<@<1,
a1 B

1
P2 o
)
pr o
odpovidajici smiSenym strategiim. Varia¢ni matice systému je

(1 =2z)(a1y — a2) arz(l — )
J(x,y) = < Bry(1—y) (1 —2y)(Brw — ﬁg)) ’

ma také vnitini stacionarni Feseni

takze

J(0,0) = (‘8‘2 062) 01 = (0‘150‘2 22) L J,0) = (052 5 052) ,
0 a102(B1 — B2)
(o — 0 Bo az) 3?
J(1’1)< 0 52—51)’ J(E’a) @fi (a1 — az) 01

af
Odtud je vidét, ze stacionarni feSeni odpovidajici ryzim strategiim jsou sedla nebo uzly, stacionarni
feseni odpovidajici smisenym strategiim je sedlo nebo nestabilni ohnisko.

5 Symetrické konflikty

Definice 4. Rekneme, 7e koneéné hra dvou hrd¢i G = (X, Y, u,v) je symetrickd, pokud X =Y
a u(t,j) = v(j,1) pro kazdé dvé ryzi strategie i,j € X.

Pro symetrickou hru plati a;; = u(i, j) = v(j, ) = bj;, tedy A = BT. To znamena, ze symetricka
hra je jednoznacné urcena matici A.



Poznamka 1. Necht matice A urcuje vyplatni funkce v symetrické koneéné hie. SmiSend strategie

Z € X* je rovnovaznou strategii (podle Nashe) pravé tehdy, kdyz = Az < ZAZ pro vsechny
smisené strategie * € X*, tj. ' AZ = max {mTAiz X € X*}.

Diikaz. Necht & € X* je rovnovazna strategie. Pak pro libovolnou smiSenou strategii @ € X* plati
TAm % =, $(= A\ — AT A
' Az = u*(x,Z) <u"(Z,x) = AZ.

Nechf naopak plati ZTAZ = max {mTAiz rxeX *} Pak pro libovolnou smisenou strategii x € X*
plati

Véta 2. Necht G je symetrickd konecnd hra uréend matici A. Smisend strategie
n
~ = A = \T = *
Z = (T1,T2,...,Tpn) = g T,e; € X
i=1

je rovnvaznd praveé tehdy, kdyz

e] AT < Z"AZ pro viechna i ¢ C(Z) (10)

e/ Az =z"AZ pro viechna i € C(&). (11)
Diikaz. Necht & je rovnovazné strategie. Podle predchozi poznamky plati
e] Az < Z"AZ pro viechna i € {1,2,...,n}.
Piipustme, Ze existuje k € C(Z) tak, ze ef Az < &' AZz. Pak
n
AT =) TiefAZ= > Tief]AZT=Tre]AT+ Y = Tie]AZ <
i=1 ieC(z) ieC(@)~{k}

<mE'AZ+ Y za'AT =) 1@ Az =z Az,
i€C(3)~{k} i=1

coz je spor, ktery dokazuje nutnost podminek.
Necht plati podminky (10) a (11). Pak pro vSechna i € {1,2,...,n} plati e] AZ < 2T Az. Je-li

nyni € = (21, 72,...,7,)] € X* libovolna smisena strategie, pak
n n
aTAT =) e/ AZ <) x,2"Az =] AL,
i=1 i=1

takze podle predchozi poznamky je & rovnovaznou strategii. Podminky jsou tedy i dostate¢né. [

Pozndmka 2. Ryzi strategie e; € X* je rovnovaznou strategii symetrické kone¢né hry s vyplatnimi
funkcemi urenymi matici A pravé tehdy, kdyz aj; < a;; pro vSechna j € {1,2,...,n}.

Diikaz. V tomto pripadé je C'(e;) = {i}, eJTAei = aj;, e] Ae; = aj;. O



Bud G kone¢nd hra uréend kladnou matici A, tj. a;; > 0 pro v8echna i,j € {1,2,...,n}. Pod-
minka kladnosti ¢isel a;; neni jmou na obecnosti; jeji splnéni lze pro libovolnou matici dosdhnout
pri¢tenim vhodné konstanty ke vsem jejim prvkim. Budeme hledat rovnovaznou strategii & € X*
takovou, ze jejl pouzivani dava ze vsech rovnovaznych strategii nejveétsi vyhru, tj.

v = &' AZ = max {:cTA:B :x € X* je rovnovazna strategie} .

Piedpokladejme, ze & = (T, Za, . . . ,in)T je strategie pozadované vlastnosti. Pak plati

n o n
v = E E jiaijij > 0.
i=1 j=1

Polozme

Pro libovolné i € {1,2,...,n} podle véty 2 plati

n

n
v E aijéj = E aij:ij = eZTAaI' S I;);I—Ai =,
Jj=1

j=1
takze
n
> ai& < 1.
j=1
Dale
n n
1 ~ 1
Zs‘j =5 Z Tj=
j=1 Jj=1
Ma-li byt kladné ¢islo v maximalni, musi byt jeho prevracend hodnota miniméalni; ma-li byt hod-
n
nota Y & minimdlni, musi byt opacnd hodnota maximalni. Hleddni rovnovéazné strategie davajici

j=1
nejvétsi vyhru je tedy ekvivalentni hledani maxima linedrniho vyrazu

- &
j=1

za podminek

n
Zazjgjgla 5120 pro,i:lazv"'anv
Jj=1

coz je uloha linedrniho programovani.

V symetrické hie je m = n, strategie obou hract jsou stejné, tj. y =  a BT = A. To zna-
mend, Ze systém diferencidlnich rovnic (4) se skladd ze dvou shodnych subsystémi. Jinak feceno,
symetrickou hru miizeme vyjadrit systémem n obycejnych diferencidlnich rovnic

o=z (e, —x) Az, i=1,2,...,n. (12)

Z véty 1 plyne, ze systém (12) je jednozna¢né Fesitelny na n-rozmérném simplexu S, a ze

mnoziny Sy, int S, a 95, jsou vzhledem k nému invariantni.

Véta 3. Je-li & rovnovaznou strategii symetrické konecné hry urcené matici A, pak T je stacio-
ndrnim bodem autonomniho systému (12).



Diikaz. Plyne bezprostfedné z véty 2 a z toho, ze podminky (10) a (11) lze pfepsat na tvar
(e;— &) AZ <0 pro viechna i & C(&), (e, — &) AZ =0 pro viechna i € C(&).
O

Obrécené tvrzeni neplati; kazda ryzi strategie e; je staciondrnim bodem systému (12), ale ryzi
strategie obecné neni rovnovazna.

Véta 4. Je-li & = (&1,%9,...,%,)" € X* stabilnim staciondrnim bodem systému (12), pak & je
rovnovaznou strategic symetrickeé konecné hry urcené matici A.

Dikaz. OznaCme
Fi(x) =x; (e; — m)T Ax = z; (Z AikTr — Z Z alkZElSCk) .
k=1 1=1 k=1
Pak

n n

Zf (z) = 0y <Z AikXlk — Z Z azﬂzm) + i <aij - Zajkl'k — Zaljzl> =
J k=1 k=1 =1

=1 k=1

=0 (eiTAa: — a:TAa:) + 2 (ai; — e]T-Am — a:TAej) )

Prvky varia¢ni matice systému (12) v bodé & tedy jsou

oF;
axj

i (0 — e]AZ —2TAe;) i £ 0,
5i; (e}A:z - @TA@) , i =0.

(@) =
Vlastni ¢isla varia¢ni matice spliuji rovnici

det (gE (Ii:) — (Sij)\) =0.

Lj

Bud i takové, Ze &; = 0. Determinant rozvineme podle i-tého fadku:
(eiTAaE —&"Ad — /\) . (pHslusng algebraicky doplnek).

Odtud plyne, 7e pro kazdé i takové, ze &; = 0, je ¢islo e] Az — &' A% vlastni hodnotou varia¢ni
matice. Ze stability stacionarniho feseni & plyne

eZ-TA:b — &A% <0 pro kazdé i takové, ze z; = 0.

Soucasné plati
eZ-TA:b —2"Az =0 pro kazdé i takové, ze ; # 0,

nebot & je staciondrni feeni systému (12). Celkem tedy

e] Az — & Az <0 pro viechna i€ {1,2,...,n}.

n
Je-linyni @ = > x;e; € X* libovolnd smiSend strategie, pak plati

i=1
n n n
“Tas _ ~Tax T A
z Az = E xleiTA:c < E v,z Az =x Az g T, =a Az,
i=1 i=1 i=1
COZ znamena, 7e & je rovnovaznou strategii. |



Obracené tvrzeni opét neplati. Uvazme naptiklad konecnou symetrickou hru s matici
10
A= .
Pak strategie & = (0,1)T je rovnovazna, nebot

wi-0(y o) (1) 0= (g o) (1)

pro libovolné x € [0, 1]. P¥islusny systém diferencidlnich rovnic je

o =z [(1,0) ((1) 8) (5) — (2,y) ((1) 8) (;)] — 2w — %) = 2*(1 — ),
ot Y- b )]s

Stacionarni body tedy jsou (0,%), (1,0) pro libovolné y € [0, 1]. Varia¢ni matice ve staciondrnim
bodé (z,y) je tvaru

J(:C,y)<

J(0,1) = (8 8) .

Charakteristicky polynom této matice ma dvojnasobny kofen A = 0, coz znamena, ze stacionarni
feSeni (0, 1) neni stabilni.

2x — 322 0
—2xy —x?)"

Zejména tedy

Véta 5. Proi,j€{1,2,...,n—1} poloZme b; ; = an; — Gij, Ti = Gin — Qnn @
b11 b1,2 b 1
b2,1 b2,2 ---bZ,nfl T2

B=| =
bn—11 bp—12 .. bn—in—1 Tn1

Pak systém (12) na mnoziné int S,, a Lotkidv-Volterriav systém
yé:yj(rj—eJT»By), i=12,....,n—1 (13)

na mnoziné int Ri_l = {(yl,yj, . ,yn_l)T ER™ 1y >0,92>0,...,9,-1 > 0} jsou topolo-
gicky ekvivalentni, tj. existuje difeomorfismus F : int.S, — int R:’fl, ktery zobrazi trajektorie
systému (12) na trajektorie systému (13).

Diikaz. Pro x = (z1,22,...,7,)" €intS, a pro j € {1,2,...,n — 1} polozme y; = i pak
x

n

Tn

n—1 n—1
1 1 1
j=1 =1 "

Odtud dostaneme

1 .
xn:T a xi:%proi:LQ,...,nfl.
1+ 3y 1+ >y
j=1 j=1

10



To znamena, %e zobrazeni F' : int .S,, — int erfl dané predpisem

s gy
Tn Tp Tn

-
xr1 T2 Tn—1
F(m)F((CEhxz,...,xn)T)(_ L2 n )
je bijekce. Toto zobrazeni je ziejmé spojité.

Necht nyni @ = x(t) je FeSeni systému (12) takové, ze x,(0) > 0, tedy x,(t) > 0 pro vSechna
t > 0. Polozme

t
/ Zn(s)ds.
0
. ) ) o, dr ’
Pak 7 je rostouci funkci proménné ¢, = e dale

T

L
dy; da dt  ziw, —xjr;, 1 1/, !,
= = — = = xT. — ;i —
dr dt dr a2 r, x2\"7 Tz,
1
=— (zj(eJTAm —x'Az) — zj(ej Az — zTAz)) = — (eJTAa: — ey Az)
‘Tn n
T n n T n
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