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Predmluva

Teorie kodovdni je interdisciplinarni teorie, ktera v sobé spojuje metody a postupy
informatiky, matematiky a spojovaci techniky. Teorie kodovani ptitom stale vice a
vice nachazi bezprostiedni aplikaci v praxi vlivem novych technologickych zmén.

To, co je na teorii kodovani tak strhujici, je z jedné strany tésné souvislost
teorie s praxi a ze strany druhé pak mnohostranost pouzivanych matematickych
metod.

Ulohou teorie kodovani je tvorba postupii a metod, které nam zajisti bezpeény
prenos zprav komunika¢nim systémem. Z divodi technické realizovatelnosti se
zpravy prevedou nejprve do fady znakii nad néjakou kone¢nou abecedou (nejlépe
nad kone¢nym télesem). Tato fada znaki se pak rozlozi do bloki pokud mozno
stejné délky k. Kodovaci zafizeni nam pak utvoii z kazdého bloku délky £ blok
délky n,kde n > k. Redundance ziskana v pripadé kdy n > k slouzi pozdéji k
rozpoznani a piipadné opravé pokud mozno co nejvice prenosovych chyb. Prenos
bloku délky n pomoci spojovaciho systému, které reprezentuji kodované zpravy a
které se jako celek oznacuji blokové kody délky n, si lze predstavit bud prostorové
(pres satelit, telefonem, televizi, radiem atd.) nebo také v ¢ase (CD, gramodeska,
magnetofonova paska atd.). Podil k/n se nazyva mira informace blokového kodu
a reprezentuje mnozstvi energie potfebné k prenosu kdédovanych zprav.

V ruseném spojovém kanalu se mohou pii prenosu kodovanych zprav vyskyt-
nout chyby dvojtho typu. Nejprve je myslitelné, ze nékteré z vysilanych zprav
nedojdou vibec k prijemci nebo Ze je ptijemce obdrzi netplné. Druhou moznosti
je, ze se mohou vyskytnout rovnéz prenosové chyby, tj. vyslany znak 0 se napf.
prijme jako 1; v teorii kodovani se zabyvame zejména druhym pripadem.

Pro opravu eventuélné se vyskytujicich se pfenosovych chyb jsou rozhodujici
dvé veli¢iny:

e mira opravitelnosti chyb, kterd nadm udava v kazdé kédované zprave podil

opravitelnych chyb, a

e komplexita dekdderu, ktery mé za tlohu pro prijatou kdédovanou zpréavu
zjistit vyslanou zpravu.

Hlavnim cilem teorie kédovani je tvorba kodu s pokud mozno co nejvétsi mirou
informace a s co mozna nejvétsi mirou opravitelnosti chyb pii soucasné co mozna
nejmensi komplexité dekodéru.



Shannonova véta o kapacité kanalu nam zarucuje existenci blokovych koda s
mirou informace libovolné blizce pod kapacitou kanalu, tzn. s mirou informace,
ktera je tak vysoka jak nam to pouzivany kanal viibec dovoli a s libovolné velkou
mirou opravitelnosti chyb. Nekonstruktivni charakter této skutec¢nosti byl zrodem
teorie kodovani.

V mnoha pripadech je v8ak ¢asova naro¢nost pro dekdédovani kdédu tak velké,
Ze neuplné vyuziti kapacity kanalu ma mnohem mensi dulezitost nez prilis kom-
plikovany dekédovaci postup. Z tohoto duvodu se v teorii kédovani zkoumaji
zejména kody s relativné jednoduchym realizovatelnym dekédovacim algoritmem.

Pro urceni vlastnosti opravujicich se chyb daného kédu se ukazala dilezita do-
datecna znalost jeho struktury. Proto se v teorii kddovani zkoumaji blokové kody
opatfené dodatecnou algebraickou strukturou, u kterych lze doufat, Ze budou mit
v praxi pouzitelné teoretické vlastnosti.

Linearni kody reprezentuji jistou tiidu blokovych kédu a jsou opatfeny do-
date¢nou algebraickou strukturou — strukturou vektorového prostoru. Pak line-
arni kod nad konecnym télesem K je reprezentovan jako k-rozmérny podprostor
n-rozmérného vektorového prostoru nad K. Strukturu linedrnich kodua lze pak
analyzovat prostfedky a metodami linearni algebry. K nejzndméjsim prikladim
praktického pouziti linedrnich kodu patii

e binarni Reed-Mullerovy kédy — vesmirna sonda "Mariner" pouzila binarni
Reed-Mulleriiv kéd prvniho fadu délky 32 pro prenos datového materidlu
fotodokumentace planety Mars, a rovnéz

e Reed-Solomonovy kéody — napf. se pouzivaji pro ukladani opticky kodo-
vanych zvukovych signali na CD dva linearni kody, které byly odvozeny
zkracenim Reed-Solomonova kodu délky 255 nad télesem GF(28).

Tento ucebni text je zaloZen na monografii "Codes and Cryptography" D.
Welshe. Zéaroven vyuziva texty ¢eskych autort jako je napr. "Koédovani" Jiriho
Adamka. Text je zpfistupnén vSem studentim (a uzivatelim INTERNETu) po-
moci anonymniho FTP pfistupu na adrese
ftp://www.math.muni.cz/pub/math/people/Paseka/lectures/ .
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Kapitola 1

Entropie = neurcitost = nejistota =
informace

1 Nejistota

Uvazme nasledujici tvrzeni.

A Vysledek béhu mezi dvéma si rovnymi zédvodniky je méné nejisty nez vysle-
dek béhu mezi Sesti si rovnymi zéavodniky.

B Vysledek rulety je vice nejisty nez vrh kostkou.

C Vysledek vrhu idealni kostkou je vice nejisty nez vysledek vrhu falesnou
kostkou.

Ztejmé s vyse uvedenymi tvrzenimi lze okamzité souhlasit. Obtizné vsak bude
definovat, co je to vlastné nejistota. Podivejme se na dvé rizné nahodné velic¢iny
X aY. Necht

P(X=0)=p, PX=1)=1-p,

P(Y =100) =p, P(Y =200)=1-—p,
pficmz 0 < p < 1.

Ziejmé by nam definice nejistoty méla zajistit, ze X a Y jsou stejné nejisté.
Tedy nejistota X a tedy i Y by méla byt funkci pouze pravdépodobnosti p. Tato
vlastnost nejistoty musi byt rozsiritelné i na ndhodné proménné, které nabyvaji
vice nez dvou hodnot. Tedy:

Nejistota nahodné proménné 7, ktera nabyva hodnoty a; s pravdépodob-
nosti p;, (1 < i < n), je funkei pouze pravdépodobnosti py, ..., py.

Proto zna¢ime takovouto funkci jako H(py,...,pn), pficemz piedpokladame
splnéni nasledujicich pfirozenych podminek:

7
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(A1) H(pi,...,pn) je maximalni, kdyz py =py = ...=p, = 1/n.

(A2) Pro kazdou permutaci 7w na {1,...,n} plati

H(pla s apn) = H(pﬂ'(l)a s 7p7'r(n))'

Tedy H je symetrickd funkce svych argumenti tj. jeji vysledek nezavisi na
poradi.

(A3) H(pi,...,pn) > 0 arovnost nastava pravé tehdy, kdyz p; = 1 pro néjaké i.
Nejistota mé tedy vzdy nezapornou hodnotu a je nulova pravé tehdy, kdyz
je jakakoliv ndhoda vyloucena.

(A4)
H(p17"'7pn70):H(p17"'7p7’l>'
Nejistota vrhu Sestibokou idealni kostkou je tataz jako nejistota vrhu sed-

mibokou kostkou, u které je nemozné, aby padla 7, ale ostatni pripady jsou
si rovnocenné.

(A5)
H(1/n,....,1/n) <H/n+1,...,1/n+1).

Vysledek béhu mezi dvéma zavodniky je méné nejisty nez vysledek béhu
mezi vice zavodniky.

(A6) H(pi,...,pn) je spojita funkce svych parametri. Malé zmény na vstupu
daji malé zmény na vystupu.

(A7) Jsou-li m,n € N, pak
H1/m-n,...,1/m-n)=H(1/m,...,1/m)+ H(1/n,...,1/n).

Tato podminka 1ika, Ze nejistota vrhu m - n—stranné kostky je obsazena
ve vrhu m-stranné kostky nasledovana vrhem n-stranné kostky, a je rovna
souc¢tu individuélnich nejistot.

(A8) Necht p=p1+...+pnaqg=aq + ...+ ¢u, pi, ¢ jsou neznamé. Jsou-li p
a q kladna cisla, p + g = 1, pak plati

Hp1, Py 1y @) = Hp, @)+p-H(p1 /D, - -, P/ D) H (01 /4, - -, Gn/q).

Predstavme si, Zze méme n + m uchaze¢ii na misto v konkurzu - z toho
je m muzi a n Zen, s pravdépodobnostmi p;, ¢; vitézstvi v konkurzu. Pak
nejistota vysledku konkurzu je nejistota, Ze vyhraje muz nebo Zena plus
vazeny soucet, nejistot vyhry mezi muzi a Zenami.



1. NEJISTOTA 9

Véta 1.1 Bud H(py, ..., pn) funkce definovand pro kaZdé piirozené cislo n a pro
vsechny hodnoty p1,...,p, tak, Ze p; >0 a

i=1
Pokud H spliuje aziomy (Al1)-(A8), pak plati

H(p1,p2, .- pn) = =AY pi - log i, (L.1)
k

kde X je libovolnd kladnd konstanta a sumuje se pres vsechna k takovd,Ze p; > 0.
Dikaz. Necht H spliuje axiomy (A1)-(A8). Definujme
(1) g(n)=H(/n,...,1/n) pron € N. Z (A7) pak
g(n") = g(n) + g(n*™)
a tedy

(2) g(n*) =k -g(n). Bud dale r,s € N — {1},n € N am =m(n,r,s) € N tak,

7e
(3) r™ < s™ < r™tl pak dle (2) a monotonie g (dle (A5)) méame
g(r™) < g(s") < g(r™*Y),

tedy
m-g(r) <n-g(s) < (m+1)-g(r).

Z (3) pak mame
m-In(r) <n-In(s) < (m+ 1) -In(r)

a tedy

kde X je néjaka (kladna) konstanta. Tedy

9
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(5)
(5) = A Ins), ti. H(_.oo ) = —A-In()
s)=A-1In(s CH(=,...,=)==X-In(-).
g Y .] S’ 78 S
Bud 0 < p < 1 racionalni, p = t/n, t,n € N. Polozme ¢ = (n —t)/n. Z
(A8) pak
1 1 t n—t t n—t
=H(—,...,—)=H(— —-g(t : —1).
o) = H(o oy =1 e Ly P g
Z (5) pak jednoduchou upravou
t n—1t t t n—t n—t
H(— =—-A-(=)-In——=X\- -1 .
=Gl ™
Zejména pak
(6)
H(p,1=p)=—=XA-p-Inp—=X-(1—=p)-In(1 —p),
a to pro kazdé racionalni ¢islo p mezi 0 a 1. Ze spojitosti H plati (6) pro
vSechna 0 < p < 1. Dokazme, Ze pro kazdé N € N plati
(7)

N
H(ph cee 7pN) =—-A- sz . lnpia
i=1
pricemz p; > 0 a p; + ...+ py = 1, a to indukei podle N. Z (6) vime,
ze (7) plati pro N = 2. Pfedpokladejme, ze (7) plati pro N a uvazujme
H(pi,...,pny1). Polozme p = p1 + ... + pn,q = py1, a pouzijme (AS8).
Méme pak

N pi, i
= —A-p-lnp—A-¢g-Ing+p-(=A)-> =In=,
i1 P D

z indukéniho predpokladu. Upravime-li posledni rovnost na tvar
N
H(pi,...,pn+1) = =A-p-Inp—X-pyy1-Inpyyr — A D p; - (Inp; — Inp),
i=1
a vzpomeneme-li si, Ze SN | p; = p, obdrzime hledanou rovnost
N+1

H(pr,...,pns1) = —=A- D> pi-Inp;.

=1

10



2. ENTROPIE A JEJI VLASTNOSTI 11

Na zékladé vyse uvedené véty pak definujeme

Definice. Bud X nahodna proménna s koneénym oborem hodnot s odpovida-
jicimi pravdépodobnostmi py, ps, ..., p,. Pak definujeme nejistotu neboli entropii
nadhodné veli¢iny X jako

H(X) =~ pi - log, pi, (1.2)
k
kde suma se bere pouze ptes ta k, pro ktera je pp > 0.

Poznamka 1.2 Naddle budeme vidy (bez djmy na obecnosti) piedpoklddat, Ze
pro vSechny cleny pravé strany (1.2) jsou pravdépodobnosti pr, nenulové.

Pozndmka 1.3 Podminky (A1)-(A8) odpovidaji axiomim pro entropii navrZe-
ngm Shannonem.

Cviceni 1.4
1. Ktery dostih md vétsi entropii: handikap, ve kterém je sedm Zokeji, tri
z nich vyhraji s pravdépodobnosti é a ctyri z nich s pravdépodobnosti %
nebo dostih, v néemz musi bijt vitéz prodan za predem stanovenou cenu a ve

kterém je 8 Zokejii s dvéema koni s pravdépodobnosti vghry i a Sest koni s
pravdépodobnosti vijhry % ¢

2. Ovérte, Ze vyse definovand funkce entropie spliiuje podminky (A1)-(A8).

2 Entropie a jeji vlastnosti

Rekli jsme, Ze pro ndhodnou proménnou X s koneénym oborem hodnot a s
pravdépodobnostmi pq, ..., p, tak, ze

dpi=lap >0(1<i<n),

definujeme entropii X jako

H(X)=- Zpk -logy, pr.
k=1

Analogicky pak pro ndhodny vektor X, ktery nabyva pouze kone¢né mnoha

hodnot uy, ..., u,,, defimujeme jeho entropii ndhodného velktoru jako
H(X) = =) p(uy) - log, p(uy). (1.3)
k=1

11
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Je-li napiiklad X 2-dimenzionéalni nahodny vektor, X = (U, V) s

pij = P(U = ai,V = bj))
budeme casto psat
H(X) = H(U, V) = —sz'j - logy pij.

Zcela obecné, jsou-li Xy, ..., X,, ndhodné proménné tak, ze kazdéa z nich na-
byva pouze koneéné mnoha hodnot, lze pak povazovat X = (Xq,...,X,,) za
nahodny vektor a definovat souhrnou entropii Xy, ..., X,, jako

H(Xy,...,X,)=HX)=— Y pl@1,...,2n) logyp(z1,...,2m), (1.4)

(2150w Tm)
kde p(z1,...,2m) = P(X1 =21, Xo = z9,..., X;, = &pp,). Snadno se ovéri, ze:
H(X) = 0 pravé tehdy, kdyz X je konstantni. (1.5)
Horni hranice pro H je urcena nasledujici vétou:

Véta 2.1 Pro kazZdé prirozené cislo n mdme

H(ph s 7pn> S 1Og2 n,
pricems rovnost nastdvd prdvé tehdy, kdyZpi =ps = ... =p, =n" L.

Dikaz. Ziejmé
log, x = log, elog, x.

Protoze logaritmus je konvexni funkce tj. lezi cela pod te¢nou, mame
log,z <x—1,

pri¢emz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz = = 1. Tedy, je-li (q1, - . ., ¢,) libovolné
pravdépodobnostni rozdéleni, pak mame

log.(gr/pr) < (qr/pr) — 1,

s rovnosti pravé tehdy, kdyz ¢ = py. Tudiz,

> pi-log(ai/pi) <D ar — D i =0,

a z toho pak
> pi-logyqi <Y pi-logypic

Polozime-li ¢; = 1/n, obdrzime dosazenim
H(ph < 7pn) = - sz : 10g2pi < 10g2n7

coz se mélo dokézat. Zbytek tvrzeni o rovnosti plyne bezprostiedné z dikazu. |

12



2. ENTROPIE A JEJI VLASTNOSTI 13

Poznamenejme, Ze jsme dokazali velmi uzite¢nou nerovnost a to:

Lemma 2.2 Je-li (p; : 1 < i < n) dané pravdépodobnostni rozdélent, pak mini-
mum funkce

G(qi, - qn) == _pi-logy q;

pres viechna pravdépodobnostni rozdélent (qy, . . ., q,) nastavd, pokud qr = pr, (1 <
k<mn).

Véta 2.3 Jsou-li X a 'Y ndhodné promeénné s konecniym oborem hodnot, plati
pak
H(X,Y) < H(X) + H(Y),

pricemZ rovnost nastdvd tehdy a jen tehdy, kdyZ X a'Y jsou nezdvislé.

Dikaz. Predpokladejme, Ze

Pak
HX)+HY) = - (ZTZ logyri + > s; - log, sj)
i J
= — (Z tij . 1Og2 T —+ Zt” . IOgQ Sj) s
ij jsi
protoze
Dot =i, ) ti =5
j i
Odtud pak
H(X) + H(Y) = — th . 10g2(7’7; . Sj)
1,]

> =) tij-logy(ti;) = H(X,Y)

1,J
dle predchoziho lemmatu. Rovnost nastane pravé tehdy, kdyz
r; -85 = ij.
Ale to je pravé podminka nezavislosti X a Y. |

13
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Jednoduchym rozsifenim této metody lze dokazat:

pri¢emz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz X, ..., X, jsou navzajem nezavislé;
H(U,V) < H(U)+ H(V) (1.7)

pro kazdou dvojici nahodnych vektora U, V, pri¢emz rovnost nastava pravé
tehdy, kdyz U a V jsou nezavislé nahodné vektory.

Dikazy (jez lze dokazat presné stejnym zpuisobem jako vétu 1.2 z predchoziho
lemmatu) jsou ponechany ¢tenafi.

Cviceni 2.4

1. Dvé idedlni kostky jsou vrieny; X oznacuje hodnotu ziskanou pruvni kostkou,
Y hodnotu ziskanou druhou kostkou. Dokazte, Ze H(X,Y) = H(X)+H(Y).
Dokazte, Ze je-li Z = X +Y, pak

H(Z) < H(X,Y).

2. Dokazte, Ze pro kaZdou ndhodnou proménnou X,

H(X,X?) =H(X).

3. Dokazte, Ze pro kaZdou posloupnost ndhodnijch proménngch (X; : 1 < i <
00),
H(Xy,...,X,) < HXy, ..., X))

3 Podminéna entropie

Predpokladejme, Ze X je ndhodna proménna na pravdépodobnostnim prostoru
2 a A je udalost z . Nabyva-li X konefné mnoziny hodnot {a; : 1 <i < m}, je
prirozené definovat podminénou entropii ndhodné proménné X urcenou udalosti
A jako

H(X|A) = =) P(X = ay|A)logP(X = ax|A).
k=1
Uplné stejné, je-li Y jina ndhodna proménna nabyvajici hodnot by, (1 < k <
m), definujeme podminénou entropii ndhodné proménné X urcenou nahodnou
proménnou Y jako

H(XJY) = > H(X|Y = b)) P(Y = b).

J

14



3. PODMINENA ENTROPIE 15

Povazujeme H(X|Y') za entropii ndhodné proménné X urcenou jistou hodno-
tou Y zprumeérovanou pies vSechny hodnoty, jichz mize Y nabyvat.
Zcela trividlni dusledky definic jsou:

H(X|X) =0, (1.8)
H(X|Y)=H(X) jsou-li X aY nezavislé. (1.9)
Priklad 3.1 Bud X ndhodnd proménnd ziskand vrhdnim idedlni kostky. Bud ddle

Y gind ndhodnd proménnd urcend timtéZ experimentem, pricemZ Y se rovnd 1,
je-li vrZend hodnota lichd a 0 v ostatnich pripadech. ProtoZe kostka je idedlnt,

H(X) =logb, H(Y) = log2,

H(X]Y) = log3.

Jsou-li U a V nahodné vektory, prirozené rozsifime definici podminéné ent-
ropie nasledovné

H(UIV) = Y H(UIV = v))P(V =v)), (1.10)

J

pricemz se s¢ita, jako obvykle, pres (kone¢ny) obor hodnot v; tak, Ze odpovidajici
pravdépodobnost je kladna.

Jako prvni priklad, jakym zptsobem entropie H(U|V) méfi nejistotu o U
obsazenou ve V, dokazeme:

H(U|V) = 0 praveé tehdy, kdyz U = ¢g(V) pro n&jakou funkci g. (1.11)

Dikaz. Prava strana z definice podminéné entropie je soucet kone¢ného poctu
nezapornych veli¢in. Tudiz, aby byla nulové, potfebujeme H(U|V = v;) = 0 pro
vSechna j. Ale opét kazda z téchto nezéapornych veli¢in je nulova préavé tehdy,
kdyz U je jednozna¢né uréena V.

Ponékud vice nam dava nasledujici vysledek, ktery matematicky vyjadiuje
ideu, Ze nase definice podminéné entropie X pfi daném Y korektné méii zbyvajici

nejistotu.

Véta 3.2 Pro kaZdou dvojici nahodniyjch promennijch X a'Y, které nabyjvaji pouze
konecné mnoZiny hodnot, plati

H(X,Y)=H(Y)+ H(X|Y).

15
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Dikaz. Bez ztraty na obecnosti lze predpokladat, ze X a Y nabyvaji pouze
celoc¢iselnych hodnot a, kde to bude nutné, ze p;; = P(X =14,Y = j). Nyni

HX,)Y) = =33 P(X =i,y =jlogP(X =i,Y = j)
= _iip(x =i, Y = j)logP(X =i|Y = j)P(Y =)
- —iipijlogP(X =iy =j) = 2> _pilogP(Y = j)
- _iip(x =iy = j)P(Y = j)llog;(X =iy =j)+ H(Y)
SR = )P = Y = loeP(X = ilY =)+ H(Y)
_ ;jp(y :j)H(?zlezj) + H(Y)

= H(X|Y)+ H(Y), coz bylo tfeba dokazat

Véta 3.3 Jsou-li U a 'V ndhodné vektory, které nabyvaji pouze konecné mnoziny
hodnot, plati
H(U,V)=H(V)+ H(U|V).

Dikaz. Prochazime dikazem predchozi véty, ale namisto X a Y nabyvajich
pouze celoc¢iselnych hodnot ¢ a j mame U a V nabyvajich hodnot u; a v;, kde
u; a v; jsou zadané vektory.

Nasledujici vysledek je bezprostiedni dusledek.

Dusledek 3.4 Pro kazdou dvojici X a'Y ndhodnych vektori je H(X|Y) < H(X)
a rovnost nastdvd prdave tehdy, kdyZ X a 'Y jsou nezduvislé.

Dikaz.
HX|Y)=H(X,Y)—- H(Y).

Ale H(X,Y) < H(X)+ H(Y), s rovnosti pravé tehdy, kdyz X a Y jsou nezavislé.
Cviceni 3.5
1. Ukazte, Ze pro kaZdou ndhodnou proménnou X plati
H(X?*X)=0,
ale uwvedte piiklad, Ze H(X|X?) neni vidy nulovd.

2. Ndhodna promeénnd X nabyvd celociselnych hodnot 1,...,2N se stejnou
pravdépodobnosti. Ndhodnd proménnd Y je definovand Y = 0, je-li X sudad,
ale Y =1, je-lt X lichd. UkaZte, Ze

H(X|Y)=H(X) -1,
ale zZe H(Y|X) = 0.

16
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4 Informace

Zda se, ze R.V.L. Hartley byl v r. 1928 prvni, kdo se pokusil prifadit kvantitativni
miru k pojmu informace. Racionalni pri¢inu za timto pokusem muzeme ¢astecné
popsat nasledovné.

Predpokladejme, ze E; a F, jsou dvé udalosti v pravdépodobnostnim pro-
storu €) spojené jistym experimentem a predpokladejme, Ze funkce I je nase mira
informace. Maji-li E; a Ey pravdépodobnosti p; a po, pak muzeme argumentovat
tim, ze kazda pfirozené mira obsahu informace by méla splhovat

I(p1p2) = I(p1) + I(p2)

na zakladé toho, ze, pro dvé nezavislé realizace experimentu, informace, pro kte-
rou vysledky téchto experimenti dopadnou jako 4 nasledovano Fs, by méla byt
souc¢tem informaci ziskanych provedenim téchto experimenti zvIast.

Pripustime-li, Ze vySe uvedena rovnost ma jistou platnost, a prejeme-li si mit
nasi miru nezédpornou a spojitou v p, coz jsou oba prirozené predpoklady, zbyva
nam s malou alternativou definovat informaci I udalosti F kladné pravdépodob-
nosti jako

I(E) = —log, P(E),

pricemz jsme vybrali 2 jako zaklad nasich logaritmt, abychom zachovali soulad s
moderni konvenci. (Hartley pavodné pouzil logaritmy o zékladu 10.) Plati totiz
nasledujici tvrzeni

Véta 4.1 Funkce 1(p), definovand pro vsechna 0 < p < 1, spliiuje podminky
I(p) >0, pro vSechna 0 < p <1, I(p-q) = I(p) + I(q) pro vsechny 0 < p,q <1
takové, Ze p a q jsou pravdépodobnosti navzdjem nezdvislych jevi, a podminku
spojitosti vzhledem k p prave tehdy, kdyz je tvaru

I(p) = —Alogyp,
kde X\ je kladnd konstanta.

Dikaz. Ponechame za cviceni ukazat, ze kazdé funkce vySe uvedeného tvaru
spliuje v8echny tii podminky.

Abychom dokazali obracené tvrzeni, pfipomenme, Ze z vlastnosti I(p - q) =
I(p) + I(q) mame I(p™) = nl(p) pro viechna kladna pfirozena ¢isla n. Specialné
tedy plati

Odtud pak mame
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tj. plati I(p?) = qI(p) pro vSechna kladné racionalni ¢isla ¢. Ze spojitosti umoc-
novani a funkce I mame, Ze pro vSechna kladna reélna cisla r musi platit

I(p") =r1(p).

Bud nyni p libovolné, pevné zvolené ¢islo, 0 < p < 1. Protoze kazdé ¢islo g,
0 < q < 1 lze psat ve tvaru ¢ = plOqu, mame pak

log,q
I(q) = 1(p'°%") = I(p)log,q = 1(p) 1og2p = —Alog,g,
2
pro vhodnou kladnou konstantu A = —%. Ze spojitosti funkce I plyne I(1) =
2

0.1

Priklad 4.2 Predpoklddejme, Ze mame zdroj, ktery emituje vetézec bindrnich ¢is-
lic 0 a 1, kaZdou se stejnou pravdépodobnosti a nezdvisle pro po sobé jdoucich
cislicich. Bud E wuddlost, Ze prunich n ¢islic jsou stridavé nuly a jednicky. Pak

evidentné ]
I(E) = —10g22—n =n

a totéz plati pro kaZdou predepsanou posloupnost cislic délky n.

Tedy "informac¢né-teoreticka" jednotka informace, totiz bit, odpovida piiro-
zené vyuziti slova "bit", které znamena binarni ¢islo v souc¢asné pocitacové ter-
minologii.

Rozsifime pojem informace na to, abychom pokryli ndhodné proménné a vek-
tory nasledovné. Predpokladejme, Ze U je nahodny vektor, ktery nabyva hodnoty
ui,...,U,, s pravdépodobnostmi p1, ..., p,. Pak kazda z elementarnich udélosti
U = u; (1 <k < m) obsahuje sdruzenou informaci rovnou —log,py a pozname-
nejme, ze entropie vektoru U je urcena vztahem

H(U) = = pplogopr = Y prl (U = uy),

tedy H(U) ma pfirozenou interpretaci jako stfedni hodnota informace sdruzené
s elementarnimi udalostmi uréenymi U.

Obecnéji, jsou-li U a V dva ndhodné vektory, definujeme informaci o U po-
skytnutou V jako ¢islo

I(U|V) = H(U) — H(U|V).
Jinak feceno, I(U|V) vyjadiuje mnozstvi nejistoty o U odstranéné V.
Ztejme plati, ze
I(UJU) = H(U),
I(U|V) = 0 pravé tehdy, kdyz U a V jsou nezavislé.

18
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Dikaz. Vysledek plyne bezprostiedné z diivejsi poznamky, ze H(U) = H(U|V)
pravé tehdy, kdyz U a V jsou nezavislé.

Ponékud udivujici symetrie v I je nasledujici vysledek, ktery ziejmé nemé
intuitivni vysvétleni.

I(U|V) = H(U)-H(UV)
= H(U)-[H(U,V)-H(V)]
= H(U)+ H(V)— H(U,V)
= I(V|U).

Cviceni 4.3
1. Co md vétsi informacni obsah: posloupnost deseti pismen nad abecedou o

26 pismenech nebo posloupnost 26 cislic z mnoZiny {0,1,...,9}? [ Predpo-
kldadejte, Ze vsechny posloupnosti maji stejnou pravdépodobnost.|

2. Idedlnt kostka je vrZena. Ukazte, Ze informace o hodnoté kostky dand zna-
losti, Ze se jednd o nesloZené cislo, mad velikost logQ%.

5 Zavér

Shrneme-li pfedchozi odstavce, ukazali jsme, Ze nejistota a informace jsou tytéz
veli¢iny a odstranéni nejistoty je rovno podéani informace. Obé veli¢iny jsou mé-
fitelné matematickym pojmem entropie, ktery je jednoznacné definovan (az na
multiplikativni konstantu) veli¢inou

H=—-)\Y p;-logp.

Konvence si zada, aby logaritmy byly bréany o zakladu 2, v kterémzto pripadé
je jednotka entropie bit.

Problémy 1.1 1. DiskzZokej ma slovnik o kapacité 10 000 slov a prondsi 1000
slov ndhodné (opakovdni je dovoleno). Ukazte, Ze informacni obsah jeho
1000 slov je mnohondsobné mensi neZ obrazovky televizniho prijimace o
500 radcich a 600 sloupcich, pricemz kaZdy pixel nabyvd jednu z 16 urovni
jasu.

2. Jsou-li X a'Y diskrétni nahodné promeénné, které nabyvaji pouze konecného
poctu hodnot, ukazte, Ze

H(X +Y|X) = HY|X).

Ukazte, Ze

H(g(X,Y)|X) = H(Y[X)
neplati obecné pro g : R* — R.

19
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CJe-li (X0 1 < i < o0) posloupnost ndhodnijch proménngch a'Y je néjakd

jind ndhodnd proménnd, dokazte, Ze
H(X17 s 7Xn|Y) < H(X17 s 7Xn+1‘Y)

pro kaZdé prirozené cislo n.

. Statisticky pFehled Zenatyjch dvojic ukazuje, Ze 70% muzi mélo tmavé vlasy,

25% Zen bylo blondynek a Ze 80% blondynek si bere tmavovlasé muze. Kolik
informace o barveé muzZovych vlasi je sdéleno barvou vlasi jeho Zeny?

. Jsou-li X, Y, Z ndhodné vektory, pricemz kaZdy z nich nabyjvd pouze ko-

necné mnoha hodnot, dokazte, Ze

H(Y|X) + H(Z|X) > H(Y,Z|X).

. Dokazte, Ze pro kaZdy ndhodny vektor Y a pro kaZdou mnoZinu ndhodnijch

promeénnych Xy, ..., X1 plati
H(Y|X0, ., X,) > HY| X0, Xo).

. Jsou-li X a'Y dvé ndhodné proménné a f a g jsou libovolné dvé funkce,

dokazte, Ze

H(f(X),9(Y)) < H(X,Y).

. Nahodnda proménnda X md binomidlni rozdeéleni s parametry n a p a plati,

pro 0 < k < n,
P(X =k)= ()",
kde0<p<laqg=1-—p.

Dokazte, Ze
H(X) < —n(plogp + qlogg).

. Nahodnda velicina X md geometrické rozloZeni a nabyvd celociselnijch hodnot

k=0,1,2,... s pravdépodobnostmi
pe = P(X = k) = pq",

kde O < p ap+q = 1. Ukazte, Ze rozsitime-li pojem entropie a definujeme-li

H(X)==> py-logpy,
P

kdykoliv pravd strana konverguje, pak zejména

H(X) = —(plogp + qlogq) /p-

20
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10.

11.

12.

Nazveme dvé ndhodné proménné X a 'Y ekvivalentni, jestlize H(X|Y) =
0 a HY|X) = 0. Dokazte, zZe jsou-li X a'Y ekvivalentni a Z a'Y jsou
ekvivalentni, jsou © Z a X jsou ekvivalentnd.

Definugme vzdalenost mezi dvéma ndhodnymi promeénnymi X a 'Y jako

d(X,Y)=H(X|Y)+ H(Y|X).

Dokazte, Ze pro vsechny tri ndhodné promenné X,Y, Z plati

AX,Y)+d(Y,2) > d(X, Z).

Predpokldadejte, Ze X je mdhodnd promeénnd nabyvajici hodnot vy, ..., v,.
Ukazte, Ze je-li E(X) = p a X je ndhodnd proménnd s mazximdlni entropii
vzhledem k témto omezenim, pak

pj = P(X = ’Uj) = Ae_m’j,

kde A a a jsou konstanty urcené vztahy E(X) =p a Y p; = 1.

Poznamka: hotejsi priklad je ilustraci principu mazimdlni entropie: jedna se
o rozsifeni Laplaceova principu nedostatecné priciny; tento je Casto uzivan
ve statistické mechanice, vytvareni obrazii a podobné jako je princip pro
vybrani a priori distribuce vzhledem k rtiznym omezenim. Viz napt. Guiasu

a Shenitzer (1985).

ReSené problémy 1.1 6. Mame ukézat, ze

H(X|Y,Z) < H(X]Y).

Ta ale plati prave tehdy, kdyz H(X,Y,Z)—-H(Y,Z) < H(X|Y) <= H(X,Z|Y)—
HZY)<HX|Y) <= HX,Z|Y) < HX|Y)+ H(Z]Y).
Staci tedy oveérit, ze

H(X,Z[Y)

X H(X,ZIY =b;) P(Y = b;)
> HX[Y =b;)P(Y =b;) + 3; H(Z]Y = b;) P(Y = b;)
H(X|Y) + H(Z[Y).

Al

Definujme nahodny vektor (X', Z’) predpisem

P((X,Y,Z) = (a;,bj,c1))

P((X"Z') = (a;,¢))) = P(Y =b;)

Pak nahodné vektory X’ a Z’ jsou definované predpisy

P(X/ = ai) =

P((X,Y) = (ai, by))
P(Y =by)

P((Y7 Z) = (ijcl))'

aP(Z =c¢)= P(Y = b))

21
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Pak nutné H(X',Z") < H(X')+H(Z'), coz nam sumaci pies j dava H (X, Z]Y) <
H(X|Y)+ H(Z]Y).
11. Mame ukézat, ze

dX,Y)+dY,Z) > d(X, Z).
Plati:

d(X,Y)+d(, Z) HX|Y)+HY|X)+H{Y|Z)+ H(Z|Y)
HX)-HY)+2HY|X)+ HY)+ H(Z)+2H(Z|Y)
H(X|Z)—-H(Z|X)+2H(Y|X)+2H(Z]Y)

d(X,Z) = H(X|Z) + H(Z|X).

AVANI

To je ale ekvivalentni s nerovnosti
H(ZIX)< H(Z|Y)+ H(Y|X).
Jejim rozepsanim obdrzime H(Z, X) — H(X) < H(Z,Y) - H(Y)+ HY,X) —
H(X),atedy HZ,X)<H(ZY)-HY)+HY,X)=HY,Z)+ HX|Y),
Mame pak

H(Z,X)<H(ZY,X)=H(X|Y,Z)+ H(Y,Z) < HX|Y) + H(Y, Z).1
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Kapitola 2

Véta o kbdovani bez Sumu pro
zdroje bez pameéti

1 Zdroje bez paméti

V této kapitole dokdZeme prvni a snadnéjsi ze dvou Shannonovych hlavnich vét

Stru¢ny oxfordsky slovnik definuje zdroj jako pramen, vrchol ztidla, ze kterého
proudi vystupy. Ve své plné obecnosti, je to pfesné to, co uvazujeme v teorii infor-
mace, ackoliv typicky povazujeme zdroj za proud symbola jisté konecné abecedy.
Zdroj ma obvykle néjaky ndhodny mechanismus, ktery je zaloZzen na statistice si-
tuace, ktera je modelovana. Tento nahodny mechanismus muze byt pomérné dost
komplikovany, ale my se budeme pro okamzik soustfedit na nasledujici opravdu
specialni a jednoduchy priklad. Znaci-li X; i-ty symbol vytvoreny zdrojem, do-
hodneme se pak, Ze, pro kazdy symbol a;, pravdépodobnost

P(X; = a;) = p;

je nezavisla na i a tedy je nezavisla na vSech minulych nebo v budoucnosti vys-
lanych symbolech. Jinak feceno, Xy, X5,... je pravé posloupnost identicky dis-
tribuovanych, nezavislych nahodnych veli¢in. Takovyto zdroj nazveme zdrojem s
nulovou paméti nebo zdrojem bez paméti a jeho entropie H je definovana jako

H =~ pjlogp,
kde s¢itame pies mnozinu j takovych, Ze p; > 0.
Cviceni 1.1

1. Je-li § zdroj bez paméti s abecedou Y., rozsiteni radu n S je zdroj bez
paméti S™ s abecedou ™ sklddajici se ze viech Tetézei délky n symbolii
ze Y tak, Ze pravdépodobnost kaZdého Tetézce o je urcena pravdépodobnosti,
e je to Tetézec prunich n symboli vyslangjch S. Dokazte, Ze S™ md entropii
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H(S™) =nH(S).

2 Prefixové a jednoznacné dekédovatelné koédy

Hlavni problém feSeny v této kapitole je nasledujici. Predpokladejme, Ze mame
zdroj bez paméti S, ktery vysila symboly z abecedy W = {wy,...,w,} s prav-
dépodobnostmi {p1,...,p,}. Z pedagogickych divodi budeme prvky W nazyvat
zdrojovd slova a ptat se na nésledujici otazku. Je-li ¥ abeceda D symbolt, jak
muzeme zakoédovat zdrojova slova w; pomoci symboli z Y, abychom dostali co
mozna nejekonomictéjsi zakodovani?

Priklad 2.1 Predpoklidejme, Ze zdroj S wvysila ctyri zdrojovd slova a,b,c,d s
pravdépodobnostmsi

pa=0.9 p,=0.05, p.=pg=0.025.
Srovndme-li pak zakodovdni

a~0, b~ 111, c~ 110, d~» 101,

a~ 00, b~01, c~10, d~ 11,

je evidentné priumeérnd délka zakodovaného zdroje 1.2 v prvnim kédu a 2 v
druhém kodu.

Formalnéji, kddovdini nebo kdd je zobrazeni f z {w,...,w,} do ¥* kde
>* oznacuje soubor konec¢nych fetézct symboli z Y. Zprdva je kazdy konec¢ny
fetézec zdrojovych slov a, je-li

m=w; ... W;,

a je-li f kodovani, pak rozsireni f k W* je definovano obvyklym zptisobem
pomoci zietézeni

fm) = f(wi,) ... f(ws,).

Kodovani f je jednoznacné dekddovatelné, jestlize kazdy kone¢ny retézec z X~
je obraz nejvyse jedné zpravy. Retézce f(w;) se nazyvaji kdédovd slova a prirozena
¢isla | f(w;)| jsou slovni délky kodovani f. Primérnd délka (f) kodovani f je
definovana jako

() = f:lpimwm.
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Kodovani f se nazyva bezprostiedné dekodovatelné nebo prefizové, jestlize ne-
existuji rizné w; a w; tak, ze f(w;) je prefix f(w;). Zde pouzivame, jak lze
ocekavat, prefiz v obvyklém smyslu, ze pokud z,y € ¥*, pak z je prefix y, jestlize
existuje z € X* tak, ze xz = y.

Prefixova kodovani jsou jednoznacné dekddovatelnéd. Skutecné, maji silnéjsi
vlastnost, Ze prefixovy kod muze byt dekddovan ‘on line” bez pohledu do budouc-
nosti.

Piiklad 2.2 Predpokladejme, ze 3 = {0, 1} a mame ¢ty¥i zdrojova slova wy, .., wy.
Prefixové kédovani je

flw) =0, fw) =10, f(ws) =110, f(wy) = 1110.
Napiiklad zpravu 01101001010010 lze dekodovat jako wiwswewy wewowiws. (Toto
je priklad toho, co je znamo jako cdrkové kodovani, protoze evidentné pouzivame
nulu, abychom signalizovali konec slova.)

Ne kazdé jednoznac¢né dekddovatelné kodovani je prefixové.

Piiklad 2.3 Predpokladejme, ze W = {wy,we}, X = {0,1} a kodovani g je
definovano jako

g(wi) =0, g(ws) = 01.
Toto koédovani neni evidentné prefixové, ale lze snadno ovérit, Ze je jedno-
zna¢né dekodovatelné, pokud budeme postupovat zpét z konce zpravy.

//////

pojem, nez prefixova kodovani. Prekvapivé ukdzeme, Ze muzeme omezit pozornost
na prefixova kodovani v nasem hledani jednoznacné dekédovatelnych koédovandi,
ktera maji minimalni prumérnou délku.

Poznamka 2.4 Ackoliv jsme definovali kédovdani jako zobrazent, casto ho iden-
tifikujeme se souborem C' kodovych slov.

Cviceni 2.5
1. Ukazte, Ze pro kaZdé prirozené cislo m existuje prefivové kodovdni nad
{0,1}, které md slova viech délek v mnoziné {1,... ,m}.
3 Kraftova a McMillanova nerovnosti

V tomto odstavci dokdZzeme dvé zakladni nerovnosti, které ospravedlnuji nasi
drivejsi poznamku, ze mizeme v podstaté zapomenout na pojem jednoznacné
dekoddovatelnosti a omezit pozornost na prefixova kédovani.

Nejdfive vyslovme nerovnosti.
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KRAFTOVA NEROVNOST

Je-li ¥ abeceda mohutnosti D a W obsahuje N slov, pak nutna a dosta-
tetna podminka, Ze existuje prefixové kodovani f : W — ¥* se slovnimi délkami
ly,...,In je, Ze plati

N
YDt <1 (2.1)
i=1

McMILLANOVA NEROVNOST

Je-li ¥ abeceda mohutnosti D a W obsahuje NV slov, pak nutna a dostatecna
podminka, Ze existuje jednoznacné dekdédovatelné kodovani f : W — ¥* se slov-
nimi délkami [, ..., [y je, ze plati (2.1).

Kombinaci téchto dvou nerovnosti dostaneme:

Véta 3.1 Jednoznacné dekodovatelné kodovdani s predepsanou délkou slov exis-
tuje prave tehdy, kdyz existuje prefivovy kod se stejnou délkou slowv.

DUKAZ KRAFTOVY NEROVNOSTI

Predpokladejme, Ze mnozina {l;,..., Iy} spliuje
N
YDl <1.
i=1

Ptepisme nerovnost do tvaru
l .
ZTLjDiJ S 1,
j=1
kde n; je pocet I; rovnych j, I = maxl; a vynasobme ji D'.
PrepiSme tuto nerovnost opét do tvaru
ng < D' —n D"t — .. —n_1D. (2.2)

Protoze n; jsou vSechna nezéporné, postupné dostaneme z (2.2) nerovnosti

ni—1 S Dl_1 — nlDl_2 — ... nl_gD,

ny—2 S Dl72 - n1D173 — ... nl_3D,
ng S D3 — TLlDQ — ... n2D7 (23)

N9 S D2 — nlD,

nq S D.
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Tyto nerovnosti jsou kli¢ ke konstrukci kodovani s danou délkou slov.

Nejdfive vyberme n; slov délky 1, pficemz pouzijeme rizné pismena z X.
Zbyva nam D — ny nepouzitych symbold a muzeme vytvorit (D — ny)D slov
délky 2 pridanim pismena ke kazdému z téchto symboli.

Vyberme nagich ny délky 2 libovolné z téchto slov a zbyva nam pak D? —
n1D — ngy prefixta délky 2.

Tyto lze uzit pro vytvoreni (D? —ny D —ny)D slov délky 3, ze kterych mizeme
vybrat ng libovolné atd. Pokracujeme-li timto zptusobem, pokazdé je zachovana
vlastnost, ze zaddné slovo neni prefixem jiného.

V kazdém piipadé zjistime, ze nerovnosti (2.3) nam dovoli provést tento vybér.
Tedy skon¢ime s prefixovym kdédovanim s predepsanou délkami kodovani. |

Dokazali jsme, ze numerickd podminka (2.1) je dostateéné pro existenci prefi-
xového kodovani. Ackoliv Kraft rovnéz dokazal i nutnost podminky (2.1), jedna
se o bezprostiedni diisledek McMillanovy nerovnosti, kterou v dalsim dokazeme.

Podany dikaz je o mnoho jednodussi, nez McMillaniv ptivodni dikaz a patii
Karushovi (1961).

DUKAZ McMILLANOVY NEROVNOSTI

Predpokladejme, Ze mame jednoznac¢né dekddovatelné kdédovani C' s délkami
slov ll, ey lN-
Pokud [ = maxl;, pak, pro kazdé kladné celé ¢islo r, mame

(D" +...+ D) = Zl b;D~, (2.4)
=1

kde b; je nezaporné celé cislo. Ale cela ¢isla b; jsou pravé pocet moznosti,
kolika zptisoby lze Tetézec délky ¢ z symbolti abecedy > utvorit konkatenaci r
slov z délek vybranych z mnoziny {ly,...,Ix}.

Jelikoz je kodovani C' jednoznacné dekddovatelné, kazdy retézec délky i tvo-
feny z kodovych slov musi odpovidat nejvyse jedné posloupnosti kédovych slov.
Musime tedy mit

b <D (1<i<rl).
Dosadime-li do (2.4), obdrzime

(D*ll N D*IN)T <Ir.
Proto
l .
anD’J < ll/rrl/’",
j=1

a protoze r bylo libovolné kladné celé ¢islo, dostavame limitnim pfechodem
r — oo na pravé strané McMillanovu nerovnost. |
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Cviceni 3.2

1. Jaky je maximdlni pocet slov bindarniho prefivového kdodovdni, ve kterém je
mazimdlni délka slova 77

4 Véta o kédovani bez Sumu pro zdroje bez pa-
meéti

Uvazujme nyni nasledujici situaci. Méjme zdroj S bez paméti, ktery vysila slova
wy, ..., W, s pravdépodobnostmi p1, ..., p,, kazdé vyslané slovo je vybrano ne-
zéavisle na vSech jinych slovech. N&s problém je: je-li dan takovyto zdroj spolec¢né
s abecedou ¥, najdéte jednoznacné dekddovatelné kédovani, jez méa miniméalni
prumeérnou délku slov. Takovéto kodovani nazyvame kompaktni.

Heuristicky pfistup k tomuto problému by mohl byt nasledujici. Zdroj S méa
entropii

H ==Y plogp;.

Maximalni entropie v abecedé o D pismenech je logD. Tedy pocet sym-
bolii abecedy potfebny v priméru na zakoédovani slova ze zdroje by mél byt
asi H/logD.

Tuto hrubou ideu nyni zprecizujeme.

Véta 4.1 Ma-li zdroj bez paméti entropii H, pak kaZdé jednoznacné dekodovatel-
né kodovdni pro tento zdroj v abecedé o D symbolech musi mit délku alespon
H/logD. Navic ezistuje takové jednoznacné dekddovatelné kodovdni, které md
prameérnou délku slov mensi nebo rovnu 1+ H/logD.

Dikaz. Predpokladejme, ze mame jednozna¢né dekdédovatelné kodovani C' s dél-
kami slov [y, ..., ly. Pfedpokladejme déle, Ze pravdépodobnosti emitovanych slov
odpovidajicich témto délkam jsou pq,...,py. Tedy

H ==Y plogp

a prumérné délka kddovani C' je dana

[ (C) = Zpili-
7 Kraft-McMillanovy nerovnosti vime, Ze
l .
j=1
Definujme ¢; (1 <1i < N) jako
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qi = D_li/G7

tedy je (qi,-..,qn) pravdépodobnostni rozdéleni. Aplikujme lemma 1.2.2 a
obdrzime

H=— Zpilogpi < - sz‘longw
Ale

logq; = —l;logD — logG.

Tedy
H < (Y pili)logD + (3 pi) logG.

Ale G < 1 z Kraft-McMillanovy nerovnosti a tedy, jak je pozadovano,
H <1(C)logD.

Abychom dokézali horni hranici, vybereme nase délky slov [y,...,Iy podle
pravidla, Zze pro vSechna i je délka [; minimalni pfirozené ¢&islo spliujici

p;t < DY, ) DTN < p. (2.5)
Ale, protoze p; + ...+ py = 1, toto implikuje
N
Y Dh<1,
i=1
tedy vime, Ze existuje jednozna¢né dekodovatelné (ve skutecnosti prefixové) ko-
dovani s témito slovnimi délkami.

Ale, protoze 2.5 je ekvivalentni s

l;logD > —logp;

a [; je minimalni vzhledem k této vlastnosti, vime, ze

l; < 1—logp;/logD.

Vime tedy, zZe

Cviceni 4.2
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1. Zakodujeme-li n stejne pravdépodobnijch slov nad bindrni abecedou, véta o
kodovdni bez Sumu turdi, Ze primeérnd délka slova l(C') kazdého kompaktniho
jednoznacné dekdodovatelného kodovani splnuge

log,n < I(C),
pro které hodnoty n plati rovnost?

2. Srovnejme hranice véty o kodovdni bez Sumu s délkou kompaktniho zakodo-
vdni 28 — 1 stejné pravdépodobnijch slov nad {0, 1}.

5 Konstruovani kompaktnich kédovani

Predpokladejme, Ze mame dén zdroj S bez paméti ze slov wy, ..., wy s pravdé-
podobnostmi pq,...,py a Ze si prejeme najit kompaktni kédovani C' pro S nad
abecedou Y. Z véty o kodovani bez Sumu vime, ze prumérné délka musi splhovat
ohranic¢eni

H/logD < I(C) <1+ H/logD, (2.6)

ale snadno se vidi, Ze dolni hranice 1ze dosdhnout pouze, kdyz p; jsou jisté celo-
¢iselné mocniny D. 7 Kraft-McMillanovy nerovnosti méame:

Jestlize existuje kompakini jednoznacné dekodovatelné kodovdani o primeérné délce
l, pak existuje kompakini prefizové kédovdni o primérné délce l.

Miizeme se tedy omezit na prefixova kodovani. Nyni popiseme metodu navrh-
nutou Huffmanem v roce 1952 pro konstruovani kompaktnihu prefixového kodo-
vani pro vySe uvedeny zdroj S v pripadé, ze ¥ je binarni abeceda. Nejprve do-
kdzeme nékteré vlastnosti kompaktniho prefixového kodovani C' nad ¥ = {0, 1}.
Budeme uzivat [(w) k oznaceni délky slova w v C.

Lemma 5.1 Kompaktni kodovani pro zdroj s prdavé dvéma slovy wy a wsy je
wy, — 0, wy — 1.
Dikaz. Ziejmé.
Lemma 5.2 Je-li C prefixové a kompaktni kodovani a p; > pj, pak l(w;) < l(w;).

Diikaz. Pokud tomu tak neni, vytvorme novy kod C’ z C' zameénou zakédovani
w; a w;. Pak primérna délka je zmenSena a stale mame prefixové kédovani.

Lemma 5.3 Je-li C' prefivové a kompaktni kodovdni, pak mezi vSemi kddovymi
slovy v C' maximdlni délky musi existovat alespon dvé lisici se pouze v posledni

¢islici.
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Dikaz. Predpoklddejme, Ze tomu tak neni; pak miizeme odebrat posledni ¢islici
z téchto vsech kodovych slov maximalni délky a stale mame prefixové kdédovani,
coz je spor s kompaktnosti C.

HUFFMANUV KODOVACI ALGORITMUS

Beze ztraty obecnosti mtuzeme predpokladat, ze zdroj S mé svij systém zdro-
jovych slov {wy, ..., wy} usporadanych tak, ze pravdépodobnosti p; vyslani w;
splhuji

pP1L=p22> ... 2 PN-

Huffmanova procedura konstruuje rekurzivné posloupnost zdroja Sy, Sy, ...,
Sn_s tak, ze Sy = S a Sy je ziskdno z S, _1 ztotoznénim dvou nejméné pravdépo-
dobnych symbolt z Si_1 s jedinym symbolem o z Sy. Pravdépodobnost, Ze symbol
o je vyslan z S; je bréana jako soucet pravdépodobnosti jeho dvou vytvérejicich
symboli v Si_1.

Tedy S; je ziskan z Sy ztotoznénim wy a wy_1 do jednoho symbolu wy_4
vyskytujictho se s pravdépodobnosti py + py_1. V kazdém stavu mame zdroj
s 0 jeden méné symboly, az po N — 2 takovych redukcich dospéjeme k zdroji
SN—2, ktery ma pouze dva symboly. Pfechod mezi S;_; a S 1ze nejlépe vidét na
nésledujicim obrazku.

Zakodovani Pravdépodobnost Slovo Slovo Pravdépodobnost Zakoédovani

01 qQ1 U1 U q1 01
o) q2 V2 U2 q2 02
Ok—1 qk—1 Vk—1 Uk—1 k-1 Ok—1
Ok+1 Qr Uk U Gt + Grv1 Ok
O k42 qk+1 Vk+1 Uk+1 qk Ok+1
O qi—1 Vi—1
(O-ka O) qt Ut Ut qi—1 Ot
(Uka 1) qi+1 Vi+1
Sj,1 Sj
Je-1i dano zakoédovani o4, . . ., 0y zdroje S;, Huffmanova procedura pro nalezeni

zakodovani zdroje S;_; je nasledujici velmi snadné pravidlo.

Piedpoklddejme pravdépodobnosti ¢; > g2 > ... > qi41 slov z S;_; jsou ta-
kové, Ze slovo vytvorené z vy a v41 je slovo uy z S;. Pak by Huffmanovo zakodovéani
S;—1 mélo byt, jak je ukdzano v levém sloupci piedchozi tabulky. Formalné, mélo
by byt zadano pravidlem
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Vi — O0; (1§i§k—1),vi—>0i+1 (k?g@gt-l),

Uy — (0k70)7 Vt4+1 — (0k7 1)

Zpétnym zpracovanim nastartujeme nasi zakédovaci proceduru zakédovanim
dvou slov z Sy_o s dvéma koédovymi slovy 0 a 1; pak Sy_3 bude mit tii ko-
dovéa slova atd. a budeme pokracovat ve vyse uvedené procedufe, az dosdhneme
Huffmanova kédu pro S = Sy.

Budeme ilustrovat tuto metodu na skuteé¢né malém prikladé.

Priklad 5.4 Predpokladejme, Ze S je zdroj s péti zdrojovymi slovy a pravdépodob-
nostmi (viz nize). Pak vijvoj Huffmanova zakédovdni lze povaZovat za prochdzeni
sipek dopredu a pak zakodovdani zpdtky.

w P c W P C w p C W P C
wy 0.5 1 vy 0.5 1 w 0.5 1 x 05 0
wy 0.2 01 vy 0.2 01 uy 0.3 00 1wz 0.5 1
ws  0.15 001 vy 0.15 000 us 0.2 01
wy 0.1 0000 vy 0.15 001
ws  0.05 0001

W: slovo, P: pravdépodobnost  C': kodovani

Vysledné zakodovdani

wy; — 1, wy — 01, ws — 001, wy — 0000, ws — 0001

md prumernou délku 1.95 na zdrojové slovo. |

Poznamka 5.5 Minimdiné dvakrdat v hornim prikladu jsme schopni provést vij-
bér, protoZe dvé slova maji stejné pravdeépodobnosti. Pokud tento pripad nastane,
dostaneme riznd zakodovdns.

DUKAZ, ZE HUFFMANUV ALGORITMUS JE KOREKTNI

Z lemmatu 1 vime, zZe zakoédovani Sy_o dvéma symboly 0 a 1 je optimalni.
Dikaz bude tedy tplny, jestlize budeme schopni dokézat, zZe kompaktnost je za-
chovavana pti prechodu ze zdroje S; ke zdroji S;_;.

Piedpoklddejme tedy, ze S; je kompaktné zakodovan a ze [y, ..., [; jsou délky
slov oy,..., 04, ale Ze Huffmanovo zakédovani C;_; zdroje S;_; neni kompaktni.
Existuje tedy prefixové kompaktni kddovani C' zdroje S;_; tak, ze

l(C) < Z(Cj_l).
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Dle lemmatu 3 miizeme preuspoiddat kédova slova kodovani C' maximalni
délky tak, ze mé-li C kodova slova v'y, ..., v 1 s délkami Iy, ..., l';1q, pak I'; <
U'y...<Ulip1avy=(0,0),041 = (0,1), kde o je néjaké kodové slovo z ¥*.

Necht kodovani C” zdroje S; sestava ze slov

/ ! ! / / .
Vi1,V9y...,Vk-1,0,Vky...,V¢_1;

pak C” je prefixové zakédovani zdroje S; a ma primérnou délku

e = qlv+.. .+ @l + (@ + @1)lol + @el's + @ Ui + - -
+¢1l'i—1 =UC) — (gt + qt41)-

Ale zaroven
0C5) = UCj1) = (@ + @)
Tudiz, jestlize {(C') < {(C;_1), pak

() < UCY),

coz je spor s kompaktnosti C; I

HUFFMANOVA KODOVANI NAD NEBINARNIMI ABECEDAMI

Predpokladejme, Ze pracujeme namisto s binarni abecedou {0, 1} s abecedou
> o r symbolech.

Budeme postupovat stejnym zpusobem. Stejné jako v binarnim piipadé, za-
¢néme s S = 5y (puvodni zdroj) a budeme konstruovat posloupnost zdroju Sy,
S1, ..., S az skonéime u zdroje S; obsahujicim pravé r symboli. Tento zdroj mé
kompaktni zakodovani (jednoduse mame bijekci mezi S; a abecedou ¥). Musime
aplikovat nésledujici dva body:

1. Jak budem konstruovat S;;; z Sj, ztotoZznime ne 2, ale r nejméné pravde-
podobnych symboli z S; do jednoho symbolu z S; ;. Tedy S;41 mdor—1
symboli méné nez S;.

2. Budeme potiebovat pro zavérecny zdroj .S;, abychom méli pravé » symboli.
Abychom toho doséhli, je nutno zacit se zdrojem S s pravé r + t(r — 1)
symboly. Protoze obecné je malo pravdépodobné, ze S bude mit pravé tento
pocet slov, uméle piidame k S mnozinu S, ktera bude disjunktni s S, a slova
v ni obsazena budou mit nulovou pravdépodobnost. Pak klademe Sy = SUS’
a mame |S’| =r+t(r—1)—|9].

Cviceni 5.6

1. Jakd je primeérnd délka slova kompaktniho kédovani nad {0, 1}, jestlize
mdme 5 stejné pravdépodobnych zdrojovych slov?
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2. Najdéte kompaktni kédovani nad {0,1} pro zdroj vysilajici slova wy, . . ., we

s pravdépodobnostmi
1P( )—1P( )—1P( ) = P(ws) = P( )—1
3’ Wa R ws 5 Wy) = £7(W5) = 7 \We) = 19

a porovnejte jejich primernou délku s horni a dolni hranici dle véty o ko-
dovdani bez sumu pro zdroje bez pameti.

P(w;) =

3. Najdéte kompaktni kédovini nad {0,1,2} pro zdroj z predchoziho prikladu.

Problémy 2.1 1. Ve hie na Sachovnici md jeden z hraci (A) uhddnout, kam

jeho protivnik umistil kralovnu. Hrdci A je povoleno Sest otdzek, které musi
byt pravdivé zodpovézeny odpovédi ano/ne. Dokazte, Ze existuje strategie, pii
které mize hrac A vidy vyhrdt tuto hru, ale Ze nelze zagistit vyhru, pokud
md povoleno pouze pét otdzek.

. Je-li hra z predchoziho ptikladu hrand na Sachovnici o rozmérech n x n,

kolik otdzek potiebuje hrac¢ A, aby bezpecné vyhrdl.

. Najdeéte primérnou délku optimdlniho (kompaktniho) jednoznacné dekddo-

vatelného bindrniho kodu pro zdroj bez paméti, ktery vysild Sest slov s prav-
dépodobnostmi
0.25,0.10,0.15,0.05, 0.20, 0.25.

Analyzovdnim Huffmanova algoritmu ukazme, Ze zdroj bez paméti vysild N
slov a jestlize ly, ..., I jsou délky kodovijch slov optimdlniho kodovani nad
bindrni abecedou, pak i + ... + Iy < %(]V2 + N —2).

. Mate k dispozici rovnovdzZnou vihu a devét zddnlive identickijch minci. Bylo

Vam sdéleno, Ze jedna mince je riznd od zbyvajicich stejniych minci. Mdte
za kol najit, o kterou minci se jednd a zda je t€Zsi nebo lehci. Navrhnéte
strategii o nejvyse 3 vaZenich pro teseni tohoto problému. Abychom obecné
vyresily tentyz problém pro n minci v k vdZenich, je nutno, aby platilo, Ze
klog 3 > log2n. DokaZte.

.V Huffmanové algoritmu pro bindrni abecedu aplikovaném na N zdrojovijch

slov jgsou délky slov pro konecné optimdlni zakodovdni ly, ..., lx. DokaZte,
ze
l1++lNZNIOg2N

. Méjme dva hrdce, hrice A a hrice B. Tito hraci hraji hru s ndhodnou

kostkou, kterd md n stran a nabyvd hodnot 1,...,n s pravdépodobnostmi
P1,D2,- -5 Pn-

Hrdc¢ B vrhd kostkou za zdvésem a hra¢ A md zjistit hodnotu po vrZent
kostky co moznd nejrychleji. Hra¢ A se miuZe ptat hrace B a ten mu must
pravdivé odpovidat bud ano nebo ne. UkaZte, Ze primérny pocet otdzek pro
ispésnou strategit hrace A must bijt alespori entropie H = — 3 p;logp;.
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7. Ukazte, Ze optimdlni zakodovdni zdroje s N stejné pravdépodobniymi zdrojo-
vymi slovy v abecedé o D pismenech, je

maz{(D"™ — N —b)/(D —1),N}
slov délky r, kde b je urceno vztahem
N+b=D+k(D-1), 0<b<D-1,
a r je nejuetsi prirozené cislo tak, Ze
D" < N +0b.

8. Dokazte, Ze ndsledujici metoda ndm ddvd jednoznacné dekddovatelny kod
pro zdro S.

Predpoklddejme, Ze S md N zdrojoviyjch slov s1, Sz, ...,Sn a p; je pravdépo-
dobnost, Ze je vysldno slovo s;, pricemz plati p; > p;v1. Necht navic

ap =0, ay=p, a3=pi+p2..., ay=pi+p2+...+pnN_1.

Necht m; (1 < i < N) je definovdno jako nejmensi takové prirozené ¢islo
my; spliugict 27 < p;.

Je-li pak a} bindrni rozvoj Cisla a; na m; desetinngch mist, je kddovdni

S

jal, 1<j<N

jednoznasné dekodovatelné pro zdroj S. Ukazte, Ze se nejednd o optimdlni
zakodovdnd, ale Ze prumeérnd délka | kodovdni spliuje

H(S) <1< H(S)+1.

9. Jsou-li ly, ... 1, délky slov bindrniho Huffmanova kodovdni zdrojovych slov
magjicich pravdépodobnost py, . .., p,, pak redundance kodovdni je definovdina
jako

r= Zpklk - H(P1,~--7pn)-
k=1

Ukazte, Ze plati
7 < Pruas + log[2(loge) /€] = Pan + 0.086,

kde p,... = max;p;.
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Kapitola 3

Komunikace kanaly se Sumem

1 Komunika¢ni systém

Komunika¢ni systém je mechamismus, ktery zprostiedkovava prenos informace
od zdroje zpravy az k zafizeni, které tuto informaci zpracovava. Obecné sestava
z kodéru, sdélovaciho (komunika¢niho) kanalu a nasledné dekodéru.

t Komunika¢ni 5
— VSHp Kodér kanAl Dekodér - vystup |

Obrazek 3.1: Blokovy diagram obecného sdélovaciho systému.

Zdrojova zprava je obvykle v podobé sekvence binarnich nebo desitkovych
¢islic, nebo sekvence abecednich znakt prevedenych do technicky zpracovatelné
podoby. Kédovaci zafizeni prevadi tyto zpravy na signaly kompatibilni se vstupem
kanalu — obvykle se jedna o elektrické signaly, které maji jist4 omezeni na velikost
napéti, sitku pasma a délku trvani impulzu. Takto upravené pak vstupuji do
sdélovaciho kanéalu a jsou vystaveny Sumu (tj. moznosti vzniku chyby). Vystup
z kanalu vstupuje do dekodéru, jehoz funkci je rozhodnout, jakou podobu méla
puvodni zdrojova zprava, a tu pak privést na vystup celého sdélovactho systému.

Vétsina komunikac¢nich kanéli ma kone¢nou kapacitu prenosu informace, tj.
miru schopnosti prenéset informaci méfenou v bitech za sekundu nebo bitech
na symbol. Diky vynikajici teoretické praci Shannona (r. 1948) se da ukazat,
7ze pokud je prumérna rychlost prenosu informace mensi nez kapacita kanalu,
je mozné vybrat mnozinu signala (koédovych slov) takovou, Ze pravdépodobnost
vyskytu chyby pfi dekédovani bude libovolné mald. Nicméné jakkoliv je tato
teorie mocna, vysledek nevypovidé nic o tom, jak tyto signély volit, ani zda je
mozné je pomoci souc¢asnych technickych prostredkt konstruovat.

Pouzivani samoopravnych kodi je pokusem vyse uvedené dva problémy obejit.
Ovsem cely prenos informace od zdroje az po zpracovani neni tak jednoduchy,
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38 KAPITOLA 3. KOMUNIKACE KANALY SE SUMEM

jak znézornuje (obr.3.1). Sestava z komplexnéjsiho sdélovaciho systému; jednu
takovou moznost nabizi (obr.3.2).

vstup | Vstup-bin. Bin. bin. Modulit
Prevodnik Kodér oduiator
Komunika¢ni
kanéal
vystup | Bin.—vystup Bin.—bin. D dult J
Prevodnik Dekodér cthodulator

Obrazek 3.2: Konkrétni sdélovaci systém.

Kodéry (prevodniky) prevadi znaky jedné abecedy na znaky abecedy jiné.
Obvykle maji obé abecedy pomérné malou mohutnost — typicky prevod muze byt
z desitkové do dvojkové soustavy. Modulator na vstupu pfijima jednotlivé znaky
a ke kazdému znaku vytvari proudovy impuls, ktery vstupuje do kanélu. Tato
operace s kazdym znakem zvlast je omezenim pii pfenosu informace a zptsobi
tak ztratu kapacity kanalu.

Demodulator provadi inverzni operaci. Ke kazdému obdrzenému impulsu hleda
znak tak, aby pravdépodobnost prenosové chyby byla co nejmensi. A opét jako
pri modulaci, i zde individualni modulace zptisobuje ztratu kapacity.

2 Diskrétni kanil bez paméti

v v

ktera akceptuje fetézce symbolii ze vstupni abecedy >; a vysila fetézce symboli
z vystupni abecedy .

Muzeme ziejmé tvrdit jen mélo o takovéto struktufe. Omezme pozornost
na diskrétni kandl bez pameti, ktery je charakterizovin vstupni abecedou Y, =

{ai,...,an}, vystupni abecedou Yo = {by,...,b,} a matici P kandlu

P11 P2 ... ... Pin-1 Pin

P21 P22 -.. ... Pon-1 Pan

P — . . . .
Pm-11 Pm-12 -+ -+ Pm—1n-1 Pm-1n
Pmi Pm2 e e Pmn—1 Pmn
Zpusob pouzivani kanalu je néasledujici: kazda posloupnost (uq,us, ..., uy)

symbolii ze vstupni abecedy Y1 na vstupu se prevede na posloupnost (vy, vg, ..., vx)
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2. DISKRETNI KANAL BEZ PAMETI 39

téze délky symbolt z vystupni abecedy Yo na vystup tak, ze

Pog = bjlur = a;) =p; (1 <i<m,1<j<n)

a to nezavisle pro kazdé k.

Implicitné je ve vyse uvedeném obsazeno, ze pro kazdé ¢, 1 < ¢ < m plati
sz‘j =1L
J

Matice P s nezapornymi hodnotami takovéa, ze soucet prvki v kazdém fadku
je roven 1, se nazyva stochastickd matice; v teorii ndhodnych procesti mluvime
o matici prechodu markovského fetézce. Je Casto uzitecné reprezentovat kanal
pomoci diagramu, jako je tomu napt v nasl. prikladu.

Priklad 2.1 Binarni vypoustéci kanal md vstupni abecedu 1 = {0, 1}, vystupni
abecedou 3y = {0,1,*} a matici P kanéalu

1—¢ 0 €
P_< 0 1—c¢ 5)‘

Diagram odpovidajici tomuto kandlu md tvar

o (
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To odpovidd situaci, pro kterou md kaZdy symbol pravdépodobnost €, Ze se
Spatné prenese a to na *x. Ale jak 1 tak 0 nelze navzdjem zaménit.

Priklad 2.2 NejpouzZivanéjsi kandl v tomto modelu komunikace je binarni syme-
tricky kanal md vstupni abecedu ¥ = {0, 1}, vystupni abecedou ¥y = {0,1} a

matici P kanalu
p=(tP P
p 1—-p

Diagram odpovidajici tomuto kandlu md tvar

0e o0

le — el

Jinak Teceno, to odpovidd situact, pro kterou md kaZdy symbol x pravdépodob-
nost p, Ze se Spatné prenese a to na 1 — x. Casto budeme psdt ¢ = 1 — p bez
dalsiho komentdre.

Rozsifeni diskrétnich kanali bez paméti

Uvazme diskrétni kanal bez paméti se vstupni abecedu >, vystupni abecedou
Y9 a matici P kandlu . r-té rozsifeni tohoto kanalu je diskrétni kanél bez paméti

se vstupni abecedu EY), vystupni abecedou Eg) a matici P") kandlu , které je
definovana nasledovné:

Soutadnice (4, 7) matice P") odpovidajici vstupu
O; = 10y ...0

s ai € 21, a vystupu

7= 162... 5

S ﬂk € 227 je
(P)ij = p(Bilaa)p(Balaz) . .. p(Br|wr),

kde p(0k|ax) je pravdépodobnost, Ze v kanalu s matici P je obdrZen symbol [y
za predpokladu odeslani ay.

Priklad 2.3 Druhé rozsiteni binarnitho symetrického kanélu s matici P kanalu

(3 7)
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3. SPOJENI ZDROJE S KANALEM 41

md tvar
¢ qp pqg p°
pro| w @ P o :<qP pP>.
pq p° 4 qp pP qP
P> pg oqp ¢

Alternativni zpisob jak miuZzeme premyslet o r-té extenzi je, ze kanal C' po-
vazujeme za 1 kopii C' operujicich nezavisle a paralelné dle nize uvedeného.

AL
NG

e

041042

Cviceni 2.4 1. Zprdva sestdvajici z N bindrnich c¢islic je prenesena bindrnim
symetrickym kandlem majici pravdépodobnost chyby prenosu p. UkaZte, Ze
ocekdvany pocet chyb je Np.

3 Spojeni zdroje s kanalem

Uvazme nésledujici situaci: mame zdroj bez paméti S, ktery vysila symboly (zdro-
jova slova) s1,..., sy s pravdépodobnostmi py, ..., py.

Zdroj je spojen s bindrnim symetrickym kanéalem s pravdépodobnosti chyby
nasledovné:

Budeme predpokladat, ze zakoédovani do binarniho kédu probéhne bez Sumu
a ze zpusob zakodovani je zndm dekédovacimu zafizeni.

Predpokladejme pro jednoduchost, ze N = 8; za symboly mizeme povazovat
napf. pismena abecedy, rizné mény nebo cokoliv jiného. Efektivni (tj. kompaktni)
zakodovani ve smyslu predchoziho odstavce je pak
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42 KAPITOLA 3. KOMUNIKACE KANALY SE SUMEM

S1 52 53 5S4 S5 S6 St

A e e e

0o0 100 010 001 110 101 011 111.

Zprava je Tetézec zdrojovych slov s;, kterd jsou postupné zakddované, pre-
nesend a pak dekédovana. Tudiz, dle vyse uvedeného kédovaciho schématu, je
pravdépodobnost, Ze jisté slovo je spravné pieneseno, rovna ¢°. Pravdépodob-
nost, Ze zprava o n slovech je korektné prenesena, je ¢>".

Lze to provést lépe? Odpovéd je samoziejmé ano, jinak bychom se vibec
neptali. Zajimavé otazky jsou (a) jak moc lépe a (b) na ¢i naklady?

Priklad 3.1 UvaZme vyse uvedeny priklad s osmi steyné pravdépodobnymi zdro-
Jovyma slovy a predpoklddejme, Ze pouzijeme zdvojené zakodovani ndsledovné:

S1 52 53 S4 S5 S6 S8

T T T T e

000000 100100 010010 001001 110110 101101 011011 111111.

Pokud dekodovact zatizent prigme pravidlo, Ze bude pouze dekodovat v pripadé,
Ze pruni tii symboly a druhé tri symboly jsou totozné, a jinak "zavold o pomoc”,
pravdépodobnost, Ze se vyskytne chyba a zistane neobjevena, se drasticky redukuje.
Zajisté budeme platit podstatnou cenu tim, Ze jsme snizilt pomér prenosu faktorem
2. navic se jednd o cisté detekcni systém, ktery nebude vyuzitelny v pripadé, Ze
se dekodovaci zatizeni nemize kontaktovat s kodovacim zatizenim a poZadat ho
o znovuposlani slova, u kterého byla detekovdana chyba.

Zbyvajici cast této kapitoly je vénovana zpiisobu ziskidni dostatecné miry pre-
nosu kanalu se Sumem bez piili§ velkého prodlouzeni zpravy.

Cviceni 3.2 Jednoduchy zpisob detekovani nejuyse jedné chyby je pouzit zarizent
priddvagictho kontrolu parity, abychom méli zajisténo, Ze soucet ¢isel v prendse-
ném slové je sudy. Tedy kontrola parity z vyse uvedeného prikladu md tvar

51 59 53 5S4 S5 S6 S7

R T T e

0000 1001 0101 0011 1100 1010 0110 1111.

Ukazte, Ze jestlize preneseme kod s kontrolou parity bindrnim symetrickym
kandlem, pravdépodobnost, Ze neni objevena chyba, je rovna 6p*(1 — p)? + p*, kde
p je pravdépodobnost vyskytu chyby pri prenosu kandlem.
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4. KODOVANI A DEKODOVACI PRAVIDLA 43

4 Koédovani a dekédovaci pravidla

Bud dén kanal bez paméti se vstupni abecedou ¥y = {ay, ..., a,} a vystupni abe-
cedou 3y = {by,...,bx}. Kdd délky n je libovolny systém C raznych posloupnosti
délky n symboli ze ¥1. Prvky z C se nazyvaji kddovd slova. Je-li dan kod délky
n s kodovymi slovy ¢y, co, ..., cy, dekddovaci pravidlo je libovolny rozklad mno-
ziny moznych obdrzenych posloupnosti do disjunktnich mnozin Ry, R, ..., Ry se
zfejmou interpretaci toho, Ze je-li obdrZena posloupnost y prvkem mnoziny R;,
je y dekodovano jako kodové slovo c;.

Formalné vzato, predpokladame-li, ze kod C neobsahuje napt. symbol "?"
jakozto kodové slovo, rozhodovact (dekédovact) pravidlo pro kod C je funkce f :
¥y — C U {?}. Aplikaci dekddovaciho pravidla nazyvame dekddovini. Je-li y
(obdrzené) slovo v ¥, pak rozhodovaci pravidlo dekdduje y jakozto kodové slovo
f(y) nebo v opa¢ném piipadé nahlasi dekddovaci chybu, jestlize f(y) =7.

Vybér dekodovaciho pravidla je podstatny k tspéchu kazdého komunika¢niho
systému. Jako extrémni piiklad je snadné zkonstruovat dekédovaci pravidlo, které
zcela znic¢i bezchybnost kanalu bez sumu.

Priklad 4.1 Predpoklidejme, Ze mame zdroj s pravé dvéma zdrojovymi slovy sq
a sg, ktery mizZeme zakodovat pro prenos bindrnim symetrickym kandlem jako

s1 +— 000 = cq, So — 111 = c4.

Mdame pak osm mozngch obdrZenijch zprdav. Mozné dekodovaci pravidlo by mohlo
byt dekodovat zprdvu jako si, pokud obsahuje vice nul nezZ jednicek. Méne citlivé
pravidlo by mohlo bijt dekodovat zpravu jako sy, pouze kdyZ obdrZend zprava byla
000. A priori, kaZdé z téchto pravidel md stejnou vdhu, i s pravidlem: dekddujte
kazdé obdrzené slovo jako sq!

Nasi snahou bude najit dekédovaci pravidlo, které maximalizuje pravdépo-
dobnost spravného dekédovani tj. pravdépodobnost, ze x = f(y) je opravdu to
kédové slovo c, které bylo odeslano. Poznamenejme, Ze pifjemce neméa zadnou
moznost zjistit, zdali dekdédovaci proces opravdu dekdédoval spravné.

Pravdépodobnost spravného dekédovani Ize vyjadrit mnoha zptsoby. PouZijeme-
li naptiklad formuli iplné pravdépodobnosti, obdrzime nésledujici dva vztahy:

P(spravné dekodovani) = Y P(spravné dekodovani|c odeslano)P(c odeslano),

ceC
(3.1)
vztahujeme-li podminku na mnozinu kédovych slov resp.

P(spravné dekodovani) = Y P(spravné dekédovénily obdrzeno)P(y obdrzeno),
yesy

(3.2)
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44 KAPITOLA 3. KOMUNIKACE KANALY SE SUMEM

vztahujeme-li podminku na mnozinu slov ze 7.

Poznamenejme, ze vztah (3.1) explicitné obsahuje pravdépodobnosti P(c odeslano),
ze riuzné kodova slova byla posldna pomoci kanalu. Tyto pravdépodobnosti nejsou
nic jiného nez pravdépodobnosti zdroje C. Mluvime pak o vstupnim rozdéleni ka-
ndlu. Pritom (3.2) rovnéz obsahuje vstupni rozdéleni, protoZze pravdépodobnost,
ze dané slovo y je obdrzeno, obvykle zavisi na tom, které kodové slovo bylo ode-
slano.

Necht f je dekddovaci pravidlo pro kod C. Je-li odeslano kodové slovo ¢, pak
spravné dekodovani nastane pravé tehdy, kdyz f(y) = ¢ pro obdrzené slovo y.
Plati tedy

P(spravné dekédovéni|c odeslano) = Y P(y obdrzeno|c odeslano). (3.3)
y.f(y)=c

Provedeme-li substituci do (3.1), obdrzime

P(spravné dekédovani) = > P(y obdrzeno|c odesléno)P(c odeslano).
ceCyy,f(y)=c
(3.4)
Tato dvojnésobna suma neni vSak vzdy zcela piihodné. Pfitom vztah (3.2)
nam podéava vhodnéjsi navod, jak obdrzet dobré dekédovaci pravidlo. Podle de-
kédovaciho pravidla f je obdrzené slovo y dekédovano spréavné, jestlize odeslané
slovo bylo f(y). Plati tedy

P(spravné dekodovani|y obdrzeno) = P(f(y)odeslano|y obdrzeno) (3.5)

a pritom se ve vySe uvedeném vyrazu nevyskytuje zadna suma. Dosadme do
vztahu (3.2). Pak mame

P(spravné dekodovéni) = Y P(f(y) odeslano|y obdrzeno)P(y obdrzeno).
yexy
(3.6)
Pravdépodobnost spravného koddovéani 1ze maximalizovat tim, zZe budeme po-
stupovat podle takového dekddovaciho pravidla, které maximalizuje kazdou z
podminénych pravdépodobnosti

P(f(y) odeslano|y obdrzeno).

Jinak feceno, za predpokladu, Ze jsme obdrzeli y, rozhodneme se tak, Ze
kodové slovo, které bylo posldno, je to nejpravdépodobnéjsi, které mohlo byt
odeslano. To jde konkrétné zajistit tak, Ze se prochazime zpétnymi kanalovymi
pravdépodobnostmi

P(c; odeslanoly obdrzeno), ..., P(cy odeslano|y obdrzeno)
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4. KODOVANI A DEKODOVACI PRAVIDLA 45

a vybereme kdédové slovo c; s nejvétsi pravdépodobnosti.

Toto pravidlo se nazyva pravidlo idedlniho pozorovatele neboli pravidlo mini-
malni chyby. Nicméné, prepis téchto podminénych pravdépodobnosti nam uka-
zuje, Ze tyto podminéné pravdépodobnosti nelze pouzit bez znalosti pravdépo-
dobnosti vyskytu kédovych slov c¢;. Mame totiz podle Bayesovy véty:

P(y obdrzeno|c odeslano) P(c odeslano)

P(c odesls bdrzeno) = '
(c odes ano\y (¢} I“ZGHO) Z]kvzl P(y Ode‘ZGHO‘Ck odesléno)P(ck 0d631éH0)

(3.7)

V praxi je to vazna nevyhoda. Totiz, abychom urcili dekédovaci funkei, mu-
sime znat s jakou pravdépodobnosti jsou kodové slova posilana pomoci kanalu tj.
musime znét jistou informaci o zprévé, coz neni zrovna vzdy mozné.

Toto, spolecéné se skuteCnosti, Ze neni snadné toto pravidlo aplikovat v pri-
padé, kdy méame velky pocet kodovych slov, opraviuje uziti nasledujictho pravidla
nazyvaného pravidlem mazimdlni pravdépodobnosti (maximum-likelihood (ML)).
Toto pravidlo dekoduje kazdy obdrzeny vektor y do kodového slova c; tak, Ze
maximalizuje

P(y obdrzeno|c; odeslano). (3.8)

Pro ty, ktefi jsou obezndmeni s odhady maximélni pravdépodobnosti ve sta-
tistice, je analogie zfejma.

Za predpokladu nedostatku informace o pravdépodobnostech riznych kodo-
vych slov mame néasledujici:

Maygi-li kédovd slova stejnou pravdépodobnost, pak pravidlo mazi-

mdlni pravdépodobnosti splyjvd s pravidlem idedlniho pozorovatele. (3.9)
Diikaz je snadny. Totiz plati P(c odeslano) = +. Tedy plat{ dle (3.7)
P(y obdrz desla
P(c odeslano|y obdrzeno) = (y obdrZenole odeslino) (3.10)

S | P(y obdrzeno|c; odesldno)’

Odtud pak méme, Ze maximum na pravé strané obdrzime préavé tehdy, kdyz
budeme mit maximum na levé strané. |

Hammingova vzdalenost

V hlavni ¢asti této prednésky budeme pracovat s binarnim symetrickym kana-
lem. Pro tento kanal mé pravidlo maximélni pravdépodobnosti obzvlast snadnou
implementaci.

Necht V,, oznacuje mnozinu vSech posloupnosti délky n slozenych z nul a
jednicek a, pokud to bude nutné, povazujme V,, za vektorovy n-dimenzionalni
prostor nad télesem celych ¢isel modulo 2. Jsou-li x a y vektory z V,,, definujme
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46 KAPITOLA 3. KOMUNIKACE KANALY SE SUMEM

Hammingovu vzddlenost d(x,y) mezi x a 'y jako pocet mist, ve kterych se x a'y
list.

Pro binarni symetricky kanal je prirozenym dekdédovacim pravidlem pravidlo
manimdalni vzdalenosti, totiz: dekdédujme kazdy obdrzeny vektor y do kédového
slova c;, které ma minimalni Hammingovu vzdalenost od y: pokud je vicero
takovych slov, vybereme c; libovolné.

P(y obdrzeno|c; odeslano). (3.11)

Nésledujici snadny vysledek nam tvrdi:

Véta 4.2 Pro bindarni symetricky kandl s pravdépodobnosti chyby p < % je deko-
dovact pravidlo minimadlni vzddlenosti ekvivalentni k pravidlu maximdlni pravdé-
podobnosti.

Diikaz. Pro vSechny vektory x a'y z V, s vlastnosti d(x,y) = d plati

P(y bylo obdrzeno|x bylo odeslano) = p?g" .

Pokud p < %, tento vyraz nabyva maxima, je-li d minimalni. To ale zfejmé staci
k tomu, Ze pevné slovo y dekédujeme jako to kodové slovo, které ma nejmensi
vzdalenost od slova y. Obréacené, vezmeme-li jako rozkdédovani pevného slova y
kédové slovo minimalni vzdalenosti, je vyse uvedené pravdépodobnost maximalni.

Cviceni 4.3

1. Necht kod sestavd ze c¢tyr kodovyjch slov c¢; = 1000, co = 0110, c3 = 0001 a
cy = 1111. Pravdépodobnosti vyjskytu techto kodovych slov jsou ddny jako

P(c1) = P(cy) = 3’)7 P(cs3) = P(cy) = é

Pouzivdte-li pro prenos bindrni symetricky kandl s pravdépodobnosti chyby

%o a obdrzite na viystup vektor 1001, jak by jste se rozhodoval pTi

(a) pouZiti pravidla idedlniho pozorovatele,

(b) pouzitim pravidla mazimdlni pravdépodobnosti?

2. Dokazte tvrzeni 3.9 tj. Ze v pFipade, Ze vsechna kodovd slova stejnou prav-
dépodobnost, pravidlo maximdalni pravdépodobnosti splyvd s pravidlem ide-
alniho pozorovatele.
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5 Kapacita kanalu

Jak uz napovidé jméno, kapacita komunika¢niho kanélu je mira jeho schopnosti
prenaset informaci. Formalni definice je motivovana nize uvedenym:

Predpokladejme, Zze mame diskrétni kanal bez paméti se vstupni abecedou
¥ =Aai,...,an}, vystupni abecedou X9 = {by,...,b,} a matici P kanélu

P = [p;;| = P(b; obdrzeno|a; odeslano).

Pridame-li k tomuto kanalu zdroj S bez paméti, ktery vysila symboly aq, . .., an,
s pravdépodobnostmi p1, ..., pm, pak vystup kanalu miZzeme povazovat za zdroj
J bez paméti, ktery vysila symboly bq,...,b, s pravdépodobnostmi ¢, ..., gy,
kde

¢; = >, P(b; obdrzeno|a; odeslano)P(a; odeslano)

= Z?Ll DiDij-

Informace o & podand pomaci 7, definovana v kapitole 1, je rovna

[(8|T) = H(S) - H(S|T) = H(S) + H(J) — H(S,T)

a je to funkce, ktera zavisi pouze na pravdépodobnostnim rozdéleni py,...,pmn, a
matici kanalu P. Je proto pfirozené definovat kapacitu C' kanalu jako

C =sup I(S|T), (3.12)

kde supremum je bréano pfes vSechny zdroje bez paméti S, nebo, jesté presnéji,
nad vSemi moznymi rozdélenimi pravdépodobnosti (p1, ..., pn).

Nejdiive si pripomenme, ze C' je dobfe definovino v tom smyslu, Ze pouze
hleddme supremum funkce f(p), kde f je spojita funkce na uzaviené a ohranicené
podmnoziné mnoziny R™ a dle zékladni véty analyzy ma f maximum v néjakém
bodé. Muzeme tedy 3.12 prepsat jako

C =max I(S|7), (3.13)

Dale si uvédomme, ze C' je kvantitativni veli¢ina urc¢ena pouze matici kanalu
P. Muzeme ji zhruba povazovat za konduktanci odporu v teorii elektrickych ob-
vodu. Jeji jednotky jsou pak jednotky informace nebo entropie, totiz "bity za
sekundu" nebo "bity na symbol" v zavislosti na kontextu.

Ukazme priklad, jak lze najit kapacitu kanalu.

Véta 5.1 Kapacita bindarniho symetrického kandlu s pravdépodobnosti chyby pre-
nosu p je urcéena vztahem

C(p) =1+ plogp+ qloggq, (3.14)

kde g =1 — p.
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48 KAPITOLA 3. KOMUNIKACE KANALY SE SUMEM

Dikaz. K usnadnéni oznaceni predpokladejme, Ze zdroj S emituje 0 s pravde-
podobnosti a a 1 s pravdépodobnosti § = 1 — . Pak vystup J mé rozdéleni

0 s pravdépodobnosti g + Bp, 1 s pravdépodobnosti 5q + ap.

Je tedy H(S,J) pravé entropie rozdéleni (aq, ap, Bq, 5q). Po jednoduché upravé

I(S|T) = plogp+qlogq— (aq+ Bp)log(ag + Fp)
—(ap + Bq) log(ap + Bq)

a

N

Derivujme dle . Pak obdrzime, ze I(S]|J) ma maximum v piipadé, ze o =
obdrzime pak 3.14.1

Poznamenejme, ze kapacita méa oc¢ekavané vlastnosti — C'(p) je monotonni
funkce p, 0 < p < %, a

coz odpovida intuici, ze, pokud p = %, kanal se stane dokonalym rusi¢em, ale Ze,
pokud p = 0, mdme dokonaly pfenos.

Zjisténi kapacity obecnych kanalu je netrivialni zélezitost. V ptipadé, ze kanal
nema néjakou specialni vlastnost nebo neni odvozen z kanalu, jehoz kapacita
je znama, jediny zptisob, jak mizeme vypocitat kapacitu, je vyreSeni problému
optimalizace s omezenimi, a to zejména metodou Lagrangeovych multiplikatori.

Prikladem prvni z téchto technik je néasledujici vysledek.

Véta 5.2 Md-li kandl S bez pameéti kapacitu C, md jeho r-té rozsiveni ST ka-
pacitu rC'.

Diikaz. Ozna¢me jako C") kapacitu r—tého rozsifeni tak, Ze
C" = supx H(X) — H(X[Y), (3.15)
kde X = (X1,...,X,) aY = (Y3,...,Y,) jsou vstupni a vystupni dvojice. Mame

ale
H(X)—-HX|Y)=H(Y) - H(Y|X). (3.16)

H(Y[X) = Y p() H(Y[X = x),
Protoze se jedné o kanél bez paméti, mame

H(YIX = x) = Y HYX =x) = Y. HYIX, = 2,).
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6. VETA O KODOVANI SE SUMEM 49

Zejména
H(Y[X)=3p(x)H (Yi| X; = ;)
= 2w H(Yi| Xs = u) - P(X; = u).
Tedy
H(Y|X) =) H(Yi|X). (3.17)

Obecné plati
HY)<HY)+...+ HY,),

a tedy celkem C) < rC. Ptipomeiime, 7e rovnost nastava pravé tehdy, kdyz
Y1, ..., Y, jsou nezavisla. Toho lze dosdhnout tim, ze zvolime Xi,..., X, jako
nezavislé a vybranim rozdéleni, pti kterém bylo dosazeno kapacity C' kanalu. 1

Cviceni 5.3 1. Vypoctéte kapacitu bindrniho vypoustéciho kandlu s pravdépo-
dobnosti chyby ¢.

2. UvazZujeme-li kandl bez paméti s matici

10
01|,
0 1

ukazte, Ze kapacity lze dosdhnout vice meZ jednim rozdélenim na vstupu.
Ukazte, Ze rozsirenim 2. radu miZeme dosdhnout kapacity pomoci rozdélent
na vstupu, kteé neni soucinem rozdéleni na vstupu pivodniho kandlu.

(Feinstein, 1958)

6 Véta o kddovani se Sumem

Jiz. diive jsme vidéli, Ze mizeme dosdhnou libovolné velké spolehlivosti pouze
dostatecné castym opakovanim kazdého zdrojového symbolu. Ziejmé je tato me-
toda velmi casové ndro¢na a hlavnim tcelem tohoto odstavce je dokézat prekrasné
tvrzeni C. Shannona (1948), které tvrdi, Ze za predpokladu, Ze rychlost (mira)
prenosu je pod kapacitou kanalu, 1ze dosahnout libovolné velké spolehlivosti. Bu-
deme se koncentrovat na binarni symetricky kanal. Tyto mysSlenky lze rozsitit
na podstatné komplikovanéjsi kanély, ale dulezitéjsi je plné porozumét nosnym
principtim, nez se obklopit matematickymi detaily.

Bud dan kod C a dekddovaci schéma pro C. Pravdépodobnost chyby e(C) je
obvykle definovana jako prumérné pravdépodobnost chyby za predpokladu, ze
vSechna koédova slova byla vyslana se stejnou pravdépodobnosti. Jinak feceno,
mame-li M kédovych slov ¢y, ..., ¢y z C, pak plati

1 M
e(C) = i > P(nastala chybalc; bylo preneseno).

=1
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50 KAPITOLA 3. KOMUNIKACE KANALY SE SUMEM

V pripadé binarnich kédi muzeme predpokladat, pokud nebude jinak uve-
deno, ze pouzivame dekddovaci pravidlo maximélni pravdépodobnosti (=pravidlo
minimélni vzdalenosti), a tudiz se ¢asto budeme odvolavat na pravdépodobnost
chyby koédovani bez specifického pripomenuti dekédovaciho pravidla.

Ziejmé je predmétem piikladu najit kody s malou primérnou pravdépodob-
nosti chyby. Avsak, podstatné silnéjsim pozadavkem je, ze maximdlni pravdépo-
dobnost chyby je mala. Jak lze o¢ekavat, ta je definovana jako

é(C) = max; P(nastala chybalc; bylo pfeneseno),
a evidentné
e > e.
Predpokladejme proto, Zze méme binarni symetricky kanal s pravdépodobnosti

chyby p a tudiz kapacitou C' ur¢enou

C=C(p)=1+plogp+(1—p)log(l—p).
Dokazme nasledujici verzi Shannonovy véty o kodovani se Sumem.

Véta 6.1 Shannonova véta o kédovani se Sumem Bud ddn bindrni syme-
tricky kandl kapacity C a libovolné R, 0 < R < C. Pak pro kaZdou posloupnost
(M, : 1 <n < o0) pFirozenych cisel spliujicich

1< M, <2f" (1<n<o0),

a vSechna kladnd € > 0, existuje posloupnost kodi (C,, : 1 < n < 00) a prirozené
¢islo Ny(e) tak, Ze C,, md M,, kédovijch slov délky n a mazimdlni pravdépodobnost
chyby

e(Cn) <e

pro vSechna n > Ny(e).

Jakym zpusobem funguje tato véta. Predpokladejme, Ze pravdépodobnost
chyby takovéhoto kanalu je takova, ze kapacita kanalu C(p) = 0.8. Pak, je-li
nase zprava fetézec nul a jednicek, vime, ze pro dostatecné velké n, polozime-li
R = 0.75, existuje mnozina 2°7" kédovych slov délky n, ktera maji pravdépo-
dobnost chyby mensi nez libovolné pfedem predepsané hranice. Tudiz, abychom
zakodovali zpravu ze zdroje, postup je nasledujici:

(a) Ro?d)élte zpravu do bloki délky m, piicemz m je takove, ze 3[4] = m >
N(] g).

(b) Zakodujte kazdy z téchto m-bloku do koédu C,, tak, Ze pouzijete kodové slovo
deélky 47’” pro kazdy m-blok.

(b) Preneste nové zakddovanou posloupnost kanalem.

20



6. VETA O KODOVANI SE SUMEM 51

Ceho jsme dosahli? Podstatné redukce pravdépodobnosti chyby. Na ¢i na-
klady? Komplexnosti zakodovani a mensi miry prenosu: zaroven vsSak bohuzel
doposud neznamé zakddovani. Sila Shannonovy véty spoc¢iva v tom, Ze existuji
takovéto kody.

Diitkaz Shannonovy véty, ktery chceme provést nize, zavisi na dvou nerov-
nostech — z nich prvni je velmi dobfe znama — jeji diikaz lze najit v kazdém
elementéarnim textu z teorie pravdépodobnosti.

Cebysevova nerovnost

Je-li X libovolnd nahodna proménné tak, Ze mé kone¢nou variaci (odchylku)
var(X) = D(X), pak pro kazdé a > 0 mame

P(|X — E(X)| > a) < D(X)/d* (3.18)
Druhéa nerovnost je méné zndmé a mé rovnéz pravdépodobnostni interpretaci;

lze ji vyslovit nasledovné.

Omezené nerovnost
Pro vSsechna A\, 0 < A\ < %, plati

MXTEJ (Z) < orh(y (3.19)

k=0

kde h(A\) = —[Alog A + (1 — ) log (1 — A)].

Diikaz. Let m = [An]. We put \g = ™. Then A\ < A < Ao + % Assume
)\>)\020,5:)\—)\0>O.Then

2nh()\) 2—n-[)\0 log A+(1—Xo) log (1—N)] . 2—n-[5 log A—elog (1—X)]

2—n-[)\0 log Ao+ (1—Xo) log (1—Xo)] . 2nalog%
2nh()\0) . 9gne log% > 2nh(/\0) . 210g%
onh(Xo) |, % > onh(Xo)

AVANAVARLY,

Miuzeme tedy bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze A bylo vybréno tak, ze
An je prirozené ¢islo. Pak muzeme psat

=D > () -
n

> s () ()
— /\An(l_)\)n(lf)\)zgio Z)

Tudiz

An
Z n < >\)\n(1 _ /\)n(lf)\) — 2nh(/\)7
k=0 k

logaritmujeme-li pii zékladu 2 a pak znovu umocnime. I
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52 KAPITOLA 3. KOMUNIKACE KANALY SE SUMEM

DUKAZ VETY O KODOVANI SE SUMEM

Nejprve popisme hruby smér diikkazu. Zvolme si pevné prirozené ¢islo n, a pro
dany okamzik, pracujme s bindrnimi koédy ve V,,. Predpokladejme, Ze se pokou-
stme najit kod s M kédovymi slovy c; € V,,. Vybereme ta kodova slova c; trochu
blaznivou metodou vybranim vektort z V,, ndhodné a nezavisle na i, (1 <1i < M).
Tomuto kédovani rikdme ndhodné kodovani.

Budeme kodovat nasledujicim zpisobem: zvolme 7 > 0 a necht S,.(y) definuje
r-sféru se stiedem y, tj.

Si(y)={z:z¢eV,,dyz) <r}.

Pak, je-li y obdrZeny vektor, mizeme dekdédovat y jako kddové slovo c;, je-li
c; jediné kodové slovo v S,(y); jinak budeme dekoédovat y jako libovolné jiné
kodové slovo, napft. c;.

Za¢tnéme nyni s vlastnim dikazem. Necht Y je vektor, ktery obdrzime, kdyz
je prenaseno kodové slovo ¢ a E bud udalost, Ze nastala chyba. Pritom chyba
muZe nastat pravé tehdy, kdyz bud

(a) d(c,Y)>r
nebo
(b) d(c,Y) <rad(c’,Y) <r pro ngaké jiné kédové slovo c’.

Oznac¢me po fadé A a B udalosti popsané (a) a (b). Pak F = AU B a tudiz
P(E)=P(AUB) < P(A)+ P(B).

Uvazme udéalost B. ta nastane, pokud plati zaroven
(i) Ne vice nez r chyb nastalo pfi pfenosu
(ii) jedno z kodovych slov riznych od c je ve vzdalenosti nejvyse r od obdrzeného
vektoru Y.

Oznac¢ime-li po fadé tyto udélosti By a By, méame pak, protoze B = By N By,

P(B) < P(By). (3.20)

Uvazme nyni By; protoze kédova slova jsou vybrana nahodné, pravdépodob-
nost, ze ¢; ma vzdalenost mensi nebo rovnu r od Y je N,(n)/2", kde

N, (n) = kz:% (Z) (3.21)

je pocet vektori z V,,, které lezi v S, (y). Tudiz pravdépodobnost, ze alespoii jedno
ze zbyvajicich M — 1 kodovych slov (rtznych od ¢) ma vzdalenost mensi nebo
rovnu r od obdrzeného slova Y spliiuje

P(B,) < MQH_1 Z ( Z > (3.22)

k=0
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6. VETA O KODOVANI SE SUMEM 53

Polozme tudiz, pro vSechna ¢ > 0,
r = |np+ne|

jakozto maximalni celé ¢islo ne vétsi nez np + ne, obdrzime pak z 3.20, 3.21, 3.22
a omezené nerovnosti, ze

M
P(B) < 2—nznh<p+€>. (3.23)

Vénujme se nyni druhému typu chyb zpusobenému jevem A. Poznamenejme, Ze,
je-li U (ndhodny) pocet chybnych symbolii vzniklych pfi prenosu kodového slova
¢, pak mame

P(A)=P(U >r)

a U je nahodna proménna s binomialnim rozdélenim s parametry n a p. Tudiz

P(A)=P(U >np+ne) < P(|JU—np|>¢)
< D(U)/n%,

dle Cebysevovy nerovnosti.
Protoze U je nahodna proménné s binomialnim rozdélenim, méame

D(U) = npq

a tedy uplna pravdépodobnost chyby je

P(E) < P + Mo nli=hpte)]

~ ne?
pro dostateéné velka n. Protoze kapacita C'(p + ) = 1 — h(p + €), mame pak

P(E) < Pq + M nCpte)

ne2

Protoze £ > 0, lze pravdépodobnost chyby zvolit libovolné malou pro do-
stateéné velké n, za predpokladu, ze M jakozto funkce n, neroste rychleji nez
onC(p)

Dokézali jsme tedy vétu o kddovani se Sumem az na to, ze jsme omezili pri-
mérnou pravdépodobnost chyby a ne maximalni pravdépodobnost chyby. K do-
konceni dukazu potfebujeme dokézat, ze existuji kody C,, s M,, kodovymi slovy,
kde M, < 2f" a majici maximalni pravdépodobnost chyby < e. Polozme proto
g = %8 a M! = 2M,,. Poznamenejme, 7e protoze M, < 2" a R < C, musi
existovat R’ tak, ze R < R’ < C, a N tak, Ze pro vSechna n > N/ plati

MT,L S 2nR/

a tudiz existuje posloupnost kodii C/, tak, ze C!, ma M! kodovych slov a primer-
nou pravdépodobnost chyby < ¢’ pro n > N{.

23



o4 KAPITOLA 3. KOMUNIKACE KANALY SE SUMEM

Jsou-li x4, ..., %, kodova slova z C/,, znamena to, Ze

My,
> P(Elx;) <M.

i=1

Tedy alespon polovina téchto kodovych slov x; musi spliiovat

P(E|x;) <2’ =e. (3.24)

Bud C,, kod sestavajici z M, kodovych slov splijicich 3.24; pak mame néas
pozadovany koéd s maximalni pravdépodobnosti < €. |

Shannonovu vétu lze rozsitit i pro obecné kanaly bez paméti s libovolnou
vstupni a vystupni abecedou. Hlavni myslenka dikazu se neméni, totiz
(a) zakédujme zpravy nahodné,

(a) dekdodujme procedurou maximélni pravdépodobnosti.

Technické obtize jsou zptusobeny zejména obecnym tvarem kapacity kanalu,
pokud se nejedna o symetricky kanal. P¥ipadny zajemce mize najit aplny dikaz
(ve skutec¢nosti dva) pro tuto obecnou situaci v ¢lanku Ashe (1965) nebo Gallagera
(1968).

Meéli bychom se téz zminit o diilezitosti zlepSeni hranic pravdépodobnosti
vzniku chyby. V nasem diikazu nahofe nas pouze zajimalo to, Zze pravdépodobnost
nastani chyby lze dosdhnout libovolné malou. K tomuto problému existuje bohata
a dostatecné technicka literatura.

Napftiklad nasledujici silnéjsi vysledek prinalezi Shannonovi (1957).

Véta 6.2 Bud ddn diskrétni kandl bez paméti kapacity C' a libovolné R, 0 < R <
C. Pak existuje posloupnost kddi (C,, : 1 <n < oo) tak, Ze:

(a) C,, md |2%"] kddovijch slov délky n

(b) maximdlni pravdépodobnost chyby ¢(C,) kédovdni C,, spliiuje

e(Cp) < Ae™ P,
pricemZ A a B zdvisi pouze na kandlu a na R.

Jinak Teceno, neexistuji pouze dobré kody, ale navic existuji kody, jejichz
pravdépodobnost chyby kleséd exponencialné.
Diikaz tohoto tvrzeni presahuje ramec prednésky.

CvicCeni 6.3 1. Bindrni symetricky kandl magici pravdépodobnost chyby pre-
nosu p = 0.05 miZe prenést 800 bindrnich cislic za sekundu. Kolik bitd
mize prenést bez chyby za sekundu?

2. Bindrni symetricky kandl s fyzikalni kapacitou prenosu 800 ¢islic za sekundu
mauiZe prenést 500 cislic za sekundu s libovolné malou pravdépodobnosti chyby.
Co ndm to vypovidd o pravdépodobnosti chyby tohoto kandlu?
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7. KAPACITA JAKO HRANICE SPOLEHLIVE KOMUNIKACE 55

7 Kapacita jako hranice spolehlivé komunikace

Predpokladejme, ze mame diskrétni kanal bez paméti o kapacité C' bitti. Pred-
pokladejme, Ze tento kanal mé& mechanickou rychlost jednoho bitu za sekundu.
Dokazeme nyni obraceni Shannonovy véty tim, Ze ukdZeme nemoznost presné in-
formace rychlosti vyssi nebo rovné nez je C biti za sekundu. Presnéji, dokédZeme
nasledujici zékladni vysledek.

Véta 7.1 Pro kandl bez paméti o kapacitée C a pro kazdé R > C neexistuje
posloupnost kodii (C,, : 1 < n < o0) tak, Ze: C,, md 27" kédovijch slov délky n a
pravdépodobnost chyby e(C,) kddovini C,, konverguje k nule pro n — oo.

Ve skutecnosti Wolfowitz v roce 1961 dokazal mnohem silnéjsi vysledek —
totiz, za stejnych podminek, maximéalni pravdépodobnost chyby konverguje k 1
pro n — oo. My vsak ukézeme slabsi verzi, abychom dokézali, Ze Shannonova
véta je nejlepsi mozna. Pro diukaz véty potiebujeme nésledujici lemmata.

Lemma 7.2 Bud U, V, W ndhodné vektory. Pak plati
H(U|V) < H(U|V,W)+ H(W).
Dikaz. Mame dle zakladni identity, ze

H(UV)

H(U,V) - H(V)
— H(U,V,W)— HW|U,V) = H(V)
< H(U,W[V),

protoze entropie je nezdporné. Ale zaroven

H(UW|V) = H(U,V,W)—H(V,W)+ HV,W)— H(V)
H(U|V,W) + H(W|V)

z H(U|V, W)+ H(W),

coz se mélo dokazat. |

Lemma 7.3 Fanova nerovnost Bud C kod s M kédovgmi slovy {ci1,...,car}
pro dany kandl bez paméti. Bud X ndhodnij vektor nabiyjvajici hodnoty v mnoZiné
kodovijch slov. Necht Y obsahuje ndahodny vektorovy viystup, v pripade, Ze X je
preneseno kandlem a dekddovdno. Pak, je-li pg pravdépodobnost chyby (totiz pp =
P(X#Y)), mame

H(X[Y) < H(pr,qr) + prlog (M — 1), (3.25)

kde qg =1 — pE.
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56 KAPITOLA 3. KOMUNIKACE KANALY SE SUMEM

Dikaz. Definujme novou ndhodnou proménnou Z jakozto
7 0 pokud X =Y
] 1 pokud X #Y.
Je tedy speciélné entropie ndhodné proménné Z rovna H(pg,qg). Uvazme
nyni usporadanou dvojici (Y, 7). Ziejmé pak
HX|(Y, Z) = (y,0)) = 0.
Zaroven, pokud (Y,Z) = (y, 1), je ndhodna proménna X rozlozena mezi
(M — 1) kédovymi slovy, ktera nejsou rovna y.
Zejména tedy

HX|(Y,Z) = (y,1)) <logy(M —1).

) H(X[|(Y,Z)) = X, HX|(Y,Z)=(y,1) - P(Y.Z2)=(y.1))
< logo(M —1)%, -P((Y,Z) = (y,1))
< pE‘10g2(M_1)-

Polozme pak U = X, V =Y a W = Z. Z lemmatu 7.2 mame Fanovu
nerovnost. |

DUKAZ VETY 7.1

Predpokladejme, ze takovato posloupnost kodi existuje. Uvazme pak nahodny
vektor X, ktery nabyva hodnot v kédu C,, tak, ze pokud polozime R = C + ¢,
€ > (0, mame

H(X)=n(C+¢).

Totiz |C,| = 25" a vzdy jde najit n-rozmérny nahodny vektor X s pifslugnym
rovnomérnym rozdélenim pravdédobnosti.

Protoze kapacita kanéalu je C, mame pak pro kodova slova délky n, ze odpovi-
dajici kapacita rozsiteni bez paméti je nC' a tedy, oznac¢ime-li Y nahodny vektor
vystupu odpovidajici vstupnimu ndhodnému vektoru X, méme nerovnost

H(X) - H(X|Y) < nC,
takze
ne =n(C +¢) —nC < HX]|Y).
Aplikujeme-li Fanovu nerovnost, pak z toho, Zze mame dle predpokladu 2™
koédovych slov, je

C+e)

ne < H(X|Y) < H(pg, qp) + prlog (M — 1) < H(pg, q8) + pen(C +¢),
tj.
ne — H(pp.qr) _
n(C+e) —
Nechame-li n konvergovat k nekonec¢nu, pak zcela jisté pg nekonverguje k nule.
Tedy takovato posloupnost kodi C,, nemuze existovat. I

PE-
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7. KAPACITA JAKO HRANICE SPOLEHLIVE KOMUNIKACE 57

Problémy 3.1 1. 'V bindrnim symetrickém kandlu s pravdépodobnosti chyby
€ > 0, kodovdni sestavd ze dvou kddovijch slov 000 a 111. Zjistéte pri pouziti
pravidla mazimdlni pravdépodobnosti pravdépodobnost chyby.

2. Trhlinova chyba (burst error) délky k sestdvd z posloupnosti k symbolii, které
byly vsechny preneseny nesprdvné. Najdéte ocekdvany pocet trhlinovych chyb
délky k, pokud je zprava délky N prenesena bindrnim symetrickym kandlem
s pravdépodobnosti chyby p.

3. Necht kod pro prenos bindrnim symetrickym kandlem, ktery md pravdépo-
dobnost chyby € > 0, sestdvd ze vSech pétic nad mnozinou {0, 1}, které obsa-
hugi prave dvé jednicky. Jakd je pravdépodobnost, Ze kodové slovo 11000 se
dekdduje na slovo 10001, pokud aplikujeme pravidlo minimdlni vzddlenosti?

4. Mégme N bindrnich symetrickych kandli, kaZdy s pravdépodobnosti chyby p,
spojenyich do série. Ukazte, Ze celkovd kapacita tohoto nové vzniklého kandlu
je urcena vztahem

Cn = 1+ pylogpy + gnloggn,

kde py = 2[1— (¢ —p)™], qv =1 — pn.

5. Uvazme dva diskrétni kandly bez paméti o kapacitich Cy a Cy tak, Ze oba
magi vstupni abecedu ¥y a vystupni abecedu . Soucinem kanalu je ka-
ndl, jehoZ vstupni abeceda je 232) a vystupni abeceda EéQ), pricem?Z kandlové
pravdépodobnosti jsou uréeny vztahem

P(y2|T122) = P1(y1|21)p2(12]2),

kde p;(yi|z;) je pravdépodobnost, Ze jsme obdzeli Fetézec y;, pokud jsme ode-
slali Tetézec x; prostrednictvim i-tého kandlu. Dokazte, Ze kapacita C' sou-
¢inu kandli je uréena vztahem (Shannon 1957)

0201+C2.

6. Zdroj bez pameéti S je spojen ke kandlu Ci o kapacité Cy a vysledny vystup
S je vstup ke kandlu Cy o kapacité Cy (viz niZe uvedeny diagram).

Ukazte, Ze plati

I(S|S2) < I(S|S2) a I(S|S2) < I(81]S2).
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Kapitola 4

Ko6dy opravujici chyby

1 Koédovani a odhady

Pripomenme si nésledujici predpoklady pro kddovani. Zdroj vytvaii zpravu, ktera
sestava z posloupnosti zdrojovych symboli a tato zprava je prenesena k piijemci
pres kanél s moznou chybou. Pfitom Ize bez jmy na obecnosti predpokladat, ze
kanéal ma stejnou abecedu X jak na vstupu tak na vystupu. Kéd C nad abecedou
Y je soubor posloupnosti symbolu ze X, prvky z C se nazyvaji kodovd slova .
Budeme pfedpokladat, ze vSechna kédova slova maji stejnou délku. Takovéto
kody se nazyvaji blokové kody a pii jejich pouziti je dekdédovani podstatné snazsi.
Pokud maji kodova slova z C délku n a |X| = ¢, pak mluvime o g-arnim kodu
délky n (binarnim koédu, pokud g = 2).

Zakodovani zdrojové zpravy neni nic jiného nez pfifazeni kazdé k-dlouhé sek-
venci znaku nad zdrojovou abecedou ¥ jedno koédové slovo z C.

Béhem samotného dekddovani se prijata sekvence rozéleni na bloky délky n a
kazdy se zpracovava samostatné. Jelikoz prijaté n-bloky mohou mit diky chybam
pri prenosu obecné jinou podobu nez vysilana kodova slova, musi dekodér rozho-
dovat, které slovo bylo vyslano. Pokud je kod dobfe navrzen, je pravépodobnost
Spatného rozhodnuti mnohem mensi nez pravdépodobnost, Ze libovolny kédovy
znak je chybné prenesen.

Proces rozhodovani muze byt definovan pomoci dekdédovaci tabulky. Kédova
slova tvofi prvni fadek tabulky. Pokud jsme obdrzeli kodové slovo, je logické pred-
pokladat, Ze i stejné slovo bylo vyslano. Rozhodovaci pravidlo pro zbyla mozné
prijata slova je dédno rozdélenim téchto slov do seznamtu pod kazdym kédovym
slovem, podle kterého se tato prijata slova budou dekédovat. Tedy, kazdé slovo
délky n nad abecedou X se objevi v tabulce pravé jednou.

Definice. Bud u, v pfirozena ¢isla. Rekneme, 7e kdd C uréiu chyb, jestlize, pokud
kazdé kodové slovo zménime alespon na jednom a ne vice nez u mistech, nebude
vysledny tetézec kodové slovo. Rekneme, ze kdd C urci pravé u chyb, jestlize urci
u chyb a neurci u + 1 chyb.

29



60 KAPITOLA 4. KODY OPRAVUJICI CHYBY

f{ekneme, ze kod C opraviv chyb, jestlize, pokud pouzijeme pravidlo minimalni
vzdalenosti, jsme schopni opravit alespon v chyb a v pripadé, kdy se nebudeme
moci rozhodnout, dostaneme na vystupu chybu v dekdédovéni. Rekneme, ze kod
C opravi prdavé v chyb, jestlize opravi v chyb a neopravi v + 1 chyb.

Déale budeme predpokladat, ze abychom byli schopni zjistit chyby pfi prenosu,
bude pfijemce schopen zkontrolovat piijaty fetézec proti seznamu vSech kodovych
slov. Pokud fetézec nebude na seznamu, piijemce vi, Ze nastala alespon jedna
chyba, ale neni schopen zjistit kolik chyb skutecné nastalo. Zaroven by meélo
byt jasné, ze pokud obdrzené slovo nebude kédové slovo, bude podle pravidla
minimalni vzdalenosti zpatky dekédovano, ale piijemce nevi, zda se skutecné
jedné o odeslané slovo. Prijemce pouze vi, ze, v pripadé kodu opravujiciho v chyb
a pokud nastane nejvyse V', pak dekoédovaci proces bude tspésny.

Priiklad 1.1 Chceme wvysilat ctyri znaky: a,b,c,d a zprdva bude prendsena po-
moci bindrniho blokového kodu délky 5. Musime tedy zvolit ctyri kodovd slova,
napr. 11000 pro a, 00110 pro b, 10011 pro ¢ a 01101 pro d. Dekodovani musi
zahrnout viech 25 = 32 bindrnich slov délky 5. Jedno takové dekddovdci pravidlo
je na (obr.4.1).

11000 00110 10011 01101
11001 00111 10010 01100
11010 00100 10001 01111
11100 00010 10111 01001
10000 01110 11011 00101
01000 10110 00011 11101
11110 00000 01011 10101
01010 10100 11111 00001

Obrazek 4.1: Priklad kodové tabulky pro binarni blokovy kod délky 5.

Konstrukce kdédu a dekdédovaciho schématu z prikladu 1.1 opravuje ne vice nez
jednu chybu. V tabulce je to vzdy prvnich 5 slov v seznamu pod kédovym slovem.
U vice chyb uz nemame jistotu, ze dekdédovani probéhne spravné. Napiiklad pokud
by pii prenosu bloku 11000 vznikly dvé chyby vedouci k prijeti slova 11110 na
vystupu kanalu, pak toto schéma chyby odstrani. OvSem pfi obdrzeni 11011 bude
toto slovo dekédovano chybné jako 10011.

Oznac¢me dale V,,(¥) mnozinu vSech posloupnosti délky n nad abecedou X a
nazyvejme prvky ze V,(X) slova nebo vektory . Nékdy budeme pséat misto V,, (%)
také V,(q).

Podobné jako v binadrnim piipadé je Hammingova vzddlenost d(x,y) mezi
vektory x a y pocet mist, ve kterych se x a y lisi. Vdha slova x = z125-- -, je
pak pocet nenulovych znak slova x, tj. wt(x) = {d(x, 0) | kde O je slovo z n nul}.
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1. KODOVANI A ODHADY 61

Definice. Bud x € Z}, p > 0. Sférou S}"(x) v Z, se stredem x a polomérem p
rozumime mnozinu

S1(x) = {y € Z} + dix.y) < o).
Objemem sféry 87" (x) nazveme ¢islo

Vp'(x) = card({y € Z7' : d(x,y) < p}),
tj. pocet Tetézcu délky n, které maji Hammingovu vzdalenost od x nejvyse p.
Pokud budou ¢isla n, r jasna ze souvislosti, budeme psét jednoduse S,(x) a V ,(x).

Plati pak

Lemma 1.2 Objem sféry 87" (x) je urcen vztahem

vites) =3 (1 )ir- 0"

k=0
Dikaz. Plyne z toho, Ze pocet Tetézci délky n, které maji Hammingovu vzdéa-
lenost od x pravé k je presné ¢islo

<Z>(r—1)k.

Priklad 1.3 Hammingova vzddlenost slov 01110010 @ 11110101 je 4 a vdha slova
01110101 ge 5.

Dekodovani podle principu minimadalni vzddlenosti znamena, ze dekdédujeme
obdrzeny vektor y jako to kodové slovo c, které ma minimalni vzdélenost od y,
pokud méme mozny vybér, vybereme libovolné.

Je-li tedy C kod, je minimdlni vzddalenost kodu C ¢islo

d(C) = min d(c;, c;),

kde je minimum bréano pfes vSechny navzajem rtuzné dvojice kodovych slov z C.
Pojem minimalni vzdélenosti je klicovy pojem pro hodnoceni kédu; dobré kody
maji rozlozena kodové slova tak, ze jejich minimalni vzdalenost je velka. Dtavod
diilezitosti miniméalni vzdalenosti je jasny z nasledujici véty.

Véta 1.4 Md-lv kod minimdlni vzddlenost d, lze opravit pomoci dekodovani podle
pravidla minimdln vzddlenosti aZ 5(d — 1) chyb.

Diikaz. Polozme v = |(d — 1)] a uvazme v-sféru bodu x. To je mnoZina

Su(x) = {y : d(x,y) < u}.
Jsou-li x,z rizné kodova slova, plati
S, (x) NS,(z) = 0.

Tedy dekoédovani podle pravidla minimalni vzdalenosti opravi az v chyb. 1
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62 KAPITOLA 4. KODY OPRAVUJICI CHYBY

Méame pak nasledujici jednoduché tvrzeni.

Véta 1.5 Budte u,v pfirozend ¢isla. Pak kod C urci u (opravi v) chyb prdavé
tehdy, kdyz d(C) > u+1 (d(C) > 2v +1).

Dikaz. Prvni ¢ast tvrzeni je jednoduché preformulovani definice kodu urcujicih
w chyb. Pro druhou ¢ast tvrzeni jsme ukazali ve vété 1.4 implikaci zprava do-
leva. Pfedpokladejme nyni, ze C je kod opravujici v chyb a Ze existuji dvé rizna
kodova slova ¢ a d tak, ze d(c,d) = d(C) < 2v. Budeme chtit dokazat, ze za
predpokladu, Zze jsme odeslali kodové slovo ¢ a nastalo nejvyse v chyb, je presto
mozné, abychom podle pravidla minimélni vzdalenosti obdrzeli bud chybové hla-
Seni nebo dekodovali obdrzené slovo nespravné jako d. To pak bude spor s tim,
ze C opravuje v chyb.

Nejdiive si uvédomme, ze d(c,d) = d(C) > v + 1. Jinak bychom totiz mohli
prevést ¢ na d pii nejvyse v chybach, které by ztstaly neopraveny. Muzeme pak
predpokladat, ze se ¢ a d lisi na prvnich £ = d(C) mistech, pficemz v+1 < k < 2v
(jinak provedeme permutaci soufadnic). Uvazme nyni obdrzené slovo x, které se
shoduje se slovem ¢ na prvnich k — v pozicich, déle se shoduje se slovem d na
dalsich v pozicich a shoduje se s obéma slovy ¢ a d na poslednich n — k pozicich,
tj.

X=T1.. Ty Tp—p+1---Lk Tky1---Tn -

shoduje se s ¢ shoduje se s d shoduje se s obéma

Protoze nutné d(c,x) = v, d(d,x) = k — v < v, je budto d(c,x) = d(d, x)
(v tomto piipadé obdrzime chybové hlaseni) nebo d(c,x) > d(d,x) (v tomto
piipadé je x dekodované nespravné jako d).I

Definice. Pokud méa kéd C pravé M kodovych slov délky n a mé minimalni
vzdalenost d, mluvime o (n, M, d)-kodu.

Pro pevné n piisobi parametry M a d navzajem proti sobé tak, ze zvétseni M
zpusobi zmenseni d a naopak.
Méame pak nasledujici disledek.

Dusledek 1.6 1. (n, M,d)-kdd C opravi pravé v chyb tehdy a jen tehdy, kdyz
d=2v+1 nebod=2v+2.

2. Kod C md minimdlni vzddlenost u = d(C) tehdy a jen tehdy, kdyZ opravi
prave [5(u—1)] chyb.
Poznamenejme nyni, ze urc¢eni chyby a jeji oprava jdou proti sobé, takze ne-
muZzeme naraz dosahnout jejich maximalni trovné. Uvedme si to na jednoduchém
prikladeé.
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1. KODOVANI A ODHADY 63

Priklad 1.7 Predpoklidejme nyni, Ze kod C md minimdlni vzddlenost d. Je to
tedy kéd uréujici d — 1 chyb a opravujici u = L%(d —1)| chybd.

Pokud pouzijeme C pouze pro urceni chyb, je schopen urcit aZ d — 1 chyb.
Z druhé strany, pokud chceme na C opravit chybu, kdykoliv je to mozné, pak je
schopen opravit aZ v chyb, ale neni schopen urcit situaci, kdy nastalo vice nez v
a méné nez d chyb. TotiZ, pokud nastalo vice neZ v chyb, miZeme podle pravidla
minimalni vzddalenosti "opravit" prijaty Tetézec na Spatné kodové slovo a pak bude
chyba nedetekovatelnd.

Mame pak nasledujici definici.

Definice. Uvazme nasledujici strategii pro opravu/uréeni chyby. Bud w,v pfi-
rozend ¢isla. Obdrzime-li slovo x a pokud mé nejblizsi kodové slovo ¢ ke slovu
x vzdalenost nejvyse v a existuje-li pouze jediné takové kodové slovo, budeme
dekoddovat x jako kodové slovo c. Pokud existuje vice nez jedno kdédové slovo se
stejnou minimélni vzdalenosti k x nebo ma nejblizsi kodové slovo vzdéalenost vétsi
nez v, obdrzime na vystup chybové hlaseni.

f{ekneme, ze kod C zdroven opraviv chyb a urcéiu chyb, jestlize nastala alespon
jedna a nejvyse v chyb, vySe popsana strategie opravi tyto chyby a kdykoliv
nastane alesponn v+ 1 a nejvyse u+ v chyb, vyse popsana strategie nahlasi chybu.

Véta 1.8 Kdd C zdroven opravi v chyb a uréi u chyb prdavé tehdy, kdyz d(C) >
204+u+1.

Dikaz. Predpokladejme nejprve, ze d(C) > 2v + u + 1. Obdrzime-li slovo x a
pokud ma nejblizsi kddové slovo ¢ ke slovu x vzdalenost nejvyse v a existuje-li
alespon jedno dalsi takové kodové slovo d, méme

20+u+1<d(c,d) <d(c,x)+d(x,d) < 20,

coz je spor. Nutné tedy mame, ze pokud obdrzime slovo x a nejblizsi kodové slovo
c ke slovu x ma vzdélenost nejvyse v, je toto kddové slovo jediné s touto vlastnosti
a podle pravidla minimélni vzdalenosti budeme spravné dekdédovat. Obdrzime-li
slovo x a pokud ma nejblizsi kodové slovo c ke slovu x vzdélenost alespon v + 1
a nejvyse u + v, pfi pouziti vyse uvedené strategie dostaneme chybové hlaseni.

Predpokladejme nyni, ze C je kod opravujici v chyb a urcujici w chyb. Necht
déle d(C) < 2v+wu. Nutné pak 2v+1 < d(C). Vime, Ze existuji dvé rizna kédova
slova ¢ a d tak, ze k = d (c,d) = d(C). Muzeme pak predpokladat, ze se ¢ a d
1isi na prvnich k = d(C) mistech, pficemz 2v + 1 < k < 2v 4 u (jinak provedeme
permutaci soufadnic). Uvazme nyni obdrzené slovo x, které se shoduje se slovem
¢ na prvnich v pozicich, déle se shoduje se slovem d na dalsich k£ — v pozicich a
shoduje se s obéma slovy ¢ a d na poslednich n — k pozicich, tj.

X=T1...Ty Tyt1--- Lk Tg+1.--Ty -
—_———

shoduje se s ¢ shoduje se s d shoduje se s ob&ma
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64 KAPITOLA 4. KODY OPRAVUJICI CHYBY

Nutné pak d(c,x) =k —v, d(d,x) =v, v+ 1 < k—v <v+u Jeli tedy c
odeslano a x je obdrZeno, nutné je pak pocet chyb pii prenosu (tj. ¢islo & — v)
mezi v + 1 a v + u, uvazovana strategie by nam méla dat na vystupu chybové
hlaseni, ale misto toho nam dekoéduje x nespravné na d.l

Definice. (n, M, d)-kod C se nazyva maximalni, pokud neni obsazen v zadném
vétsim kodu se stejnou minimalni vzdélenosti tj. neni obsazen v zadném (n, M +

1, d)-kodu.

Je ziejmé, Ze pro kazdy kod C muzeme vzdy najit maximalni kod C’, ktery jej
obsahuje. Pritom plati

Véta 1.9 (n, M,d)-kéd C je mazimdlni pravé tehdy, kdyZ pro vSechna slova x
ezistuje kodové slovo ¢ s vlastnosti d(x,c) < d.

Dikaz. (n, M,d)-kod C je maximalni pravé tehdy, kdyZ neni obsazen v zadném
(n, M+1, d)-kodu. Predpokladejme, Ze existuje slovo x tak, Ze pro vSechna kodova
slova ¢ plati d(x, ¢) > d. Polozime-li C" = CU{x}, je pak evidentné C' (n, M+1, d)-
kod obsahujici kod C.

Obracené, necht pro vSechna slova x existuje kodové slovo c¢ s vlastnosti
d(x,c) < d. Predpokladejme, Ze kod C neni maximalni tj. existuje (n, M + 1, d)-
kod obsahujici kod C. Vyberme slovo x € C' — C. Pak ale existuje kodové slovo
c € C C(C tak, ze d(C') < d(x,c) < d, spor. |

Poznamenejme, ze pokud (n, M, d)—kod C neni maximalni, mohou nastat jak

vyhodné tak nevyhodné situace pii jeho rozsifeni na maximéalni kod C’'. Vime, Ze
kod C’ rovnéz opravi [5(d — 1)] chyb, coz je dobré a pritom C’' mize zakodovat
vice zdrojovych symbolt, coz je rovnéz dobré. Ale zatimco C muze byt piripadné
schopen opravit vice nez L%(d — 1)] chyb, koéd C’ nebude nikdy schopen opravit
vice nez | 5(d —1)] chyb.
Priklad 1.10 UvaZme kod C = {00000,11000}, ktery md minimdlni vzddlenost
2. Tento kod opravuje jednu chybu, ale je pritom schopen opravit dalsi jiné chyby.
Napriklad, pokud bylo odesldno slovo 00000 a prijato slovo 00111, bude toto slovo
sprdavné dekddovdno (totiz d(00000,00111) = 3, d(11000,00111) = 5), ackoliv pri
prenosu nastaly tri chyby. Pokud ale doplnime C do maximdlniho kodu, bude
dekodovani chybné.

7 vyse uvedeného prikladu vyplyva, ze maximélni kody jsou nejlepsi, pokud
nés u kodu pouze zajima predem urcené schopnost opraveni chyby. Je tedy daleko
obtiznéjsi zkoumat pravdépodobnost chyby pii dekdédovani u kodi, které nejsou
maximalni. Pro maximélni kédy je to jednodussi.
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Véta 1.11 Bud C (n, M,d)-kdéd. Pak pro bindrni symetricky kandl s pravdépo-
dobnosti chyby p je pii pouZiti dekddovaciho pravidla minimdlni

L3 (d-1)]
P(nastala chyba pri dekodovani) <1— <Z )pk(l —p)"k,
k=0

Je-li navic kod C maximdlng, je

> ( Z )pk(l — p)" % < P(nastala chyba pii dekodovani).
k=d

Diikaz. Kazdy (n, M, d)-kod C opravuje evidentné | (d—1)] chyb. Je tedy prav-
dépodobnost spravného dekodovani alespon tak velka jako je pravdépodobnost,
Ze nastane nejvyse |3(d — 1)] chyb tj.

L5 (d-1)]
P(spravné dekodovani) > Y (n )pk(l —p)" .
k=0

Mame pak
P(nastala chyba pii dekédovani) = 1 — P(spravné dek6dovani)
< 3d-1)) (1) 4 n—k
< 1= p P =p)
Bud dale (n, M, d)-kéd C maximéalni. Pak, je-li pfeneseno slovo ¢ a nastane-
li d nebo vice chyb, tj. d(c,x) > d, bude nutné x blizsi k jinému kodovému
slovu d # ¢ a tedy pii pouziti pravidla minimalni vzdalenosti nastane dekodo-

vaci chyba. Protoze pravdépodobnost, Ze nastane pravé k chyb pii prichodem
binarnim symetrickym kanalem, je

()=

obdrzime nasledujici dolni hranici pro pravépodobnost dekédovaci chyby

> < Z >pk(1 — p)" % < P(nastala chyba pii dekddovani),
k=d

¢imz je véta dokazana. I

2 Ekvivalence kédt a konstrukce novych kédu

Uziteénym prostiedkem pro redukci mnozstvi prace pii nalezeni dobrych koda je
pojem ekvivalence koda. Predpokladejme, ze mame (n, M, d)-kod C. Prirozenym

65



66 KAPITOLA 4. KODY OPRAVUJICI CHYBY

zpusobem jeho prezentace je pomoci matice o rozmérech M x n, pricemz radky
jsou rizna kodova slova.

Predpokladejme nyni, ze 7 je permutace mnoziny {1,2, ... ,n} a pro kazdé
kédové slovo ¢ € C budeme aplikovat transformaci 7 : C — C’ definovanou
piedpisem 7(c) = (crq), - - -, Cx(n)). Takovou transformaci nazyvame pozicni per-
mutaci. Podobné, je-li m permutace mnoziny 3, pak pro kazdy index 7, 1 < i <
muzeme aplikovat transformaci 7; : C — C’ definovanou pfedpisem 7;(c); =

¢ pokud i # j
7(¢;) pokud i = j.

Mluvime pak o symbolové permutaci. Lze-li kod C' ziskat z kodu C pomoci
kone¢né posloupnosti pozi¢nich nebo symbolovych permutaci, Fikdime Zze kod C’
je ekvivalentni kddu C.

Piiklad 2.1 Predpokladejme, ze mame kod C délky 5 nad abecedou ¥ = {a, b, ¢}
s kodovymi slovy cy, co, €3 a ¢4 tak, ze

Cy a b c a c
c— Co b a b a b
C3 b ¢ ¢ b a
Cy c b a c a
Aplikujeme-li permutaci (1 +— 2,2+~ 3,...,5+ 1), obdrzime pozi¢ni permu-
taci a k ni odpovidajici ekvivalentni kod je
¢t [c ab ca
,  Ch b ba b a
=
c; | a b c c b
¢, La ¢ b a c

Podobné, aplikujeme-li permutaci (a — b,b — ¢, ¢ — a) na prvni sloupec
kodu C’, obdrzime symbolovou permutaci a k ni odpovidajici ekvivalentni kod je

cl Ta ab ca

o — cy c b ab a
i | b b ococb
c, Lb c b ac

Lemma 2.2 Jsou-li C a C' ekvivalentni kddy, jsou mnoziny vzddlenosti kédovych
slov zC a C' stejné.

Dikaz. Protoze jak pozi¢ni tak symbolova permutace zachovavaji vzdalenost
permutovanych slov, plati totéz i pro takovouto posloupnost permutaci. |
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Lemma 2.3 Je-li C kod délky n a u vektor délky n nad stejnou abecedou, pak
existuje kod C', ktery je ekvivalentni s C a obsahuje vektor u.

Dikaz. Prvni kodové slovo c; lze prevést na u pomoci nejvyse n symbolovych
permutaci. |

Definice. Bud x,y binarni slova délky n. Prinik x Ny bindrnich slov X a'y je
binarni fetézec délky n, ktery méa jednicku presné na téch mistech, na kterych ji
maji obé slova x a y. VSude jinde mé pak nuly. Jinak feceno, x Ny = x1 - y1 22 -
Yoo Tyt Yn.

Plati pak nasledujici jednoduché lemma.
Lemma 2.4 Jsou-li x a'y bindrni retézce délky n, pak
d(x,y) = w(x) + w(y) — 2w(xNy).

Dukaz. PoloZzme AH = {Z 01 S 1 S n,r, =14y, = 1}, ajl = C&I‘d(AH), AIO = {Z .
1 <i<n,z =1y =0}, ap = card(Ay), Ay = {i: 1 <i <n,2; =0,y; = 1},
agy = card(Aop), Apo ={i:1<i<m,z; =0,y; = 0}, agp = card(An). Pak plati

d(x,y) = awo+ann = (ann + aw)+ (a1 + aor) — 2an
= w(x)+w(y) —2w(xnNy),

¢imz je lemma dokézano. |

Definice. Postup, pii kterém piidame ke vsem kédovym sloviim z daného kodu
jednu nebo vice dodate¢nych pozic, a tedy zvysime délku kodu, se nazyva rozsi-
rent kodu.

Nejznaméjsi metoda rozsiteni kodu se nazyva kontrola parity. Pro jednodu-
chost uvazme binarni pripad.

Je-li C binarni (n, M, d)-kéd, budeme konstruovat novy kod nasledovné. Ke
kazdému koédovému slovu ¢ = cycy ... ¢, € C priddme dodatecny bit tak, ze nové
vysledné kédové slovo bude mit sudou vahu. Tedy, mélo-li ¢ lichou vahu, pfidame
jednicku, mélo-li ¢ sudou véhu, priddme nulu. Ozna¢ime-li tedy vysledné slovo
jako €, mame

_ | acy...c,0  pokud w(c) je suda,
| ace...c,1 pokud w(c) je licha.

Novy kéd C ma pak délku n + 1 a velikost M. Minimalni vzdalenost kédu
C bude bud d nebo d + 1 a toto &islo bude zaviset na tom, zda bude d sudé
nebo liché ¢islo. Totiz, protoze viechna kodova slova v C maji sudou vahu, bude
vzdalenost mezi kazdymi dvéma slovy sudé ¢islo (to plyne z lemmatu 2.4). Je tedy
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i minimaln{ vzdalenost kodu C sudé ¢islo. Nutné pak dostavame, Ze, je-li d(C) = d
sudé ¢islo a nastava pro pro slova c, d, pak nutné maji obé slova stejnou paritu
a tedy nutné plati d(c,d) = d(c,d). Je tedy d(C) = d(C). Necht je minimélni
vzdalenost kodu C liché ¢islo a nastava pro pro slova c, d, pak nutné ma jedno
ze slov sudou paritu (napiiklad c¢) a druhé lichou paritu (d). Pak w(c) = w(<),

w(d) + 1 =w(d), w(cnd) =w(end). Tedy d(C) + 1 = d(C).
V obou pfipadech pak méame

[5d(©) ~ 1)) = [3(d©) ~ 1),

Z toho pak plyne, ze se nam pii pouziti kontroly parity nezvysi schopnost
opravit chybu.

Obecné pak, mame-li kddovou abecedu vybranu tak, ze nam tvori konecné
pole, feknéme Z,,, kde p je prvocislo, mizeme definovat kontrolu parity jako

n
C=C1Cy...ChCny1,kde ¢y = — ch.
i=1

Definice. Postup, pfi kterém odebereme ta kédova slova z daného kodu, ktera
se liS{ na urcené pozici ¢+ od ur¢eného symbol s, a ze zbyvajicich slov tuto pozici
odstranime, a tedy zkratime délku kédu, se nazyva zkrdceni kodu typu x; = s.

Je-li pak C (n, M, d)-kod, ma zkraceny kod C® délku n—1 a minimalni vzdale-
nost alespon d. Opravdu, zkraceni koédu muze mit za dusledek podstatné zvétseni
minimalni vzdalenosti tedy i schopnosti opravit nového koédu, protoze miizeme
odstranit ta kodova slova, ktera se "Spatné chovaji vzhledem ke vzdalenosti".
Samoziejmé ale zkracenim koédu se ndm zmensi i pocet kodovych slov, coz neni
zrovna lakavé.

Véta 2.5 Bud d liché piirozené cislo. Pak existuje bindrni (n, M,d)-kod prdvé
tehdy, kdyz existuje bindrni (n+ 1, M,d + 1)-kdd.

Diikaz. Pokud existuje binarni (n 4+ 1, M,d + 1)-kod C, muZeme snadno zkon-
struovat binarni (n, M, d)-kéd. Jednoduse vybereme dvé kodova slova c a d tak,
ze d(c,d) = d + 1, najdéme pozici, na které se lisi a odebereme tuto pozici z
kazdého kodového slova. Novy kod oznacime C'. Nutné pak maji nova zkracenéa
slova ¢’ a d’ vzdalenost d(c’,d’) = d a 7adn4 jina dvé slova nemaji od sebe mensi
vzdélenost nez d. Celkem je tedy C' binarni (n, M, d)-kod.

Obracené, predpokladejme, Ze mame binarni (n, M, d)-kod D (d liché). Kod
D, ktery vznikl jako kod kontroly parity z D, ma délku n + 1, velikost M a
minimalni vzdalenost d + 1.

68



3. HLAVNI PROBLEM TEORIE KODOVANI 69

3 Hlavni problém teorie k6dovani

Definice. Bud déana pfirozena ¢isla d, n, q. Polozme A,(n, d) jakozto maximalni
M takové, ze existuje g-arni (n, M,d)-kod. Kazdy takovy g¢-arni (n, M, d)-kod
nazyvame optimdlny.

Cisla A,(n,d) hraji ustfedni roli v teorii kodovani a na jejich nalezeni bylo
vynalozeno velké usili. Casto se mluvi o hlavnim problému teorie kodovdni. V
dalsim pro ilustraci uréime jisté hodnoty A,(n,d) pro malé hodnoty n a d a
dokazeme obecna tvrzeni o téchto ¢islech.

Poznamenejme, ze abychom dokézali, ze A,(n,d) = K pro jisté piirozené ¢islo
K, staci ovétit, ze Ay(n,d) < K a nasledné najit vhodny ¢-arni (n, K, d')-kod C,
kde d < d'. Pak totiz K < A,(n,d") < A,(n,d).

Véta 3.1 Je-li d sudé cislo, je As(n,d) = As(n—1,d—1).

Diikaz. Plyne okamzité z véty 2.5. Totiz pak nutné plati Ay(n,d) < Ay(n—1,d—
1) a As(n,d) > As(n—1,d —1).1

Dusledek 3.2 Je-li d sudé ¢islo a existuje bindrni (n, M,d)-kdd, pak existuje
bindrni (n, M, d)-kod, ve kterém maji vSechna kddovd slova sudou vdihu.

Diikaz. Plyne okamzité z véty 3.1. Totiz pak nutné existuje binarni kod (n —
1, M,d — 1)-kod a pomoci operace kontroly parity existuje binarni (n, M, d)-kod,
ve kterém maji vSechna kédova slova sudou vahu. |

Nasledujici dva snadné vysledky ndm budou ilustrovat, jakym zptisobem mii-
zeme uré¢it hodnoty As(n, d) pro malé hodnoty n a d. Pouzijeme pfitom lemma 2.3,
ze kterého plyne, Ze pro dany (n, M, d)-kod C existuje ekvivalentni (n, M, d)-kod
C', ktery obsahuje nulové slovo (samoziejmé za predpokladu, ze kodova abeceda
obsahuje 0 — jinak ji 1ze dodat zdménou za jiny symbol). Mazeme tedy v dalsim
predpokladat, ze naSe kody obsahuji nulové slovo.

Véta 3.3 Plati Ay(4,3) = 2.

Dikaz. Bud C ngjaky (4, M, 3)-kod. Muzeme bez jmy na obecnosti predpo-
kladat, ze 0 = 0000 € C. Protoze d(C) = 3, libovolné dalsi k6dové slovo ¢ z C
musi spliiovat d(c,0) > 3 a tedy musi obsahovat alespon tii jednicky. Mame tedy
celkem pét moznosti pro nenulova slova lezici v C, a to

1110, 1101, 1011, 0111, 1111.

Ale kazdéa takovato dvé slova maji vzdalenost nejvyse 2 a tedy pouze jedno z
nich muze byt obsazeno v C. Plati tedy Ay(4,3) < 2. Déle plati, protoze C =
{0000, 1110} je (4,2, 3)-kod, mame As(4,3) > 2 a tedy celkem Ay(4,3) = 2.1
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Véta 3.4 Plati Ay(5,3) = 4.

Dikaz. Bud C né&jaky (5, M, 3)-kod. Muzeme bez ijmy na obecnosti predpokla-
dat, ze 0 = 0000 € C a ptitom pro vhodné c z C plati d(0,c) = 3, ¢; = 0. UvaZme
nynf zkraceni C® typu z; = 0. Vime pak, ze 0°,c® € C® a d(0%,c®) = 3. Dale
vime, Ze Ay(4,3) = 2 a Ay(4,4) = Ay(3,3) = 2. Tedy i card(C®) = 2. Definuje
nyni zkraceny kod C® jakozto zkraceni typu typu x; = 1. Pak budto card(C®) = 1
nebo card(C®) > 1 a d(C®) = 3 a tedy nutné jako vySe card(C®) = 2. Celkem
tedy card(C®) 4 card(C®) = card(C) < 4. Plati tedy As(5,3) < 4. Dale plati,
protoze C = {00000, 11100,00111, 11011} je (5,4, 3)-kod, méme A(5,3) > 4 a
tedy celkem Ay(5,3) = 4.1

Véta 3.5 Plati ndsledugici:
1. Ay(n,d) < q" pro vsechna 1 < d < n;
2. Ay(n,1) =q";
3. Ay (n,n) =q.

Diikaz. Prvni tvrzeni plati, protoZe pro kazdy kod C je C C V,,(¢) tj. card(C) <
q". Druhé tvrzeni plyne z toho, ze uvazime-li C = V,,(¢), mame d(V,(q)) = 1.
Tteti ¢ast plyne z toho, ze se kodova slova musi lisit na vSech pozicich a takovych
kodovych slov miuzeme vybrat nejvyse ¢g. Ale mame, pro kod D = {0, ...,q-1},
ze D je (n,q,n)-kod. 1

Uz pro malé hodnoty ¢, n a d neni velikost A,(n, d) znama. Nasledujici tabulka
shrnuje vétsinu nasich znalosti o Ay(n, d).

Poznamenejme, 7Ze problém uréeni As(n,d) je problémem koneénych geomet-
rif.

Pro odhad A,(n,d) plati néasledujici jednoduché tvrzeni.
Véta 3.6 Pro vsechna n > 2,

A,(n,d) < qA.(n—1,d). (4.1)

Dukaz. Bud C kod realizujici hodnotu A,(n,d). Uvazme nyni zkraceni C; typu
x, = j. Pak nutné card(C;) < A,(n—1,d) (mohou totiz nastat pouze dva piipady:
card(C;) = 1, coz evidentné plati, a K = card(C;) > 1, kde pak C; je (n—1, K, d')-

kod, d > d a tedy tvrzeni rovnéz plati). Celkem pak C = U?;(l) C; tj. Ay(n,d) =
;’;(1) card(C;) < gA.(n—1,d).1

Cvi€eni 3.7 1. Ukazte, Ze A5(3,2) = 4.
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n d=3 d=5 d=7
5 4 2 -
6 8 2 -
7 16 2 2
8 20 4 2
9 40 6 2
10 72-79 12 2
11 144-158 24 4
12 256 32 4
13 012 64 8
14 1024 128 16
15 2048 256 32
16 | 2560-3276 | 256-340 | 36-37

Tabulka 4.1: Hodnoty As(n,d)

4 Dolni a horni hranice A,(n,d); perfektni kédy

Urceme nejprve hornf hranici (sphere-packing upper bound) ¢éisla A,(n, d).

Lemma 4.1 Necht e = |1(d —1)|. Pak plati

Ay(n,d) Z ( Z )(q —1)E < g (4.2)

k=0
Dikaz. Bud C kod s minimalni vzdalenosti d; pak, je-li S.(x) koule o poloméru
e se stfedem x, méame pro kazdou dvojici kédovych slov x a y, Ze

S.(x) N S.(y) = 0.

Ale je evidentni, ze

e n k

S.e0l =3 (1 Ja-1* (1.3)

k=0
Prava strana nerovnosti 4.2 je celkovy pocet slov délky n nad abecedou o ¢
symbolech. Levé strana je pocet prvki obsazenych v disjunktnim sjednoceni kouli,
jejichz stiedy jsou navzajem rizna kodova slova. Maximalni pocet takovychto
ruznych kodovych slov je A,(n,d). Tedy dostavame nerovnost 4.2. 1

Podobné plati

Lemma 4.2 (Gilbert-Varshamova hranice)

Ay (7)== (4.4

k=0
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Diikaz. Bud C (n, M,d)-koéd s maximalnim poc¢tem kodovych slov. Pak zcela
jisté neexistuje vektor z V,,(q) — C, jehoz vzdalenost od vsech kodovych slov je
alespon d, jinak by totiz M nebyl maximélni pocet kodovych slov. Jinak feceno,
koule o poloméru d musi pokryvat cely prostor V,,(¢). Ale to je pfesné podminka
4.4.1

Definice. Polomér pokryti blokového kdédu C je nejmensi polomér p takovy,

F.! C | S,(c).

ceC

Polomér pokryti je dalsi charakterizaci kodi, nemé vsak tak hojné uplatnéni
jako miniméalni vzdélenost.

Véta 4.3 Necht C je blokovy kod délky n. Pak p je polomér pokryti kodu C prdvé
tehdy, kdy? p = maxgepy mineec d(c, f).

Diikaz: Necht F} C Ucec 5,(c), kde p je minimélni. Pak pro kazdé f € F} exis-
tuje c € C takové, Ze d(c,f) < p, a soucasné existuji f' € F a ¢’ € C spliujici
d(c',f’) = p. Z minimality p plyne, Ze p = max¢cpn d(f, C) = maxgepy Mineec d(c, ).

Naopak, necht p = maxgerr mineec d(c, f) = maxgery d(f,C). Pak pro vSechna
f € F} plati p > d(f,C) a existuji f' € F}} a ¢’ € C spliiujici rovnost a pro viechna
c € Cje p < d(c,f’). Predpokladejme, Ze existuje s, p > s, takové, ze kazdé
f € F} je prvkem mnoziny {z € Fy | d(c,z) < s} pro n&jaké c € C. To je ale spor
s existenci slov f' a ¢/, a tedy p je polomér pokryti kodu C. |

Idealni situace z ekonomického pohledu je najit kod C nad V,,(q) tak, ze pro
jisté kladné t > 0 jsou vSechny prvky z V,,(¢q) obsazeny v disjunktnim sjednoceni
kouli, jejichz stfedy jsou navzajem riznéa kodova slova. Takovy kod se pak nazyva
perfektni. 7 jeho definice je zrejmé, ze perfektni kod dokaze pomoci pravidla
minimalni vzdalenosti opravit az t chyb, a nedokaze opravit ¢t + 1 chyb.

Je tedy nutna podminka pro to, aby (n, M, d)-kod byl perfektni, ze d je liché
¢islo. Celkem tedy je (n, M, d)-kod perfektni pravé tehdy, kdyz M = A,(n,d) a

d—1

A d) S (Z)@ — 1)k =" (4.5)

k=0
Priklad 4.4 Ziejmym piikladem perfektniho kodu je
1. kazdy kod s pravé jednim kédovym slovem,
2. kazdy binarni kod s pravé dvéma slovy lichych délek, napt. 00...0a 11...1.

Tyto kody se nazyvaji trividlni perfektni kody.
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Véta 4.5 (Singletonova hranice) Plati
Aqlnyd) < ¢, (4.6

Diikaz. Bud C né&jaky (n, M, d)-kod. Pokud odstranime poslednich d — 1 pozic
z kazdého kddového slova z C, musi byt nutné vysledna zkracena slova navzajem
riuzna (jinak by puvodni slova musela mit vzdalenost < d — 1). Ale pocet v8ech
slov délky n — (d — 1) je pravé ¢" =4 tj. A (n,d) < ¢ 011

Lemma 4.6 Bud M prirozené cislo. Pak funkce f : {0, ..., M} — N definovand
jako f(k) = k(M — k) nabyjvd svého maxima pro

|

Diikaz. Dikaz okamzité plyne ze vztahu va-b < $(a + b) a z pribshu funkce
f

SHIS

pokud M je sudé - { M2 pokud M je sudé

11 k) = 4
=1 pokud M je liche f() M2=1 - pokud M je liche.

v ‘

Véta 4.7 (Plotkinova hranice) Je-li n < 2d, mdme

An(n,d) <2 0| (A7)

Diikaz. Bud C = {cy,...,cy} néjaky (n, M,d)-kod. Uvazme soucet S = 3, d(c;, c;).
To nenf nic jiného, nez soucet vsech vzdalenosti kédovych slov z C. Protoze ale

d < d(c;, ¢;) pro viechna i, j a mame prave ( 5 > dvojic kodovych slov z C, plati

S =Y d(cs¢)) 2d<]‘24>. (4.8)

i<j
Pokusme se nyni spocitat S tim, Ze se podivame na kazdou pozici zvlast.
Uvazme tedy kodova slova ve tvaru

Ci = (11 C12 -..Cip
Co = (g1 C22 ...Cop
Cyn = Cpmi1Cyp2- - -Crn-

Méme pak, pro vSechna j,1 < j < n, Ze pokud k; bitt slova ci;...cu; je
rovno 1 a zbyvajicich M — k; bitu je nulovych, pak tyto bity prispéji k souctu
viech vzdalenosti ¢islem f(k;) = k;j(M — k;). Mame tedy celkem (protoze viech
sloupcii je n) S < nf(k). Zejména tedy plati

nM2=1 pokud M je liché.

{ n2 pokud M je sudé
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Déame-li obé nerovnosti dohromady, mame

<M>‘d<{n]\f pokud M je sudé

2 nMi_l pokud M je liché.

Po jednoduché apravé pak obdrzime

A < 2317[11 pokud M je sudé
T s < % pokud M je liché.
polozme a = 524, Pak mame

M < | 2a pokud M je sudé
~ | [2a] =1 pokud M je liché.

Predpokladejme nejprve, ze k < a < k + % pro né&jaké prirozené cislo k. Pak
|2a] = 2k a 2|a| = |2a]. Mame tedy, nezavisle na parité M, ze M < 2|a].
Predpokladejme nyni, ze k + % < a < k + 1 pro néjaké pfirozené ¢islo k. Pak
|2a| =2k +1 a 2|a] = 2k. Je-li M liché, mame M < |2a| — 1 = 2k = 2|a] a,
je-li M sudé, mame M < |2a] —1=2k+1tj. = M < 2k = 2[a].

Nutné tedy celkem M < 2|54 ||

Lemma 4.8 Bud k prirozené cislo. Pak As(4k — 1,2k — 1) < 8k a As(4k,2k) <
8k.

Diikaz. Ovéfme nejprve, ze As(4k, 2k) < 8k. Vime ale, ze Ay(4k, 2k) < 2A5(4k—
1,2k) < 4|2 | = 8k dle 4.7. Protoze dale plati As(4k — 1,2k — 1) = Ay(4k, 2k) <
8k, tvrzeni je dokazano. |

Cvi€eni 4.9 1. Ukazte, Ze 19 < A5(10,3) < 93.

2. Ukazte, Ze pro vSechna prirozend ¢isla q, parametry n = (¢" — 1)/(q — 1),
M = ¢ ", d = 3, kde r je néjaké prirozené cislo > 2, splnuji podminku
4.5 proto, aby se jednalo o perfektni kod. Poznamenejme, Ze ackoliv tyto
parametry splniugi 4.5 pro kaZdé prirozené cislo q, byla vyslovena hypotéza,
Ze prislusné perfektni kody existuji prave tehdy, kdyz je ¢ mocnina prvocisla.

5 Linearni kédy

Predpokladejme, Ze C je kod s minimalni vzdalenosti d = 2e + 1 a lze tedy po-
moci metody nejblizsitho kédového slova opravit az e chyb. Mé-li kod C malo
prvki, jedné se o velmi praktickou metodu. V piipadé, ze ¢islo |C| bude velké,
bude tato metoda opravdu velmi ¢asové naroc¢na, protoze musime srovnéavat pfi-
jaty vektor y s velkym mnozstvim koédovych slov. To je divod pro studium vice
strukturovanych kodi, jako jsou napf. linearni kody.
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5. LINEARNI KODY 75

Predpokladejme tedy, Ze pocet prvki ¢ nasi abecedy je prvociselnd mocnina
p™. MiZeme tedy povazovat X za téleso F, o g-prvcich.

Bud dale V,,(q) vektorovy prostor dimenze n nad télesem Fj. Typicky prvek
tohoto vektorového prostoru budeme pséat jakozto x = (zy,...,,), oblas pak
zkrécené jakozto x = x1 ... x,, kde x; € I,

Linedrni kod C nad X je definovan jakozto podprostor prostoru V,,(q). Ma-li
tento podprostor dimenzi k, mluvime o [n, k|-kodu nebo, chceme-li specifikovat
minimalni vzdalenost, mluvime o [n, k, d]-kodu. Protoze kazdy k-dimenzionalni
podprostor nad Fj, ma ¢" prvki, mame:

Kazdy [n, k, d-kéd nad F, je (n,q", d)-kod.

Vyhoda linearnich koédu je to, ze pomoci k kédovych slov délky n mizeme
zcela popsat kod s pravé ¢* kodovymi slovy délky n. Tim dosdhneme obrovské
uspory paméti. Totiz kazdy podprostor dimenze k je uplné popsan k linedrné
nezavislymi vektory.

Definujeme pak generujici matici pro linearni [n, k]-kod C jakozto libovolnou
matici rozméru k X n, jejiz fadky tvori k linedrné nezavislych kédovych slov z C.
Predpokladejme nyni, Zze G je generujici matice kodu C a G’ je matice, kterou
muzeme obhdrzet z G pomoci kone¢né posloupnosti permutaci nasledujictho typu:

1. zdména radku,

2. nasobeni fadku nenulovym skaldrem,

3. pric¢teni k fadku skalarni nasobek jiného radku,
4. zaména sloupci,

5. nasobeni sloupce nenulovym skalarem.
Pak 1ze snadno ukazat néasledujici tvrzeni.
Lemma 5.1 G’ je generujici matice kédu C', ktery je ekvivalentni s kddem C.

Dikaz. Staci ukazat, ze kazda z operaci 1-5 odpovida vytvoreni generujici matice
G' kodu C', ktery je ekvivalentni s kodem C. Evidentné, zaména fadkt, vynésobeni
rfadku nenulovym skalarem a pric¢teni radki jsou operace takové, ze dokonce kod
C' je totozny s kdodem C. Zameéna sloupcti v matici G znamena, %e provedeme
pozi¢ni permutaci urc¢enou transpozici sloupcii. Vynasobeni sloupce nenulovym
skaldrem je symbolova permutace tohoto sloupce (pracujeme nad télesem a pak

je mnozina nenulovych skalara grupou). Jsou tedy odpovidajici kody ekvivalentni
s kodem C. |
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76 KAPITOLA 4. KODY OPRAVUJICI CHYBY

Lemma 5.2 Bud G matice typu k x n jejiz fadky jsou linedrné nezdvislé; pak,
aplikujeme-li posloupnost operaci typu (1)-(5) na G, je mozné G prevést na matici
G' = [Ex, Al], kde Ej je jednotkovd matice typu k x k.

Dikaz. Diikaz je veden indukei vzhledem ke k. Pokud k = 1, je tvrzeni evidentni.
Staci vynasobit fadek matice G' prvkem inverznim k prvku g;;. Predpokladejme,
ze tvrzeni plati pro k a chceme jej dokazat pro k+ 1. Protoze hodnost matice G je
k+ 1 existuje v matici G k+ 1 nezavislych sloupctu. Pomoci operace typu (4) tyto
sloupce dostaneme na prvnich k41 sloupcti nové matice G'. Pak nutné v k+1-nim
sloupci existuje nenulovy prvek — jinak by hodnost matice nebyla k+1. Provedeme
pak pomoci operace typu (1) zaménu pfislusného Fadku s poslednim Fadkem.
Novy posledni fadek vynésobime po fadé vhodnymi skaldry a odecteme jej od
predchozich radki tak, aby se nam k+1-ni sloupec az na posledni fadek vynuloval.
Pak obdrzime matici G”, jejichz prvnich k fadki (po vynechani k+1-niho sloupce)
je matice typu k x (n — 1), kterd ma hodnost k. Lze pak aplikovat indukéni
predpoklad a obdrzime matici, kterd ma na prvnich £ radcich submatici typu
[Ek, A] (pfitom na vynechany k + 1-ni sloupec budeme provadét pouze fadkové
upravy). Snadno se zbavime nenulovych prvki v poslednim fadka na prvnich k-
mistech pomoci operace typu (3). Pfitom nutné na misté (k+1, k+1) je nenulovy
prvek, stac¢i pak vynasobit prvkem k nému inverznim. |

V dusledku 5.2 mizeme bez Gjmy na obecnosti pracovat s generujicimi ma-
ticemi ve vySe uvedené standardni formé. Jinou uzitecnou vlastnosti linearnich
kodu je, ze jejich minimalni vzdalenost lze najit mnohem snaze, nez v pripadu
obecnych kodiu. Mame pak nésledujici vysledek

Véta 5.3 Minimdlni vzddlenost d linedrniho kodu C je minimdlni vdha w vsech
nenulovijch vektori z C.

N«
@

Dikaz. Bud d minimélni vzdélenost linearniho koédu C a predpokladejme,
x,y € C tak, ze d(x,y) = d. Pakx—y € C, wx—y) =d > w = w(z) =
d(z,0) > d pro vhodny vektor z € C. I

6 Pouziti linearnich kodua

Predpokladejme, ze C je linearni [n, k|-kod nad F, = ¥ a Ze ma generujici matice
G tvaru

Iy

Iy

G = . = [Ek7 A] )
ry
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kde r; jsou vektory délky n nad F, a A je matice typu k x (n — k). Kodova slova
kodu C jsou vektory délky n tvaru

k
Zairi, a; € Fq.
=1

Zakladni myslenka zakoédovani je nasledujici. Pokud je zprava brané jako po-

sloupnost s = (sq,. .., Sx), zakddujeme s pomoci kodového slova ¢ = (cq, ..., ¢,),
kde ¢; jsou urc¢ena predpisem
[c1,y .. en] = [S1,- -y sk [Ex, A] (4.9)

tj.c; =s; prol1 <i<k.

Piiklad 6.1 Predpokladejme, Ze kod C nad té&lesem F3 (coz je téleso zbytkovych
tfid po déleni 3) mé generujici matici G tvaru

1001 20
G=|010011
001201
Je-1i vstupni zprava ze zdroje tvaru
102101210122.. ..

rozdélime ji nejprve do bloku délky tii a obdrzime
102 | 101 | 210 | 122 ] ...
a pak zakodujeme zdrojova slova jakozto

102 — 1, + 2r3 = 102222, 101+ 1, + 13 = 101021
201 — 2r; + 15 = 210221, 122+ 1, + 2ry + 213 = 122211.

Dostaneme tedy posloupnost
102 | 222 | 101 | 021 | 210 | 221 | 122 | 211 | ...

Tedy jsme, pii zdvojeni délky zpravy, zpomalili rychlost pfenosu na polovic.
Zvysili jsme ale spolehlivost.
Poznamenejme, Ze vztah 4.9 je ekvivalentni s rovnici

= AT En i) ler, o e =0, (4.10)

Matice H = [—AT, En,k} se nazyva matice kontroly parity kodu C. Zejména
tedy plati, Ze z € C pravé tehdy, kdyz H [z, . .. ,zn]T =0.

Pritom matice H kontroly parity definuje jak vlastni kod C tak i ptislusnou
generujici matici G. Nazev matice kontroly parity znamené, Ze na jistych kont-
rolnich mistech jsou pridany jisté kontrolni soucty, které zkontroluji nase kodova
slova. Obcas budeme pro [n, k|-kod fikat, ze prvnich k slozek kédového slova je
nazyvano informacnimi znaky a zbyvajicich n — k slozek jsou symboly kontroly
parity (kontrolni znaky).
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78 KAPITOLA 4. KODY OPRAVUJICI CHYBY

Priklad 6.2 Urceme nyni matici H kontroly parity z prikladu 6.1. Ta méa tvar

100 201100

H=|-2 -1 0 01 0|=122001FP0
0O -1 -1 0 0 1 022001

Kodové slovo 102222 sestava z ze zpravovych ¢isel 102 a symboli kontroly

parity 222. Evidentné, rovnost 4.10 je pro toto kodové slovo (a v8echna zbyvajici)

splnéna.
Obecné musi tedy kodova slova splnit systém rovnic

201 +c3+c, =0 ¢4 +2c+c5=0 2cy+2c3+cg=0. (4.11)

Zakladni idea pro metodu opravovani chyb je vidét na tomto prikladé. Predpo-
kladejme, Ze naSe obdrzené slovo nespliuje prvni a tfeti rovnici 4.11 v rovnicich
kontroly parity. Pak mizeme dedukovat, Ze chybné ¢islice zpravy je dislice cs,
protoze to je jediné ¢islice, kterd se vyskytuje v obou rovnicich. I

Véta 6.3 Je-li H matice kontroly parity kodu Cdélky n, pak kod C md minimdlni
vzddlenost d tehdy a jen tehdy, kdyZ kaZdgjch d—1 sloupci matice H je nezdvislyjch,
ale néekterych d sloupci je linedrné zavislyjch.

Dikaz. Ozna¢me po tadé sloupce matice H jako hy, ..., h,. Pfipomenme, zZe
pro kazdy radkovy vektor [cq,...,¢,] mame

1, ol H =Y ¢
i=1

Predpokladejme, Ze d je minimélni pocet linearné zavislych sloupcii matice H.
Pak existuji skalary cy,...,c,, z nichz je pravé d nenulovych tak, ze

[c1,...,ca] HT =07,

Ale to nefika nic jiného, ze ¢ = ¢;...¢, € C. Protoze wt(c) = d, mame d(C) <
wt(c) = d. Obraceng, je-li ¢ = ¢;...¢, € C kddové slovo miniméalni délky, pak
nutné [cy, ..., c,]JHT = 07 atedy je d(C) sloupcii z H odpovidajicim d nenulovym
prvkim linearné zavislych. Je tedy d < d(C) tj. d = d(C). 1

7 Pravidlo minimalni vzdalenosti pro linearni kody
Uvazme problém dekodovani pro linearni kody. Je-li C [n, k]-kod nad abecedou

¥ = F,, pak C obsahuje ¢" kodovych slov délky n a podet moznych obdrzenych
vektoru je ¢". Prohlizeci tabulka, ktera by pro kazdy mozny obdrzeny vektor
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7. PRAVIDLO MINIMALNI VZDALENOSTI PRO LINEARNI KODY 79

obsahovala "nejblizsi" kodové slovo by zabirala prili§ velké mnozstvi paméti, do-
konce pro mala n a k. Jednou z hlavnich vyhod pouzivani linearnich kodu je, ze
existuje elegentni zptisob vyhnuti se vyse uvedenému problému.

Tento postup popiseme pouze v binarnim piipadé. Rozsifeni na jiné abecedy
mohutnosti ¢ = p™, kde p je prvocislo je bezprostiedni i kdyz technicky naroc-
nEj.

Predpokladejme, Ze C je [n, k|-binarni kod. ProtoZe je C podprostor vektoro-
vého prostoru V,, binarnich vektort délky n, musi byt C podgrupa aditivni grupy
V..

Pfipomenme, ze 7dd konecné grupy G je definovany jako mohutnost |G| nosné
mnoziny G, tj. pocet prvki G a index [G : S| podgrupy S C G je pocet |G/S]
ruznych (levych) tfid rozkladu G podle S. Pfitom (leva) tiida uréena prvkem
a € G ma tvar Sa = {sa : s € S}. Specialné je pfifazeni a — Sa surjektivni
homomorfismus G — G/S. Pritom dvé tfidy Sa, Sb jsou totozné pravé tehdy,
kdyz a = sqb pro nékteré sq € S. Pravé nasobeni prvkem a je bijekce S — Sa
a proto mé kazda (leva) t¥ida rozkladu stejny pocet prvki jako podgrupa S.
Protoze G je sjednoceni prislusnych levych trid rozkladu, je pocet prvkia celé
grupy G stejny jako pocet trid rozkladu krat pocet prvki v S:

Gl =1G/S]-[S].

Zejména tedy kod C urc¢uje soubor levych tiid (koseti) podprostoru V;, a libo-
volny vektor a € V,, ur¢uje jediny koset a+-C = {b : b = a+c pro vhodny vektor ¢ €
C}.

Predpokladejme tedy, Ze y je obdrzeny vektor v tom pripadé, zZe jisté kodoveé
slovo bylo preneseno kanalem. Rekneme, ze vektor e je mozny chybovy vektor
vektoru y, pokud existuje kédové slovo ¢ € C tak, ze

y—c=e.

Speciélné je tedy interpretace nésledujici: vektor e je chybovy vektor pfi-
druzeny k obdrzenému vektoru, jestlize je schopen reprezentovat jistou moznou
posloupnost chyb pfi pfenosu. Nasledujici trivialni pozorovani je klicové.

Lemma 7.1 Je-li y obdrZeny vektor, je mnozina moznych chybovyjch vektori ten
koset mnoziny C, ktery obsahuje vektory.

Dikaz. Bylo-li obdrzeno slovo y, je vektor e chybovy vektor pravé tehdy, kdyz
existuje kodové slovo ¢ € C tak, ze y —c = e. Ale C je podprostor; tedy i —c € C,
tj,e=y+caecy+C.I

Co to je dekdédovani podle pravidla minimalni vzdalenosti? To neni nic jiného,
nez nalezeni chybového vektoru s minimélni vahou. Zname-li tedy, pro kazdy
koset jeho prvek minimélni vahy, pak mame zaklad pro dekdédovani podle pravidla
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80 KAPITOLA 4. KODY OPRAVUJICI CHYBY

minimalni vzdalenosti. Rekneme pak, ze vektor e je reprezentant kosetu 'H, jestlize
méa nejmensi vahu ze vSech vektori obsazenych v 'H = e + C. Zduraznéme, Ze
takovyto reprezentant nemusi byt vybran jednoznacné.

Algoritmus 1

Krok 1: Po prijeti vektoru y najdeme reprezentanta z, kosetu y — C.
Krok 2: Vektor y pak dekddujeme jakozto kdodové slovo y — zg.

Evidentné, Krok 1 muze byt velmi casové naro¢ny. Urychlime jej pouzitim
nasledujici vlastnosti linearnich kodi.

Lemma 7.2 Duva vektory y, a 'y, leZi v témZe kosetu prdavé tehdy, kdyz
Hy| = Hy,.

Dikaz. Dva vektory y; a y, lezi v témze kosetu praveé tehdy, kdyz existuje
kodové slovo ¢ € C tak, ze

Y1 =Y, Ft¢C
.
Hc' =H(y,—y,) =0
.
Hy| = Hy,.

Definujme syndrom kosetu H = a+C jakozto vektor Ha' délky k. Evidentné,
je tato definice korektni. Mame tedy pro kazdy koset H jeho syndrom a jeho repre-
zentanta kosetu. Mame-li tedy predem vypoctenou tabulku, ve které je pro kazdy
syndrom urcen piislusny reprezentant, mizeme urychlit vyse uvedny algoritmus
nasledovné:

Algoritmus II — poloeficientni

Krok 1a: Po pfijeti vektoru y najdeme syndrom Hy'.

Krok 1b: 7 vyse uvedené tabulky najdeme odpovidajiciho reprezentanta z, ko-
setuy —C.

Krok 2: Vektor y pak dekédujeme jakozto kodové slovo y — zg.

Plati pak

Véta 7.3 Algoritmus Il pracuje jakozto dekddovaci pravidlo podle minimdlni
vzddlenosti pro linedrni kod C.

80



7. PRAVIDLO MINIMALNI VZDALENOSTI PRO LINEARNI KODY 81

Dikaz. Poznamenejme nejprve, ze kazdé obdrzené slovo y miizeme dekdédovat
jakozto kodové slovo. To je z toho duvodu, Ze y a zg jsou ve stejném kosetu a
tedy y — zg € C. Predpokladejme, Ze existuje kodové slovo c tak, ze

d(y,y — 20) > d(y, ).
To je ekvivalentni s tim, Ze

d(0,2z) > d(y — c,0)

tj. w(zo) > w(y — c).
Ale pak
H(y—c¢)' =Hy' —Hc' =Hy',
protoze c je kodové slovo. Zejména tedy méa y — c stejny syndrom jako y, lezi ve
stejném kosetu a a ma vahu ostfe mensi nez je vaha reprezentanta kosetu z, coz
je spor. 1

V dalsim budeme predpokladat, ze kodovani a dekddovani pro linearni [n, kl-

kod C = {cy,...,cp, €1 = 0 pii pfenosu binarnim symetrickym kanélem s prav-
dépodobnosti chyby p bude probihat pomoci néasledujici tabulky

0 Co C3 Cym

fg f2—|—C2 f2+03 f2+CM

f3 f3+C2 f3+C3 f3+CM

fs fs+C2 f5+C3 fS+CM

Déle predpokladejme, ze kazdy reprezentant f; prislusného kosetu ma vahu
wt(f;). Plati pak nasledujici tvrzeni. Oznacme, pro 1 < j < n, w; pocet repre-
zentanti vahy j.

Véta 7.4 Bud C bindrni linedrni [n, k]-kdd. Pak pravdépodobnost spravného de-
kodovdni pii prenosu bindrnim symetrickym kandlem je

P(spravné dekédovani) = pUtE) (1 — p)n-wt(®)
i=1

t.
P(spravné dekodovéni) = > w;p’ (1 — p)" .
=1

Diikaz. Protoze reprezentant f; pfislusného kosetu ma vahu wt(f;), pravdépo-
dobnost, zZe nam vznikne z ¢ slovo d je stejna, ze ndm vznikne z 0 piislusny

reprezentant f; tj.
P(reprezentant je f;) = p@t®) (1 — p)yn-wtt,

Poscitame-li pfes vSechny reprezentanty, obdrzime pozadované tvrzeni. |
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82 KAPITOLA 4. KODY OPRAVUJICI CHYBY

Nevyhody této kddovaci metody lze nejlépe vidét na nasledujicim prikladu.

Priklad 7.5 Predpokladejme, ze C je binarni kod, jehoz generujici matice G je
urc¢ena nasledovné

1010
G__O 11 1_
Pak kontrolni matice H mé tvar
(111 0]
H__O 10 1_

Kodova slova kodu C jsou

0000, 1010,0111, 1101.

Syndrom s Reprezentant z
kosetu H, s = Hz,

Prislusna prohlizeci tabulka ma tvar 00 0000
10 0010
01 0001
11 0100

Predpokladejme tedy, Ze jsme obdrzeli vektor y = 1111. Je ho syndrom je vek-
tor Hy " = 10. Odpovidajici reprezentant je 0010, je tedy slovo 1111 dekédovano
jakozto 1101. Poznamenejme, Ze tato prohlizeci tabulka nenf uréena jednoznacné,
napiiklad za reprezentanta syndromu 10 lze vzit vektor 1000.

V pifpadé binarntho [n, k]-kodu mame prave |V,|/|C| = 2" * (obecné pak
q" %) riiznych koseti; zejména tedy bude mit prohliZeci tabulka v Kroku 1(b)
pravé 2" riznych polozek. Prohledavani takovéto tabulky je pro velka k, n velmi
narocné. Avsak ostatni vyhody této metody opraviuji jeji Siroké pouzivani.

8 Binarni Hammingovy kédy

Abychom ilustrovali diive uvedené techniky, uvazme nésledujici priklad. Omezme
nasi pozornost na binarni piiklad; bud r né&jaké kladné celé ¢islo a polozme n =
2" — 1. Déle definujme kontrolni matici H jakoZto matici typu r x (2" — 1), jejiZ
sloupce tvorf vSechny navzijem ruzné nenulové vektory z V,.. Pak H je kontrolni
matice binarniho [n, k]-kodu, kde

n=2"-1, k=n-—r.

Mluvime pak o Hammingové [n, k|-kddu .
Klicovou vlastnost Hammingovych kodu lze zformulovat v néasledujici vété.
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Véta 8.1 KazZdy Hammingiv kod je perfektni kod opravujici jednu chybu.

Dikaz. Nejprve ukazmé, Ze minimalni vzdalenost kazdého Hammingova kodu je
alespoii 3. Protoze C je linearni kod, je minimalni vzdéalenost d(C) rovna miniméalni
vaze vektoru z C.
Predpokladejme nejprve, ze C mé kodové slovo u vahy 1 s nenulovym vstupem
v i-té soufadnici. Pak plati
Hu' =0,

tj. -ty sloupec h; matice H je nulovy, coz neni z definice matice H mozné.
Predpokladejme dale, ze C ma kodové slovo v vahy 2 s nenulovymi vstupy v i-té
a j-té soutadnicich. Pak plati
Hv' =0,
tj.
h, +h; =0.

Protoze pracujeme s binarnimi kody, je nutné
hi - h]7

coz neni mozné. je tedy d(C) > 3. Ukazme, Ze C je perfektni. Poznamenejme, ze
kazda 1-koule kolem koédového slova bude obsahovat pravé 1 +n = 2" vektoru
délky n = 2" — 1. Protoze C obsahuje pravé 2% = 2"~" kodovych slov, disjunktni
sjednoceni téchto 1-kouli je pravé celd mnozina V,, vektort délky n, jichz je praveé
2n =2"r 2T |

Dulezitym dusledkem perfektnosti Hammingovych kodi je, ze

1. Pro Hamminguv [n, k]-kod jsou reprezentanti koseti vektory z V,, vahy < 1.
To vede k nasledujicimu elegantnimu dekédovacimu algoritmu pro Ham-
mingovy koédu. Nejprve poznamenejme:

2. Sloupce matice H lze premistit tak, ze j-ty sloupec matice H je pravé
binarni reprezentace ¢isla j.

Je-li obdrzen vektor y, spo¢téme jeho syndrom Hy* a piedpokladejme, Ze
reprezentuje ¢islo j. Predpokladédme-li pouze jednu chybu, pravidlo mini-
malni vzdalenosti (=pravidlo maximélni pravdépodobnosti) nam dava:

(a) Pokud j = Hyt = 0, pak nepfedpokladame Zadnou chybu a y je
kodové slovo.

(b) Pokud j = Hy* # 0, pak piedpokladdme chybu v j-té pozici a deko-
dujeme y jeho zménou v j-té pozici.
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Piiklad 8.2 Hamminguv [7,4]-kod mé matici kontroly parity

H =

_— O O
O = O

0
1
1

O O =

1 11
011
1 01

Predpokladejme, Ze jsme obdrZeli vektor y = (1,0,1,0,1,1,0). Pak Hy' =
(001). Tedy za predpokladu, Ze nenastala vice nez jedna chyba, predpokladame,
ze se chyba vyskytla na prvnim misté a dekdédujeme pak y jakozto y*,

y* =1(0,0,1,0,1,1,0).
Cviceni 8.3

1. Napiste matici kontroly parity bindrniho [15,11, 3]-kédu. Jak bychom dekd-
dovali obdrZené vektory:

(a) (100000000000000),
(b) (111111111111111)?

9 Cyklické kédy

Diskutujme nyni diilezitou skupinu linearnich koédu. Koéd C se nazyva cyklicky,
jestlize plati nasledujici podminky:

1. C je linearni,

2. pokud vektor w = (wy, ..., w,) € C, pak i vektor w' = (wy,, w1, ..., w,_1) €

C.

Tyto kody maji atraktivni algebraické vlastnosti a mizeme je snadno sestrojit
pomoci linearnich posouvacich registru (blize viz [7]).

Budeme dale pracovat pouze v bindrnim pfipadé a béhem tohoto paragrafu
budeme identifikovat vektor

w = (wy,...,wy,)

s polynomem

w(z) = wy + wor + w3 + ...+ wpa™ L

Dale budeme pocitat pouze v okruhu R,, binarnich polynomu stupné nejvyse
n — 1 modulo polynom x™ — 1. Tedy R,, se skldda z polynomt stupné <n —1s
koeficienty 0 a 1 tak, ze plati nasledujici pravidla pro s¢itani a nasobeni polynomii:

a(r) +b(z) = S0 (a; + b))
a(x)-b(x) = a(x)b(x) mod (z™ —1).
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Zakladnim pozorovanim je nasledujici skutec¢nost: posunu v kdédovém slové
odpovida néasobeni odpovidajictho polynomu monomem z v okruhu R,,. Totiz
w(z) - = wir + wer? + w3zr® + ...+ w12 + w,z™ mod (2" — 1) = wix +
wa? + w3z + ...+ Wy + w, 2l

Plati pak nasledujici lemma

Lemma 9.1 Je-li w(z) polynomidlni reprezentace kédového slova w € C, je i
w(z) f(z) kédové slovo pro kaZdy polynom f stupné nejvyse n — 1.

Diukaz. Protoze w(z) € C, je i zw(x) € C (posunuti o 1 misto doprava). Nutné
tedy pro kazdé p¥irozené &islo k plati, Ze z*w(x) € C. Ale protoze je C linearni kod,
je i libovolna linearni kombinace kédovych slov tvaru x*w(z) opét v C, zejména
tedy je polynom f(x)w(x) v C.1

Lemma 9.2 Je-li g(x) nenulovy polynom minimdlniho stupné v C, pak g(x) ge-
neruje kod C v tom smyslu, Ze kaZdé kédové slovo w(x) € C je tvaru

pro vhodny polynom f(x).

Dikaz. Predpokladejme, Ze existuje w(z) € C, které nelze napsat ve vyse uve-
deném tvaru. Pak lze psat

w(z) = q(z)g(x) +r(z),

kde r(x) je zbytek po déleni polynomem g(z) tj. jeho stupen je mensi nez stupen
polynomu g(z). Ale nutné ¢(z)g(x), w(x) € C tj. r(z) € C tj. nutné je r(z) nulovy
polynom, spor. Tedy je kazdy polynom z C nasobkem g(z). |

Mluvime pak o polynomu g(x) jakozto o generujicim polynomu koédu C. Tim
pak dostaneme velmi dobrou reprezentaci kodu C. Pfipomenme déle, Ze cyklicky
kod neni nic jiného nez ideal v okruhu polynomu a 9.2 plyne bezprostiedné z
toho, ze kazdy ideédl v okruhu polynomu je hlavni ideal.

Priklad 9.3 Predpokladejme, ze n = 3 a nasobenti je proviadéno modulo polynom
23 — 1. Pak kod
C={0,1+z,x+2*1+27}

je cyklicky a generovan polynome 1+ z. Standardni reprezentace kodu C sestava
z vektoru

{(0,0,0),(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)}.
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Lemma 9.4 Je-li C cyklicky kod délky n s generujicim polynomem g(x) = g1 +
Go + ... + grx® L, pak jeho generujici matice typu (n — k + 1) X n md tvar

(g 2 3 . G 0 0 ... 0
0 g0 92 -+ g1 g 0 ... 0
G=|0 0 g v G2 1 g ... O
_O 0 ... ... Jk—2 (k-1 gk_

Dikaz. Evidentné, fadky matice G jsou linedrné nezéavislé. Ukazme, ze kazdé ko-
dové slovo lze reprezentovat pomoci téchto radki. Je-li tedy ¢ = (co, 1, ..., Cn1)
kodové slovo, je odpovidajici polynom

c(x) =co+crx+...+cpz"

tvaru
c(x) = g(x)f(z) (mod(z" — 1))

pro jisty polynom f stupné nejvyse < n — 1. Ale to neznamené nic jiného, nez ze
n—1
c(z) =) fix'g(z) (mod(a" — 1));
=0

tj. polozime-li ¢ (z) = z'g(x) a je-li g odpovidajici reprezentace polynomu
g (x) (i + 1-ni fadek matice G), mame

n—1
c= Z fig".
1=0

Lemma 9.5 Je-li g generujici polynom cyklického kodu délky n C, pak g déli
polynom (z™ —1).

Dikaz. Predpokladejme, ze tomu tak neni. Mizeme pak psat
a" —1=g(x)q(z) + r(z),

kde r(x) je nenulovy polynom se stupném mensim nez je stupen g. Protoze
q(z)f(x) € C ar = —qg v tomto okruhu, plyne z linearity, Zze i r je kodové
slovo, tj. se nemuze jednat o polynom minimalniho stupné a tedy r = 0, spor. |

Lemma 9.6 Je-li dan polynom p stupné < n, pak mnozina vSech polynomi C =
{gp(mod(z™ — 1)) : q je polynom stupné < n} je cyklicky kod délky n.

Dikaz. Evidentng, C je linearni kod. Zaroven, je-li gp € C, je i xqp € C tj. C je
cyklicky kod. I
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Lemma 9.7 Je-li g generujici polynom stupné k cyklického kodu délky n C, pak
polynom p stupné mensiho neZ n je kodové slovo tehdy a jen tehdy, kdyz

p(x)h(z) =0 (mod(z" — 1)),
kde h je polynom stupné n — k spliiugici g(x)h(x) = (2™ — 1) z Lemmatu 9.5.
Polynom h pak nazyvdme kontrolni polynom kodu C.

Dikaz. Je-li ¢(x) kodové slovo, pak dle Lemmatu 9.2 plati ¢(z) = f(x)g(z) pro
vhodny polynom f(z). Tudiz

()h(z) = F(2)g()h(z) = F(z)(" — 1)) = 0 (mod(s" — 1)).
Obracené, predpokladejme, ze p je nenulovy polynom spliujici p(z)h(x) = 0 (mod(z™—
1)). Pak p musi byt stupné alespon k. Necht
p(x) = g(x)q(z) + r(x),

kde r(z) je polynom se stupném mensim neZ je stupenn g. Protoze p(z)h(x) =
0 (mod(z"—1)) g(x)q(z)h(x) = 0 (mod(2™—1)), musi byt ir(z)h(x) = 0 (mod(z"—
1)). Ale stupen r(z)h(x) je mensi nez n. Tedy r(z)h(x) = 0 tj. ir(x) = 0. Je tedy
ip(x) =g(x)q(z) € C.1

10 Marineriv kéd a Reed-Mullerovy kédy

V tomto odstavci se budeme vénovat dalsim dvéma piikladiim, kdy pomoci kla-
sické moderni algebry byly zkonstruovany a vyvinuty nové t¥idy kodi.

10.1 Hadamardovy koédy

Kodovani R(1,5) pouzité v roce 1969 kosmickym kordbem Mariner 9 pro pifenos
fotografii z Marsu je specialnim pripadem nésledujicich obecnych kodii.

Nejprve si pripomenme nékteré pojmy z moderni algebry. Hadamardova ma-
tice je matice H typu n X n, jejiz koeficienty jsou bud +1 nebo —1 tak, ze

HH" = nE,, (4.12)

kde E, je jednotkovi matice typu n x n.
Jsou-li dale A a B ¢tvercové matice typu m x m a n X n, definujeme jejich
Kroneckeriv soucin jako matici A ® B typu mn x mn
(leB algB N almB
A® B = : : (4.13)

a1 B amaB ... QB

Piimym vypoctem pak snadno dokézeme:
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Lemma 10.1 Jsou-li Hy a Hy Hadamardovy matice, je jejich Kroneckeriv sou-
¢in Hy ® Ho Hadamardova matice.

Diikaz. Pocitejme G = (H, @ Hy)(H, ® Hy)T. Pak gy, i = i +n- (i — 1),
j=j+mn-(j—1). Zejména 9ij = 21ty ayay (X byby,). Pokud @ = j, je nutné
i=jai=7jatedyigi= 7" aay(Xis byby). Ale Yo bixby, = n a tedy
9i = 3% azayn = mn. Necht tedy ¢ # j. Pak bud ¢ # j nebo i # j. Necht
napifklad ¢ # j. Pak gi; = (372, aga;) (k= bpbs) = 0(2%=1 bibj) = 0.. Necht
tedy i # j. Podobné, gi; = (37, a%zajz)<zzz1 biklﬁk) = (2% aglaﬂ)O =0.1

Zacneme-li tedy s nejmensi netrivialni Hadamardovou matici

1 1
H2 - [ 1 —1 ] )
muzeme postupné iterovat Kroneckerovym souc¢inem, abychom obdrzeli posloup-
nost Hadamardovych matic s exponencialné rostoucim typem. Chceme-li pak tuto
posloupnost pouzit pro ucely kdédovani, predpokladejme, ze H je Hadamardova
matice rozméru n x n, pricemz n je sudé. Definujme pak A jakozto matici typu

2n X n
H
A:[_H].

Pak definujme M jakozto matici, kterou ziskdme z matice A tak, ze nahradime
kazdy vyskyt —1 v A ¢islem 0.
Snadno se ovéri nasledujici tvrzeni

Lemma 10.2 Hadamardovo kédovani

1. Jsou-lix a'y dva rizné Fddky matice M, je pak vzddlenost d(x,y) vektori
X a'y rovna ¢islu 5 nebo n.

2. Rddky matice M tvori bindrni (n, 2n, 5)-kad.

Dikaz. Snadné cviceni. Totiz, vezmeme-li 2 rizné fadky vzniklé z H, nutné je
pocet mist, kde se fadky lisi, roven poc¢tu mist, kde jsou oba fadky stejné, tj.
d(x,y) = 5. Podobné, vezmeme-li 2 riizné fadky, z nichz jeden vznikl z H a
druhy z —H a zaroven oba z riznych vektort z H, je nutné opét pocet mist, kde
se fadky lisi, roven poctu mist, kde jsou oba fadky stejné, tj. opét d(x,y) = 3.
Pripad, kdy oba fadky vznikly ze stejného vektoru, ndm déva vzdalenost rovnu
n. Posledni ptipad, kdy oba tadky vznikly z —H, se pfevede na prvni piipad.

Zbyvajici ¢ast tvrzeni je trivialni. I
Provedeme-li vyse uvedené pétkrat za sebou na matici H,, obdrzime n = 32 a

to je presné kodovani pouzité Marinerem. Kody ziskané vyse uvedenym postupem
se nazyvaji Hadamardovy kody.
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10.2 Reed-Mullerovo kédovani

Tato prakticky dulezité tiida koda byla objevena I.S. Reedem a D.E. Mullerem
v roce 1954. Abychom mohli popsat tyto kody, budeme nejprve prezentovat jed-
noduchy zptisob zkonstruovani novych kédovani ze starych ptavodnich.

Lemma 10.3 Je-li ddn (n, My, dy) bindrni kédovini Cy a jiné (n, Ma, ds) bindrni
kodovani Co, miZeme pak definovat treti bindrni kodovdni C3 = Cy * Cy jakoZto

Cg = {(u,u+v) tuc Cl,V c CQ}
Pritom C3 je (2n, My M,, ds)-kdd, kde

Dikaz. Totiz délka kodovych slov v C3 je nutné 2n a snadno se ovéii, ze jich je
pravé My M,. To plyne z toho, Ze pokud (uj,u; + vi) = (ug,us + vo) je nutné
u; = uy a tedy i vi = vo. Takovychto usporfadanych dvojic (u,v) je pravé
My Ms. Zbyva ovérit, ze minimalni délka kodovani Cs, kterou znacime ds, je rovna
min{2d;, ds}. To je ale zfejmé. Totiz, je-li (uy, u;+vy) # (uy, uy+vs), pak mohou
nastat nasledujici pripady

1. u; = uy: pak d(vy, ve) = d((ug,uy + vy), (ug, ug + va)) > ds.
2. Vi = Vg! pak d(ul, UQ) + d(ul, 112) = d((ul, u; + Vl), (U.Q, Uy + V2>) Z 2d1
3. V1 # Vo a vy # vo: pak oznacime-li I,, = {i : m;(uy) # m(ug)}, I = {i:
mi(ur) = mi(ug)}, Jn = {i s m(v1) # mi(va)}, Jo = {i : mi(v1) = mi(v2)}, je
d((ug,u;+vy), (ug,us+vs)) = |L,|+|JNL, |+ | TN 1| = | Jp|+2| TN, | > do.
Pritom v prvnim a druhém pripadé mize pro vhodné vybrané dvojice nastat

rovnost, tj. tvrzeni plati. |

Definujme nyni rekurzivné Reed-Mulleriv kod C(r,m) piedpisem:
Pro vSechna nezaporna cela c¢isla m a r takova, ze 0 < r < m, definujeme
C(r,m) jakozto kod délky n = 2™ takovy, Ze

c(0,m) = {0,1}, (4.15)

kde 0 = (0,0,...,0) a1 = (1,1,...,1), C(m,m) je mnozina vSech binarnich
vektori délky n = 2™ tj. C(m, m) = 2*" a

Cr+1,m+1)=C(r+1,m)*C(r,m) (4.16)
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pro r < m. Mizeme pak tyto kody konstruovat nasledovneé:

(0,1) = {00,11}
c(1,1) {00,01, 10,11}
m=2 C(0,2) = {0000,1111}
C(1,2) = C(1,1)=C(0,1)
= {0000, 0011,0101,0110, 1001, 1010,1100,1111}

atd. Aplikujeme-li nyni lemma 10.3, obdrzime nésledujici vétu:

Véta 10.4 Pro vsechna nezdpornd celd ¢isla m a r takovd, Ze 0 < r < m je
Reed-Mulleriv C(r,m) bindrni kéd charakteristiky (n,., M,,d,), kde

1. M, =20, kdea:z;‘_()(?):1+<T>+...+<T),

2. n, =2",
3. d,=2m"T.

Diikaz. Dikaz povedeme indukei vzhledem k definici C(r, m). Totiz pro C(0,m) =
{0,1} je pocet slov My roven dvéma a protoZe zaroven nutné a = 1, prvni ¢ast
tvrzeni pro C(0, m) plati. Protoze délka n, vektort je dle definice 2™, plati druha
cast tvrzeni. Protoze kod obsahuje pouze dva vektory, které se lisi na n, = 2™
mistech, je vzdalenost kodu rovna n, = 2™ % = d,.. Uvazme nyni kod C(m, m), coZ
je mnozina vSech binarnich vektorta délky n = 2™ = n,,. Je tedy v nasem pripadé
a =n a tedy i M, = 2%.Vzdélenost kodu je pak nutné 1 = 27, Vénujme se
nyni piipadu C(r +1,m + 1) = C(r + 1,m) * C(r,m). Z indukéniho pfedpokladu
a lemmatu 10.3 vime, ze

() 1) () 0]l
My =27 N0 7N ) T L ) T )

Déle vime, 7e n,; = 2- 2™ = 2™+ a ¢, = min{2 - 2m—""1 2m—r} = om—r —
2m+1—(r+1)' I

Problémy 4.1 1. Ukazte, Ze pokud plati
(a) 28 502 (”?1) <2

pak ezistuje bindrni linedrni [n, k|-kéd s minimdlni vzddlenosti alespoti d.
Tudiz odvodte, Ze

(a) 2F < Ay(n,d),
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kde k je nejuétsi prirozené éislo splnujici nerovnost (1). Navod: Zkonstruugte
matici H typu (n — k) X n, takovou, Ze jeji hodnost je nejvyse d — 2.

2. Ukazte, Ze je-li H Hadamardova matice Tadu n, je nutné n = 1,2 nebo je n
ndsobek 4. Poznamenejme, Ze existuje hypotéza, Ze pokud n je ndsobek ctyr,
existuje Hadamardova matice rddu n.
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Dodatek A
Nahodné jevy a nahodné veli¢iny

Tento dodatek obsahuje zakladni pojmy nutné pro pochopeni probirané latky. Je
zaloZen na skriptech [4].

1 Meéritelny prostor a vztahy mezi ndAhodnymi jevy

Neprazdnou mnozinu moznych vysledki nadhodného pokusu znac¢ime 2 a nazy-
vame ji zdkladni prostor . Mozné vysledky nahodného pokusu znac¢ime wy, t € T,
kde T je indexova mnozina.

Systém podmnozin A zakladniho prostoru €2, ktery

1. obsahuje zakladni prostor,
2. s kazdymi dvéma mnozinami obsahuje i jejich rozdil,

3. obsahuje-li kazdou ze spocetné posloupnosti mnozin, obsahuje i jejich sjed-
noceni

se nazyva jevové pole .

Poznamenejme, ze ma-li zakladni prostor alespon dva prvky, neni jevové pole
uvedenymi tfemi axiomy urceno jednoznacné.

Je-li A € A, fekneme, 7e A je ndhodny jev vzhledem k jevovému poli A. Dvo-
jici (Q, A) nazveme méFitelny prostor , mnoZzinu €2 pak nazveme jistyj jev, mnozinu
) nemozny jev. Prvek w € Q nazveme elementdrni jev. Necht I je libovolné ne-
prazdné indexova mnozina. Pak (,c; A; znaci spolecné nastoupens nahodnijch jevi
A;, 1 € I a U;er Ai znaci nastoupeni alesporni jednoho z ndhodnijch jevi A;, 1 € 1.
A; = Q — A; znaéi opacény ndhodnyj jev k ndhodnému jevu A;, i € I. Piitom to,
Zze w € A;, i € I znamena, ze mozny vysledek w je priznivy jevu A;.

Necht 7,5 € I. Pak A; — A; znamena nastoupent jevu A; za nenastoupent
jevu Aj, Aj C A; znamend, ze ndhodny jev A; md za disledek ndhodny jev A; a
A; N Aj = 0 znamena, Ze nahodné jevy A; a A; jsou neslucitelné.
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2 Pravdépodobnostni prostor

Necht (€2, A) je méfitelny prostor. Pravdépodobnosti rozumime realnou mnozino-
vou funkci P : A — R, ktera je

1. nezaporna (pro vsechna A € A je P(A) > 0),
2. spocetné aditivni (V2,V2, AN A; =0 = PUZ, A) = 22, P(4)),
3. normovana (P(Q2) = 1).

Trojice (2, A, P) se nazyva pravdépodobnostni prostor. Za piedpokladu, ze
A # {0),Q}, neni pravdépodobnost P uvedenymi tfemi axiomy jednozna¢né ur-
cena.

3 Klasicka pravdépodobnost

Necht zakladni prostor €2 je konecné neprazdna mnozina a necht jevové pole A
obsahuje viechny podmnoZiny zakladntho prostoru tj. A = 2. Ozna¢me m(Q) =
|©2| pocet vSech moznych vysledku a pro libovolny jev A € A ozna¢me m(A) = |A|
pocet moznych vysledkiu piiznivych jevu A. Pak realnou funkci P : A — R
definovanou pro vSechna A € A vztahem

nazveme klasickd pravdépodobnost. Vsem elementarnim jeviim pak prifazujeme
stejnou pravdépodobnost ﬁ Neni-li tato podminka splnéna, nelze klasickou
pravdépodobnost pouzit.

Véta 3.1 Budte Ay, ..., A, € A libovolné ndihodné jevy. Pak plati

(=)' Yiciycocipen P(A NN A 4o+ (1) P(ALN L N Ay).

4 Podminéna pravdépodobnost

Necht (€2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, H € A nahodny jev s nenulovou
pravdépodobnosti. Pro kazdé A € A definujeme podminénou pravdépodobnost
vzorcem
P(ANH)
P(AH) = ————=
(Al = =
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Véta 4.1 Véta o nasobeni pravdépodobnosti Necht (2, A, P) je pravdépo-
dobnostni prostor, Ay, ..., A, € A ndhodné jevy takové, Ze P(A1N...NA,_1) > 0.
Pak plati

P(AIN...NA,) = P(A))-P(As| A1) P(As|AiNAs)-. .- P(An| AN AN . .NA, ).

Necht (€2, A, P) je pravdépodobnostni prostor a necht je dan rozklad (H; :
i € I) zakladniho prostoru {2 na nejvyse spocetné mnoho jevii H; o nenulovych
pravdépodobnostech P(H;). Rikame, Ze je dan upiny systém hypotéz. Potom

1. pro libovolny jev A € A plati formule uplné pravdépodobnosti:

P(A)=>_P(H;)- P(AlH),

i€l
2. pro nahodny jev A s nenulovou pravdépodobnosti a pro libovolny jev Hy z

iplného systému hypotéz plati 1. Bayestiv vzorec:

P(Hy) - P(A|Hy)
Yier P(H;) - P(A|H;)’

P(H,|A) =

3. pro ndhodny jev A s nenulovou pravdépodobnosti a pro libovolny jev B € A
plati 2. Bayestiv vzorec:

P(B|A) = Yier P(H;) - P(A[H;) - P(B|AN Hi)'

Yier P(H;) - P(A|H;)
Pouziti 1. Bayesova vzorce: V souladu s textem tlohy stanovime jevy H;, i €
I, které se navzajem vylucuji a pritom vycerpavaji vSechny moznosti. Jeden z
nich musi byt ndhodny jev, jehoz pravdépodobnost nés zajimé. Jev, o némz je v
uloze feceno, ze skutecné nastal, ozna¢ime A. Pak pro i € I vypo¢teme apriorni
pravdépodobnosti P(H;) a podminéné pravdépodobnosti P(A|H;). Dosazenim do
1. Bayesova vzorce vypocteme aposteriorni pravdépodobnost P(Hg|A).
Pouziti 2. Bayesova vzorce: Stanovime opét uplny systém hypotéz H;, ¢ € I. Jev,
ktery skuteéné nastal, ozna¢ime A a nahodny jev, na jehoz pravdépodobnost se
ptame, ozna¢ime B. Pak pro i € I vypo¢teme apriorni pravdépodobnosti P(H;) a
podminéné pravdépodobnosti P(A|H;) a P(B|ANH;). Dosazenim do 2. Bayesova
vzorce dostaneme pravdépodobnost P(B|A).

Charakteristicky znak, ktery odlisuje tilohy vedouci na 1. Bayestuv vzorec od
tloh vedoucich na 2. Bayestuv vzorec spoc¢iva v tom, Ze v prvnim piipadé se ptame
na pravdépodobnost jevu, ktery je totozny s jednou z hypotéz, kdezto ve druhém
pripadé se ptdme na pravdépodobnost jevu, ktery je zcela novy a nesouvisi s
ostatnimi jevy v tloze popsanymi.

95



96 DODATEK A. NAHODNE JEVY A NAHODNE VELICINY

5 Stochasticky nezavislé ndhodné jevy

Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Rekneme, ze nahodné jevy Ay, As, . ..

jsou stochasticky nezavislé vzhledem k pravdépodobnosti P, jestlize plati multipli-
kativni vztahy:

Vi<j<k: P(ANANA) = P(A) - P(A) - P(A)

P(AN...NA) = P(A) ... P(A,).

Definici Ize rozsitit i na spocetnou posloupnost jevii: Rekneme, 7ze jevy Ay, As, ...

A jsou stochasticky nezdvislé vzhledem k pravdépodobnosti P, jestlize pro vSechna
prirozena n jsou stochasticky nezévislé nahodné jevy Aj, A, ..., A,.
Ovérujeme-li stochastickou nezavislost nahodnych jevi, musime prozkoumat
platnost vsech multiplikativnich jevii.
Je-li v textu tlohy Teceno, Ze jevy jsou stochasticky nezéavislé a méame-li sta-
novit pravdépodobnost nastoupeni alespon jednoho z téchto jevi, vyuzijeme de
Morganova pravidla a poc¢itame

n n

P(U 4) = PO @) =1 - PO A =1 - [[(1 - P(A)),

=1

6 Borelovské mnoziny a ndhodné veli¢iny

Necht n je pfirozené ¢islo. Mnozinu R"™ nazyvame n-rozmérnym prostorem a
mnozinu R® = RN nazyvame spocetné rozmérnym prostorem.

Minimalni jevové pole na R™ obsahujici t¥idu v8ech intervalt (—oo, x| X
(—o00, T9] X ... X (=00, z,] pro (x1,xs,...,x,) € R", nazyvame n-rozmérngm bo-
relovskym polem B™ a prvky tohoto pole nazyvame n-rozmérnymi borelovskymi
mnozinami. Podobné pro spocetné borelovské pole B().

Mezi borelovské mnoziny patii zejména prazdna mnozina, cely konecné roz-
mérny popt. spo¢etné rozmérny prostor, vSsechny jednobodové, koneéné resp. spo-
¢etné mnoziny, vSechny intervaly, vSechny oteviené i uzaviené oblasti a vSechna
nejvyse spocetna sjednoceni takovych mnozin. Kartézsky soucin borelovskych
mnozin je opét borelovskd mnozina, ale vyssi dimenze.

Zobrazeni X : () — R se nazyva ndhodné veli¢ina vzhledem k jevovému poli
A, jestlize

VBeB:{weQ: X(w)eB}=X"1(B)eA,

tj. uplny vzor kazdé borelovské mnoziny je ndhodnym jevem.
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7. NAHODNE VEKTORY 97

Obraz X (w) se nazyva ¢iselné realizace ndhodné veli¢iny X pfislusna k moz-
nému vysledku w. Jestlize nehrozi nebezpeci nedorozuméni, zapisujeme ndhodnou
veli¢inu 1 jeji realizaci tymz symbolem X. Mnozinu {w € Q : X(w) € B} zkracené
zapisujeme {X € B}.

Vime, 7e kazda mnozina typu {X € B} (kde B € B™) je jevem. Ve specialnim
pripadé B = {x} nebo B = (—o0, | piseme jednoduseji {X = z} {X < z}. Pod-
minky mohou byt vyjadiovany logickymi spojkami negace, konjunkce, disjunkce
a implikace. Jim odpovidaji mnozinové operace komplement, prinik, sjednoceni
a relace mnozinové inkluze.

Zapis odpovidajici pravdépodobnosti zkratime takto: P({w € Q : X(w) €
B}) := P(X € B), coz je pravdépodobnost, ze nahodna veli¢ina X se realizuje v
mnoziné B; P({w € Q: X(w) € B}{w € Q : Y(w) € C} := P(X € B|Y € (),
coz je pravdépodobnost, Ze nahodna veli¢ina X se realizuje v mnoziné B za
podminky, ze ndhodnéa veli¢ina Y se realizuje v mnoziné C'.

Funkce ® : R — R definovana vztahem Vx € R : ®(z) = P(X < x) se nazyva
distribucni funkce ndhodné veliciny X wvzhledem k pravdépodobnosti P.

Nahodna veli¢ina X se nazyva diskrétni, jestlize existuje funkce 7(x) nulova
v R s vyjimkou nejméné jednoho a nejvyse spo¢etné mnoha bodt, kde je kladna
(vlastnost D1: pro vSechna z € R je w(z) > 0), je normované (vlastnost D2:

> o 7(x) =1, kde se s¢itaji jen kladné hodnoty) a plati proni Vo € R : ®(z) =
i< m(t). Tato funkce se nazyvéa pravdépodobnostni funkce nahodné veliciny X.
Kromé D1, D2 ma tyto vlastnosti: Vo € R : w(z) = P(X = x), je-li zp € R
libovolny, ale pevné dany bod, pak m(zg) = ®(z¢) — hmx_)xa(b(x).

Pro diskrétni ndhodnou veli¢inu je charakteristické, ze nabyvéa pouze konecné
nebo nejvyse spocetné mnoha hodnot. Jeji distribuéni funkce ma schodovity cha-
rakter.

Ma-li funkece 7(z) vlastnosti D1, D2, pak existuje pravdépodobnostni prostor
(©, A, P) a na ném definované diskrétni nahodné veli¢ina X tak, ze w(z) je jeji
pravdépodobnostni funkce.

7 Nahodné vektory

Necht (€2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, Xi, Xs, ..., X,, ndhodné veli¢iny
definované na (2, A, P), ®1,®,, ..., P, jejich distribuéni funkce a jedna-li se o
diskrétni nahodné veli¢iny, pak 7,7, ..., 7, budte jejich pravdépodobnostni
funkce.

Ndhodny vektor je usporadana n-tice X = (X1, Xo, ..., X,,). Jeho distribu¢ni
funkci definujeme vztahem:

@(l’l,i[/‘g,...,(]ﬁn)zp(){llenggflfgm...ang.ﬁ[n).

Néhodny vektor X = (X3, Xs,...,X,) se nazyva diskrétni, jestlize existuje
funkce m(x) nulova v R™ s vyjimkou nejméné jednoho a nejvyse spocetné mnoha
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98 DODATEK A. NAHODNE JEVY A NAHODNE VELICINY

bodi, kde je kladna (vlastnost D1: pro véechna = € R" je w(x) > 0), je normovana
(vlastnost D2: 3200 ...>F__  m(w1,...,2,) = 1, kde se scitaji jen kladné
hodnoty) a plati pro ni Vo € R : ®(x1,...,2,) = X cpy - 2oty<a, Tt -5 tn).
Tato funkce se nazyva pravdépodobnostni funkce diskrétniho nahodného vektoru
X. Kromé D1, D2 mé tyto vlastnosti: Vo € R" : w(z) = P(X = x),je-lil <i<n
libovolny index, pak 3307 ... 200 N . e o T(T,. s, m) =

Necht T' je nepréazdna indexova mnozina. Rekneme, Ze nahodné veli¢iny X;
jsou stochasticky nezavislé, jestlize pro vSechny kone¢né podmnoziny {u,...,v} C
T a vSechny borelovské podmnoziny B,, ..., B, jsou stochasticky nezavislé jevy
{X, € By}, ..., {X, € By} tj. ml(xy, ... xp) =m(xy oo TolT).

Zobrazeni g : R — R nazyvame borelovskou funkci, jestlize vzor borelovské
mnoziny je borelovskd mnozina t;j.

vBeBWY:{zcR:g(z)c B} ¢ BY.

Obecné zobrazeni g = (g1,92,...,9,) : R" — R™ nazyvame borelovskou
funkct, jestlize vzor borelovské mnoziny je borelovskd mnozina tj.

VB eB™ : {(z1,...,2,) € R": (¢1(x1,...,T0), ., gm(21, ..., 2,)) € B} € B™.

Mezi borelovské funkce nalezi zejména vsechny funkce spojité na celém n—rozmérném
prostoru nebo v kazdé z disjunktnich oblasti, na néz byl tento prostor rozlozen.
Rovnéz limita vSude konvergentni posloupnosti takovychto funkeci je borelovska
funkce.

Z dané nahodné veliciny X : 2 — R vytvofime pomoci borelovské funkce
g: R — R zobrazeni Y : 2 — R dané takto:

Ywe Q:Y(w) = g(X(w)).

Toto zobrazeni je opét nadhodné veli¢ina. Nazyva se transformovand ndhodnd
velicina .

Z daného ndhodného vektoru X = (Xi,...,X,) : 2 — R" vytvofime pomoci
borelovské funkce g = (g1,...,9m) : R* — R™ zobrazeni Y : Q@ — R™ dané
takto:

Vwe Q:Y(w) =g(X(w)).

Toto zobrazeni je opét nahodny vektor. Nazyva se transformovany nahodny vek-
tor. Rozepsano:

Vwe Q: (Yi(w),...,Yn(w)) =(g1(X1(w),..., Xp(w)), ..., gn(X1(w),..., Xp(w))).

Predpokladejme nyni, ze X je diskrétni ndhodny vektor s pravdépodobnostni
funkei m(xq,...,z,) a g : R® — R je borelovska funkce. Odvodime pravdépodob-
nostni funkei 7, (y) transformované nahodné veli¢iny Y (w) = g(X (w)). Totiz

T (y) = P(Y =y) = P(g(X1,..., Xn) =y) = P((X1,..., Xy) € S(y)),
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kde S(y) = {(21,...,2n) € R" s g(21,..., n) = y}, tedy

8 Stredni hodnota, rozptyl, kovariance a koefici-
ent korelace ndhodnych veli¢in

Necht je dan pravdépodobnostni prostor (2, A, P) a skalarni nahodné veli¢ina
X. Je-li ndhodna veli¢ina X diskrétni a ma pravdépodobnostni funkei m(x),
nazyvame jeji stredni hodnotou vzhledem k pravdépodobnosti P ¢islo E(X) =
> .z -7w(x) za predpokladu, Ze pripadna nekonecnéa fada vpravo absolutné
konverguje. Jinak fekneme, ze E(X) neexistuje. Stfedni hodnota F(X) je ¢islo,
které charakterizuje polohu ¢iselnych realizaci ndhodné veli¢iny X na ¢iselné ose.
Necht YV = ¢(X), kde g je borelovska funkce, X diskrétni ndhodna veli¢ina.
Pak E(Y) = X,cr g(x)m(x), pokud nekoneéna rada vpravo absolutné konver-
guje. Cislo D(X) = E([X — E(X)]?) nazyvame rozptylem nahodné veli¢iny X
vzhledem k pravdépodobnosti P za predpokladu, Ze obé stfedni hodnoty vpravo
existuji. Cislo VD nazyvame smérodatnou odchylkou ndhodné veliciny X. Pro
vypocty je vyhodny tvar D(X) = E(X?) — [E(X)]*. Rozptyl D(X) je ¢islo, které
charakterizuje variabilitu ¢iselnych realizaci ndhodné veliciny X kolem stfedni
hodnoty E(X).

Necht (X, X3) je ndhodny vektor. Kovarianci ndhodnych veli¢in X;, Xs nazy-
vame ¢islo C(X1, Xy) = E([ X1 — E(X1)][X2 — E(X3)]) za predpokladu, Ze stfedni
hodnoty vpravo existuji. Kovariance C'(X1, X5) je ¢islo, které charakterizuje spo-
le¢nou variabilitu ¢iselnych realizaci ndhodnych velicin X7, X5 kolem strednich
hodnot F(X}), E(X»). Je-li C(X1, X3) = 0 fekneme, ze ndhodné veli¢iny X, Xo
jsou nekorelované, tzn. ze mezi nimi neexistuje zadné linearni zavislost. Pro vy-
pocty je vyhodny tvar C(X1, Xo) = E(X1, Xa) — E(X1)E(X?).

Koeficientem korelace nahodnych veli¢in X7, X5 nazyvame ¢islo

R(X1, Xs) = (X1 Xl) X — E(XQ)) B C(X1, X)
D(X1)

JD(Xo) ) \/D(X0)y/D(X

\/D(Xl)\/D(XQ) # 0 za predpokladu, Ze stfedni hodnoty vpravo existuji. Ko-
eficient korelace R(X7, Xs) je ¢islo, které charakterizuje miru tésnosti lineérni
zéavislosti ¢iselnych realizaci ndhodnych velicin X, X5. Nabyva hodnot z inter-
valu < —1,1 >.
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9 Cauchy-Schwarz-Bunakovského nerovnost, Mar-
kovova a CebySevova nerovnost

a) Cauchy-Schwarz-Bufiakovského nerovnost
Necht X7, X5 jsou nahodné veli¢iny. Jestlize existuji jejich stfedni hodnoty a
rozptyly, pak

C(X1, X2)| < /D(X1)\/D(Xs), t. |R(X1, Xz)| < 1

a rovnost nastane tehdy a jen tehdy, kdyz mezi velicinami X, X, existuje s
pravdépodobnosti 1 tiplna lineadrni zavislost, tedy existuji konstanty ai, as tak, ze
P(XQ =a; + CL2X1) =1.
b) Markovova nerovnost

Jestlize je P(X > 0) =1 a E(X) existuje, pak pro vSechna ¢ > 0 plati

P(X > cB(X)) <

™ | =

b) Cebysevova nerovnost
Jestlize existuji F(X) a D(X), pak pro kazdé ¢ > 0 plati:

P(|X —E(X)| >tyD(X)) < 1

PR
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