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1 Pripravné poznamky

1.1 Pouzivana symbolika
Ciselné mnoziny: R, N, Z — mnozina realnych, pfirozenych a celych &isel.

Ry ={z € R: z > 0} — kladna redlna ¢isla

Ry ={x € R: x>0} — nezdporna realn4 ¢isla
Body, vektory: Mnozinu R" budeme vzdy uvazovat také jako vektorovy prostor.

x — vektor nebo bod z prostoru R". Vektory vzdy uvazujeme jako sloupcové,
slozky vektoru € R" jsou x1,x2,...,Ty.

(x); — i-ta slozka vektoru x, tj. (x); = x;.

o — nulovy vektor.

1 — vektor, jehoZ vsechny slozky jsou jednicky.

N

Kroneckerovo delta).
0, i#]

e/ — j-ty vektor standardni baze, (e’); = Sij = {
x>y — (Vie{l,2,...,n})z; > y; a podobné.
x>y — (Vie{l,2,...,n})x; >y a podobné.

Matice: M(m,n) — mnozina matic o m Fadcich a n sloupcich. Vektory z mnoziny R"
povazujeme za matice z mnoziny M(n,1).
A — matice, jejiz slozka v i-tém fadku a j-tém sloupci je a;;.
a’ — j-ty sloupec matice A.
E — jednotkova matice.
O — nulova matice.
AT — matice transponovana k matici A.
h(A) — hodnost matice A.

Gradient: Necht f:R" — R, g: R*"™ — R.

]
Vi(z) = (% (). %f(a:),...,%f(w))

0 0 0 T
Vasle.s) = (5@ 9). Ga(@ ) goslaw))

| M| — mohutnost mnoziny M. Je-li mnozina M konecéné, je |M| pocet jejich prvki.
Priklady:

n
(Ax); = Zaijxj e Az
j=1

n
a:Ty = E y;x; skalarni soucin vektord x a y
i=1
aij = (a])i = e’ AeJ

r<1 & Vie{l,2,...,.n}Hz; <1 & (Vi€{1,2,...,n})eiTa3<1



1.2 Neékteré pojmy a tvrzeni z prerekvizitniho predmétu M5171

Necht f:R" =R, g = (g1,92,---,9m)" : R* = R™ s {0,1,2,...,n}, k€ {0,1,2,...

Polozme B
P:RiXRn_S:{:BERn: x1 > 0,29 >0,...,25 >0},

Q=RE xR™ ™ ={y € R™: y; > 0,55 >0,...,y; >0},

1.2.1 Optimalizaéni tloha
Pripustnd mnozina je definovana jako

X={xe€P:g(x)<0,i=1,2,...k,
gi(x)=0,i=k+1,k+2,...,m}.

Zakladni uloha je tvaru
f(x) — min, e X

f*=1inf{f(x) : © € X} se nazyva hodnota ulohy.

Pokud tloha ma feseni «* € X, pak f* = f(x*), v opacném pfipadé je f* = —oo.

1.2.2 Kuhnova-Tuckerova véta

Definice 1. Podminky regularity:

e Slaterova: k = m (omezeni jsou pouze ve tvaru nerovnosti), (3% € P) g(&) < 0.

e Linearity: funkce g1,qa, ..., gk jsou afinni (linedrni).
Véta 1. Necht

— funkce f, g1, g2, ..., gr jsou konverni a diferencovatelné,

— funkce gki1, Gk+2, - - - gm JSou afinni (linedrni),
— je splnéna aspon jedna podminka reqularity.

Pro x € R", y € R™ poloZme
Lz, y) = f(@)+ > vigi(x) = f(x) +y g(m).
i=1

Pak x* € X je resenim zdkladni ulohy prdvé tehdy, kdyZ existuje y* € Q tak, Ze
(V& € P) (x — x*) TV L(x* y*) >0,
T
y* g(z¥) =0.
Pozndmka 1. Pokud s = n, je podminka (1) ekvivalentni s dvojici podminek
vwﬁ(w*ay*) Z 07

o* TV L(x*, y*) =0,

pokud s = 0, je podminka (1) ekvivalentni s podminkou

VL(x* y*) =0.



1.2.3 Dualita

Necht funkce ¢ : Q — RU {—o0} je definovéana rovnosti

o(y) =inf {L(x,y) : * € P} =inf {f(:c) +y'g(x): xc P} .
Polozme
V={ye@: o(y) > —oc}.
Plati: mnozina Y je konvexni, funkce ¢ je konkavni.
Dudlni dloha k zékladni (primérni) tloze je optimalizaéni loha ve tvaru
p(y) »max, yeY.
©* =sup{p(y) : y € Y} se nazyva hodnota dudini ulohy.

Véta 2. Necht jsou splnény predpoklady Véty 1. Pokud f* > —oo, pak f* = ¢©* a mnoZina
vSech rtesent dudini ulohy je {y € Q : Vx € P)L(x,y) > f*}.

Strucné feceno: Ma-li jedna z tiloh feseni, m4 feSeni i druhé z nich a hodnoty obou tloh
jsou stejné.

2 Linearni programovani

2.1 Dvé motivacni alohy
2.1.1 Vyrobni problém

Predstavme si firmu, vyrabéjici n druht produkti, ke kterym potiebuje m zdrojt (surovin,
dodavatelt ap.). Ozna¢me

¢j -.. cena jednotkového mnozstvi j-tého produktu,

b; ... mnozstvi i-tého zdroje (zdsobu suroviny, kapacitu dodavatele ap.),

ai;j «.. mnozstvi i-tého zdroje potfebného k vyrobé jednotkového mnozstvi j-tého produktu,
Z; ... vyrobené mnozstvi j-tého produktu.

Cena celkové produkce tedy je ]ﬁzl cjT; = c¢'x a celkové mnozstvi i-tého zdroje spotfebova-
ného pri vyrobé je f: a;jz; = (Ax);. Je tieba najit takové uspofadani vyroby, tj. mnozstvi
jednotlivych druhi p:ri)duktfl, aby jejich cena byla maximéalni,
¢’z — max
pfi respektovani danych omezeni
(Ax); <b;proi=1,2,...,m, tedy Ax <b
(nelze spottebovat vice z kazdého zdroje, nez kolik ho je) a

z; >0, proj=12,...,n, tedy x>0

(nelze vyrabét méné nez nulové mnozstvi kazdého z produkti).



2.1.2 SméSovaci problém

Predstavme si, Ze z n surovin (napi. druht ropy), z nichz kazdé obsahuje nékteré (pfipadné
vSechny) z m ruznych slozek (napt. frakci ropy). Z téchto surovin se méa namichat smés
pozadovaného slozeni (napi. lehky topny olej). Oznaéme

¢j .. cena j-té suroviny,

b; ... pozadované mnozstvi i-té slozky ve vysledné smési,

aij +.. mnozstvi i-té slozky v jednotkovém mnozstvi j-té suroviny,
z; ... nakoupené mnozstvi j-té suroviny.

n
Celkova cena nakoupenych surovin tedy je > cjz; = c'x a celkové mnozstvi i-té slozky ve
J=1
n
vysledné smési je > a;jx; = (Ax);. Je tieba nakoupit takova mnozstvi surovin, aby jejich
=1
cena byla nejmensi,
-

c r — min
a pritom ve vysledné smési byla pozdovand mnozstvi jednotlivych slozek,
(Ax); =b;proi=1,2,...,m, tedy Az =b.
Na mnozstvi nakoupenych surovin je kladeno omezeni
z; >0, proj=1,2,...,n, tedyx >0
(nelze nakoupit méné nez nic).
2.2 Formulace tulohy linearniho programovani
Necht ¢ € R", A € M(m,n), be R™, s {0,1,2,...,n}, k€ {0,1,2,...,m}. Polozme
P:Ri xR ={xeR": 21 >0,29>0,...,2, > 0}

Uloha linedrniho programovdni je optimalizac¢ni tiloha ve tvaru

fxy=c'z - min, =xc{xecP:(Ax);<b;, i=12,. ..k
(A.’B)j ij, j:k—l—l,k—i—2,...,m}
Specialni pripady:
s =n, k=0 uloha v kanonickém tvaru,

c'e >min Az =b, x> 0. (6)

s = n, k =m uloha ve standardnim tvaru,

c'x —min, Az <b, >0 (7)



s =0, k =m tloha v zdkladnim tvaru,
c¢'e — min, Az <b. (8)

Tvrzeni 1. Obecnou tlohu linedrniho programovéani lze piepsat do zdkladniho tvaru.
Zavedeme pomocny neznamy vektor w € R™ % a podminky pfepiSeme ve tvaru

(A$)Z sz, 1= 1,2,...,](3,

(A$)k+j_w] < bk—i—ja J=L12,....,m—k,

—Typ <0, (=1,2,...,s,
—w; <0, j=12....m—k.

To znamena, Z%e pri oznaceni

aij, 1 <m,j <n,
0, 1< k,j>n,

dij — _52‘7,?’]-7”, k<i<m,j>n,
~8imjs m<i<m+s,
—0i—m—s,j—n, &> m+s,

~ biy 1< m, N cj, j<n, N zj, i<n
b; = . , G = . , Iy = .
0, 2>m 0, j7>n Wj_p, J>N

i=12,...n4+m+s—k, j=12,....n4+m—~k
muzeme ulohu zapsat ve tvaru

&' — min, Az <b.

Tvrzeni 2. Ulohu s parametrem s = n lze prepsat do kanonického tvaru. Zejména tedy tilohu
ve standardnim tvaru mizeme zapsat ve tvaru kanonickém.

Podobné jako v piedchozim tvrzeni zavedeme pomocny neznamy vektor w € R™F a
podminky prepiSeme ve tvaru

(Az); +w; =b;, 1=1,2,...,k,
(Az); =bj, j=k+1,k+2,...m,
x>0, w>0.

Takze pfi oznaceni

i, t<m,) <n, . )
~ ! . ) - cj, J=n, ~ Zj, 1< n
Q55 = 6i,jfn’ 1 < ka] >n, Cj = . ) Tj = .
. . 05 J>n Wj—n, ] >n
0, 1>k, j>n,
prot=1,2,...,m,j7=1,2,...,n+m — k mizeme tlohu zapsat ve tvaru

é'& — min, Az =0b, &>0.

Ulohu ve standardnim tvaru lze do tvaru kanonického prepsat jesté strucénéji

c'z — min, (A,E) (“’) — b, (“3) > 0.
w w



Tvrzeni 3. Uloha dudlni k tloze v kanonickém tvaru je tiloha v zakladnim tvaru.
V tomto piipadé je
Q@ =R",
L(zy)=clz+y'(b—Az)=(c —y Az +y'b,
yTb’ cT - yTA Z 0’

. o T T Ty _
ply) = inf {L(z,y)} = inf {(c Yy A)w}+y b {_OO, T —yTA < 0.

mERi
Duaélni tloha tedy je
y'b—max, Aly<ec 9)

Z tvrzeni 1, 2 a 3 plyne, zZe staci vybudovat teorii pro tlohy v kanonickém tvaru. Libovolnou
tlohu totiz pfevedeme na zakladni tvar a k nému je tloha v kanonickém tvaru dualni. Ulohu
v kanonickém tvaru vyfesime a feseni tlohy v zakladnim tvaru se redukuje na feSeni systému
linearnich rovnic. Ulohu ve standardnim tvaru p¥evedeme na kanonicky tvar pfimo.

V dalsim textu se tedy budeme zabyvat tilohou v kanonickém tvaru

c¢'e —» min, Ax=b, x>0.

Bez tijmy na obecnosti lze predpokladat, ze

e b > 0 (vopaéném pripadé bychom fadky systému rovnic odpovidajici zapornym slozkdm
vynasobili ¢islem —1),

e m < n, h(A) = m (v opaéném piipadé bychom ze systému rovnic eliminovali zavislé
rovnice).
2.3 Ilustrac¢ni priklady

2.3.1 f(x1, 22, 23) = c121 + 22 + 323 — min, r1+T2+73 =1,

2.%'2—.%'3 = 07
5'3120a $220,$320a
t.

C1
n=3 m=2 s=3, k=0, c=|c|, b:<1>, Az(l L 1>.

0
c3

Pripustné hodnoty jsou nezaporna reseni soustavy rovnic Ax = b, tj.

1
X:{(1—3s,5,25): 0<s< 5},
takze ucelova funkce na pripustné mnoziné je

f(1—3s,5,28) =1 + (—3c1 + c2 + 2¢3) 5.



To je funkce linearni, nabyva svych extrémnich hodnot v krajnich bodech intervalu, na némz
je definovana. Tato funkce je rostouci pro —3c; +co+2c3 > 0 a klesajici pro —3c1+co+2¢3 < 0.
7 této tvahy plyne, zZe feseni tlohy a jeji hodnota jsou

= (1,0,0), —3c1 + ¢+ 2¢3 > 0,
(21, x5,23) § € X libovolny bod, —3c; + ca + 2c3 = 0,
=(0,%,2), —3c1 + ¢ +2¢3 <0,
Fa c1, —3c1 +co + 2¢c3 > 0,
% (CQ + 03) , —3c1 4+ co+ 2c3 <O0.
2.3.2 f(x1, e, 23) = 111 + cow2 + c3x3 — min, 1 =1,
—Xo+T3 = 1,

T > 07 To > 07'%.3 > 07

tj.

C1

1 1
n=3 m=2 s=3, k=0, c=|c|, bz(), A:< 0 O).

c3

Pripustné hodnoty jsou opét nezadporna feseni soustavy rovnic Ax = b, tj.
X={(1,t,1+¢): t>0}
a ucelova funkce na pripustné mnoziné je
f(,t,1+1) =c1 4¢3+ (c2 + c3)t.

To je opét funkce linedrni, ktera roste pro ca+c3 > 0 a klesd pro ca+c3 < 0. Ponévadz parametr
t muze nabyvat libovolné velké hodnoty, je ucelova funkce, pokud klesa, zdola neomezena.
V takovém piipadé tedy tloha nema feSeni. V piipadé cs + c3 > 0 feSeni tlohy a jeji hodnota
jsou

=(1,0,1 co +c3 >0,
*){ ( ) )’ 2 3 f*201+03.

(f{’x;’x?; . ,
€ X libovolny bod , ¢o + ¢35 =0,

2.4 Oznaceni, definice, zakladni vlastnosti

Na ilustracnich prikladech si v§imneme nasledujicich vlastnosti tlohy linearniho programovani
v kanonickém tvaru:

e Pokud tloha mé jednoznacné feseni, pak toto feseni je krajnim bodem pfipustné mno-
ziny X. (Krajni bod konvexni mnoziny je ten, ktery neni konvexni kombinaci jinych
bodi této mnoziny.)

e Pokud tloha méa vice feseni, pak tato feseni jsou konvexni kombinaci krajnich bodu
pripustné mnoziny.

e Reseni ulohy, které je krajnim bodem, mé nejvyse m nenulovych slozek (v ptikladech

dve).



Sloupce matice A se slupcovymi indexy odpovidajicimi indextim nenulovych slozek kraj-
nich bodu pfipustné mnoziny jsou linedrné nezavislé. (V piikladu 2.3.1 odpovida kraj-

1 2

1
nimu bodu (1,0,0) prvni sloupec < ,3,5) odpovidaji

O) matice a krajnimu bodu (0

druhy <;> a tieti <_11> sloupec. V piikladu 2.3.2 odpovidaji krajnimu bodu (1,0, 1)

1
prvni <0> a treti <(1)> sloupec matice.

Tato pozorovani motivuji zavedeni nasledujicich pojmu.

Nosic vektoru x € P =R, je mnoZina suppx = {j € {1,2,...,n}: z; > 0}.

MnoZina basickych pripustnych bodi

B=<JxeX: Z pial =0 = (Vj € suppx)u; =0
jEsuppx

Basicky pripustny bod je tedy takovy bod & € X, Ze sloupce matice A se sloupcovymi in-
dexy shodujicimi se s indexy nenulovych slozek vektoru @, tj. vSechny vektory z mnoziny
{aj 1 J € supp a:} jsou linearné nezavislé. Ponévadz predpokladame, ze h(A) = m < n,
je nosi¢ kazdého basického pripustného bodu nejvyse m-prvkova mnozina.

Indexova base basického pripustného bodu x € B je m-prvkova podmnozina J () mno-
Ziny {1,2,...,n} takova, ze suppx C J (x) a mnozina {aj 1j € j(a:)} je mnozinou
linearné nezavislych vektori, tj.

suppz C J () C {1,2,...,n}, T ()] =m,

Z ,ujaj =0= (Vj Gj(w))ujzo.
jeJ ()

To také znamend, ze mnozina {a’ : j € J ()} sloupcii matice A tvori bazi vektorového
prostoru R™. Z ptredpokladu h(A) = m plyne, Ze indexovd base kazdého basického
ptipustného bodu existuje; nemusi byt ovSem urcena jednoznacné.

Base basického pripustného bodu x € B je mnozina

B(x) ={z;: je T (@)}

Basicky ptipustny bod € B je nedegenerovany, pokud suppx = J (x). Uloha je
nedegenerovand, pokud kazdy basicky pripustny bod je nedegenerovany, tj.

(Vx € B)suppzx = J ().

Basické pripustné body 1, 2 nazveme sousedni, pokud existuji jejich base J (x1) a
J (x2) takové, ze mnozina J (x1) N J (x2) je (m — 1)-prvkova, tj. base bodli 1 a x2
se od sebe lisi v jediném prvku.

Degenerovany basicky pripustny bod je sousedni sam se sebou.



Ilustrace: V prikladu 2.3.1 je
1 2 1 2 1 2
B = {(17070)7 (0, 3 §)} , supp(0, 3 §) ={2,3} =7 <(07 3 §)> )

supp(1,0,0) = {1}, J((1,0,0)) = {1,2} nebo J((1,0,0)) ={1,3},

1 2

basicky prfipustny bod (0, 5, 5) je nedegenerovany, bod (1,0,0) je degenerovany a tyto body

jsou sousedni.

V piikladu 2.3.2 je B = {(1,0,1)}, supp(1,0,1) = {1,3} = J ((1,0,1)) a basicky pfipustny
bod (1,0,1) je nedegenerovany. O
Véta 3. Bod x je basicky pripustny pravé tehdy, kdyz je krajnim bodem mnoZiny X.

Véta 4. Je-li pripustnd mnozZina X neprdzdnd, pak mnoZina basickych pripustnych bodi je
konecnd a ke kazZdému pripustnému bodu x € X existuje basicky pripustny bod & € B takovy,
Ze supp & C supp x. Zejmena tedy mnozina basickych pripustnych bodu je neprdazdnd.
Véta 5. Pokud md tuloha (6) TeSent, pak je toto TeSeni basickym pripustnym bodem.

Z vét 3, 4 a 5 plyne jednoduchy navod, jak fesit alohu (6):

1. Najdeme vSechny basické pripustné body, tj. najdeme nezavisla reseni systému lineér-

nich rovnic Ax = b. Je jich kone¢né mnoho.
2. Vypodcitame hodnotu tcelové funkce ¢'x pro kazdy basicky pifpustny bod .

3. Najdeme mezi nimi nejmensi hodnotu.

Pokud ma4 tloha FeSeni, vede tento postup k jeho nalezeni. AvSak pokud je tloha nefeSitelna
a mnozina basickych pfipustnych bodi je nepréazdné, dojdeme uvedenym postupem k bodu,
ktery neni feSenim (v pfikladu 2.3.2 v piipadé c2 + ¢3 < 0 vybere dokonce bod maxima
ucelové funkce). I u fesitelnych tloh by vSak pouziti tohoto postupu u ,velkych“ uloh bylo
prili§ zdlouhavé. Proto byla vyvinuta metoda efektivnéjsi.

Pfed jejim uvedenim se vSak zminime o feSeni tlohy (9) dudlni k primérni tloze (6)
v kanonickém tvaru.

Véta 6. Necht Ax* = b.

o Vektor x* je Tesenim (primdrni) ulohy (6) v kanonickém tvaru a vektor y* je teSenim
dudlni ilohy (9) prdvé tehdy, kdyz (ATy* —c)Tx* = 0.

" Pokud (4 € T @)y el =,

(Vjie{1,2,...,n} T (x*)y*Ta! <¢;
pak y* je fesenim dudlni dlohy (9).

Duikaz: Prvni tvrzeni je ekvivalentni s rovnosti ¢'x* = y*Tb a za predpokladu Axz* = b
jsou nasledujici tpravy také ekvivalentni

CT(B* _ ’y*Tb,
CT:I:* _ ’y*TA.’B*,

0=(ATy* —c)Tx*.

10



Druhé tvrzeni plyne z prvniho, nebot

n

(ATy* _ c)Ta:* _ Z <(ATy*)j _ cj> ;k _ ((ATy*)j — cj) m; =

Jj=1 JET (x*)

= 2 <i aisyi = ) D3 ((@)Ty* —¢) a5 =0.

JET(*)

2.5 Simplexova metoda
2.5.1 Jeden krok simplexové metody

Simplexova metoda je algoritmus, ktery pro basicky pripustny bod rozhodne, zda se v ném
realizuje Teseni tlohy. Pokud nikoliv, rozhodne zda feseni neexistuje a v opac¢ném piipadé
najde sousedni basicky pripustny bod, v némz je hodnota tcelové funkce mensi.

Necht « € B. Sloupce {aj jedJ (a:)} matice A tvori bazi vektorového prostoru R™.
Libovolny sloupec matice tedy lze vyjadrit jako linearni kombinaci sloupctt matice A z mnoziny

{a/: je T (x)}, tj.
> Apal, p=12,....n (10)

JEJ (x)

Pro p € {1,2,...,n} nyni polozime

Z AjpCj — Cp- (11)

JjeJ (x)

Je zfejmé, ze pro p € J (x) je \jp = d;jp a tedy

Z AjpCj — Z 0jpCj —cp = cp —cp = 0.

jET () jeT ()

Iustrace: V prikladu 2.3.1 vezmeme x = (0, 3, %) € B. Pak je J (z) = {2,3} a

(o) =5 (2)+5 (4.

tedy a' = %az + %a‘?’ a Al = %02 + %c;», — ¢1. Celkem méame
A2t = A2 =1 X3 =0 T =

A3l = Az2 =0 A33=1 T3 =
Ay =1(-3ci+ca+23) Ay=0 Az3=0 f(zx)=21(co+2c3)

wln Wl
Wb Wl

(12)

V piikladu 2.3.2 je B = {(1,0,1)}, vezmeme tedy « = (1,0,1). Pak je J (x) = {1,3} a



tedy a? = 0a'! + (—1)a® a Ay = —c3 — c3. Celkem méame

)\2121 )\2220 )\2320 1‘121
)\31 =0 )\32 =-1 )\33 =1 r3 = (13)
A1 =0 AQZ—(CQ—I-Cg) Az =0 f(CC)ZCl—I-CQ

Véta 7. Budx € B. Necht ¢isla \jp, j € T (x), p € {1,2,...,n} jsou definovdina vztahy (10)
a ¢isla Ay, p € {1,2,...,n} jsou definovdna vztahy (11). Mohou nastat pripady

(i) (Vpe{1,2,...,n}) A, <0,
(i) (Ip € {1,2,...,n}) A, > 0.

Pokud nastane pripad (i), je bod x Tesenim tulohy (6).
Necht nastane pripad (ii). PoloZime q € {1,2,...,n} takové, Ze

Ag=max{A,: A, >0,p=1,2,...,n} > 0.

Pak je ¢ ¢ J () a opét mohou nastat dva pripady
(i) (¥ € T () Njg <0,

(iiz) (3j € T (x)) Ajq > 0.

Pokud nastane pripad (iiy ), uloha (6) nemd resent.

Necht nastane pripad (iiy ). PoloZime
. Zj .
a=min{ —~:jeJ(x),\j;>0
Ajq

x
ar e J(x) takové, Ze — = a. Pak bod & € R" definovany rovnostmi
rq

rj—aNg, JjEJT(x),
a, J=q,
0, J & J(x)U{q}.

je basicky pripustny bod sousedni s bodem x, J (%) = (J (x) ~ {r}) U{q} a plati pro ného
f@)=c"z<c'e= f();
pokud je basicky pripustny bod nedegenerovany, je tato nerovnost ostrd.

S ,novym“ basickym pfipustnym bodem & muzeme provadét stejné operace, jako se ,sta-
rym® basickym pripustnym bodem z, tedy libovolny sloupec matice A vyjadrit jako linearni
kombinaci sloupcti z mnoziny {a] rjeJ (:17:)} a vypocitat prislusné hodnoty A,

al = Z S\jpaj, Ap: Z S\jpcj—cp, p=12,...,n.
JjeET (&) JjeJ (@)
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Podle véty 7 rozhodneme, zda basicky ptipustny bod Z je feSenim tlohy (6), zda FeSeni nee-
xistuje, nebo prejdeme do sousedniho basického pripustného bodu, v némz je hodnota ticelové
funkce mensi. Pokud je tloha nedegenerovand, po kone¢ném poctu krokt takto dojdeme k te-
Seni tulohy.

V pripadé degenerovaného basického pfipustného bodu « mize dojit k zacykleni, metoda
pouze vybira ruzné base bodu x. Pravdépodobnost, Ze k tomuto jevu dojde v praktickych
ulohach je vSak nulova (coz ovSem neznamend, ze se jedna o jev nemozny).

Tlustrace: Pripady (i) je ilustrovan tabulkou (12) s vektorem e, jehoz slozky spliuji
nerovnost —3cy+ca+2c3 < 0. Pripad (iiy ) je ilustrovan tabulkou (13) s parametry vyhovujicimi
nerovnosti ¢; + ¢y < 0.

Uvazujme ptiklad 2.3.1 s vektorem ¢ spliiujicim nerovnost —3c; + ¢ + 2¢3 > 0. Hodnoty
koeficientt \j, a velicin A, pro basicky piipustny bod (0, %, %) jsou v tabulce (12). V tomto
pripadé je ¢ = 1 a obé hodnoty Ay, = Aoy = %, A3g = A31 = % jsou kladné. Nastava tedy
moznost (iiz). Dale je

T T3

_— = — 1’ _— =
a1 A3t

takze o = 1. Index r neni urcen jednoznac¢né, zvolime r = 2. Bod & méa soufadnice

=1,

ol |wol=
SUINIRYINY

xlz.f'q=1, 922:352—)\21:0, i‘3=$3—)\31=0.

Bod & = (1,0,0) je skuteéné basicky pfipustny bod sousedni s bodem . Za jeho indexovou
basi povazujeme mnozinu 7 () = {1, 2}. Pro basicky piipustny bod (1,0,0) s uvedenou basi
urcime koeficienty \;, a hodnoty A,,. Plati

(4)=300) -3 )

tedy a3 = %al — %az, takze A3 = %, Aog = —%, As = %cl — %cz — c3. Celkem mame
Mi=1 A2=0 Mg =3 F1=1
Aot =0 dop=1 Aoz = —3 iy =0 (14)

AIZO AZZO A3:—%(—301+02+2C3) f(fé)zcl

Nastava tedy piipad (i) z véty 7 a bod (1,0,0) je FeSenim tlohy 2.3.1 s parametry spliiujicimi
nerovnost —3cy + ¢co + 2¢3 > 0.
Tabulky (12) a (14) zapiSeme ve formé matic:

1 1 3
3 10 3 1 0 5 1

_ 2 2 Q 1
S = 2 0 1 2 , §=]o01 -1 0
%(—301 +co + 263) 0 0 %(Cg + 263) 0 0 —%(—361 +co + 263) Cc1

Vidime, ze

3
0 30
S = 1 -2 015
2(=3ci+ea+2e3) 0 1

Prvni fadek matice S je %—nésobkem druhého Fadku matice S, druhy Fadek matice S je prvnim
f4adkem matice S zmensenym o polovinu druhého Fadku matice S, tieti Fadek matice S je roven
tfetimu Ffadku matice S zvétsenému o polovinu prvniho fadku matice S nasobenému vyrazem
—3c1 + ¢ + 2¢3. Jinak Feceno, od matice S lze k matici S prejit Gaussovou eliminaci. O
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2.5.2 Simplexova tabulka

Simplexova tabulka slouzi k prehlednému zapisu vypoctu s basickym pripustnym bodem x a
jeho indexovou basi J (x) = {j1,J2,---,Jm}.- M4 n + 2 sloupci a m + 1 fadku a je doplnéna
zéhlavim a oznacenim sloupcii. Prvni sloupec je pomocny, v prvnich m fadcich posledniho
sloupce jsou j; az jp,-ta4 soufadnice basického piipustného bodu x (odpovidajici indextim
z base), ve druhém az n + 1-nim sloupci ji-tého Fadku jsou koeficienty )\, ,, na poslednim
radku ve druhém az n + 1-nim sloupci jsou veli¢iny A,, p =1,2,...,n. V poslednim sloupci
na poslednim Fadku je hodnota ucelové funkce v basickém pripustném bodé x.

z r1 T2 cee In
i |0 A1 Ajp2 e Ajin | (@)
Tj, 0 )\j21 )\j22 ce >\j2n ($)j2
T, 0 )\jml )‘ij ce )\jmn (w)jm
z 1 Al AQ e An f($)

Je-li ji, € J (x), pak z definice hodnot \j, , a A, plyne, Ze ve sloupci oznaceném z;, jsou samé
nuly s vyjimkou fadku oznaceného stejné, ve kterém je jednicka. V prvnim sloupci oznaceném
z jsou nuly s vyjimkou posledniho fadku oznaceného stejné, kde je jednicka.

Postup vypoctu:

Pokud jsou vSechny prvky v poslednim fadku ve druhém az predposlednim sloupci
nekladné, je basicky pfipustny bod x feSenim ulohy (6) a hodnota této tlohy je na
posledni pozici posledniho Fadku.

Pokud se v poslednim fadku ve druhém az predposlednim sloupci vyskytuje kladna
hodnota, vybereme sloupec, v némz je tato hodnota nejvétsi. Tento sloupec nazveme
klicovy sloupec. (Pti oznaceni z véty 7 se jedna o sloupec nadepsany z.)

Mezi prvnimi m rfadky najdeme vSechny takové, ze v tomto fadku a klicovém sloupci je
kladné hodnota. Pokud takovy fadek neexistuje, illoha nemé reseni. V opac¢ném piipadé
pro takové radky vypocitame podil hodnoty v poslednim sloupci a hodnoty v klicovém
sloupci (tyto podily mizeme zapsat do pfidaného dalsiho sloupce tabulky) a najdeme
mezi nimi nejmensi hodnotu. Radek, v némz se tento miniméalni podil nachazi, nazveme
klicovy radek. (Pfi oznaceni z véty 7 se jedna o fadek oznaceny z,.) Prvek na pruseciku
klicového radku a klicového sloupce nazveme klicovy prvek.

Tabulku upravime: Klicovy fadek oznac¢ime symbolem ze zahlavi klicového sloupce.
Hodnoty v klicovém fadku vydélime hodnotou klicového prvku. Od kazdého dalsitho
radku odec¢teme takto upraveny klicovy rfadek nésobeny hodnotou v klicovém sloupci
upravovaného radku.

Upravena tabulka by méla mit stejnou vlastnost jako tabulka vychozi, tj. ve sloupci ozna-
¢eném x;, jsou samd nuly s vyjimkou radku oznacené¢ho stejné, ve kterém je jednicka,
a v prvnim sloupci oznac¢eném 2z jsou nuly s vyjimkou posledniho fadku oznaceného
stejné, kde je jednicka. Ovéreni, ze tabulka ma skutecné tento tvar slouzi ke kontrole
vypoctu.
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Ilustrace: Provedeme tpravu simplexové tabulky pro tlohu 2.3.1 s basickym pripustnym
bodem (0, %, %) a vektorem ¢ = (1,2,3)T. Kli¢ovy prvek je pfi vipo¢tu oznacen zaramovanim.

Z X1 X2 I3
w031 o|i]1
z3 |0 2 1|2]1
2|1 3 0|3
z1 |0 1 3 01
30 0 -2 10
z|1 0 -1 0]1

Dostali jsme Feseni ulohy * = (1,0, 0), jeho indexova base je {1, 3} a hodnota tlohy je f* = 1.
]

2.5.3 Volba podateéniho basického pripustného bodu

Dosavadni popis simplexové metody se vénoval rozhodnuti, zda jisty basicky pfipustny bod
je feSenim ulohy a pokud ne, zda tloha Teseni ma. V pripadé, ze tloha je fesitelna a zvoleny
basicky bod nebyl fesenim, metoda nalezla sousedni basicky pfipustny bod, v némz hodnota
ucelové funkce nebyla vétsi. Zbyva popsat ,nastartovani“ metody.
Samoziejmé, Ze je mozné najit jedno nezaporné reseni soustavy rovnic Ax = b a k nému
spocitat hodnoty A\, a Ap, p=1,2,...,n. Rychlejsi ale je tzv. metoda umele baze.
Uvazujme tlohu

m
Zwi—mnin, Az +w=0b, >0, w>0, (15)
=1

neboli
flz,w)= (0", 17) (Z) — min, (A,E) (i) = b.

Uéelova funkce f(x,w) je zdola omezend nulou. To znamend, 7e feseni (2, w’) této tlohy
existuje. Pokud f(2;w) = 0, pak J (W) N{n+1,n+2,....,n+m} = () a bod & je
basickym pfipustnym bodem pivodni tlohy (6). Pokud f(«) %) > 0, nema puvodni tloha
FeSeni.

Ponévadz sloupce jednotkové matice E jsou linedrné nezévislé a stéle predpokladame, ze
b > 0, je bod (0, b) basickym pfipustnym bodem ulohy (15) a

J((o,b)={n+1,n+2,...,n+m}.

Oznacme
A=(AE), &= <0>
1
Plati
a’ =el™", p=n+1ln+2,...,n+m,
m ‘ n+m A
&p:ap:ZajpeJ: Z A pl? p=12,...,n,
i=1 j=n+1
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takze

A_
A—

n-+m

E ajnp—0= E :a]p,

j=n+1

f(o,b)zé(Z) (o, 1T<> Zb

Spolu s tlohou (15) budeme uvazovat rovnici

zZ—C

T

x = 0;

n—+m,

proménna z vyjadiuje hodnotu ticelové funkce ptivodni tilohy (6). Radek odpovidajici této
rovnici zapiSeme do simplexové tabulky resené tlohy. Budeme tedy upravovat tabulku

Z Wi T €2 T w1y w2 W,
w1 0 0 all a19 A1n 1 0 0 b1
w9 0 0 asy a9 aon 0 1 0 b2
Win, 0 0 Aml Am2 Amn. 0 0 1 b
z 0 1 —C1 —C9 —Cp, 0 0 0 0
m m m m
Zwi 1 0 Z ajl Z ajg Z ajn 0 0 0 Z bj
J=1 J=1 J=1 j=1

Pri apravach této simplexové tabulky vybirame klicovy fadek pouze z prvnich m radka ta-
bulky. Po nalezeni minima tcelové funkce pomocné tlohy pokracujeme s upravenou simple-
xovou tabulkou, ve které vynechdme posledni fadek a sloupce oznacené > w;, w1, wa, ... wy,.
simplexovou metodou. Klicovy

Tlustrace: Vyiesime tilohu 2.3.1 s vektorem ¢ = (1,2,3)7

prvek je oznacen zaramovanim.

Sw; oz x1 x2 w3 Wi wa
wy 0 0 1 1 1 01
wy 0 0 0| 2|-1 0 1|0
z 0 1 -1 -2 -3 0 0 |0
Sw; | 10 1 3 0 0 0|1
w 0 0 o3 ]1 —§]1
o o o o 1 -+ o 1|0
z 0 1 -1 0 -4 0 1 |0
Sw;, | 1 0 1 0 2 0 -3|1
3 o o 2 o 1 2 1,2
o o o ¢+ 1 o + 1|1
z o 1 2 o o % 1|8
Sw;| 1 0 0 0 0 -1 -1[0

—
(=]



Pomocna uloha tedy mé feseni w; = ws = 0. PocCatecni basické feseni ptvodni tlohy je
(0, %, %) Budeme pokracovat tpravou simplexové tabulky, kterda vznikne ze ziskané vysledné
tabulky vynechanim sloupcti oznacenych > w;, wi, we a fadku oznaceného > w;.

Z T1 X2 I3

T3 o\i[ 0o 1|21
[0 1 0 |31
z |1 2 0 o0 |8
|0 1 0 3 |1
2|0 0 1 —110

z 1 0 0 -5]1

Dostali jsme opét feseni (1,0, 0), za jeho indexovou basi tentokrat povazujeme mnozinu {1, 2}.

O

3 Linearni lomené a hyperbolické programovani

3.1 Motivacni uloha
3.1.1 Optimalni pomér zisku a nakladu

Uvazujme vyrobni problém 2.1.1. Vyroba kazdého z produktid mtze mit své ndklady. Oznacme
proto d; ndklady na vyrobu jednotkového mnozZstvi j-tého produktu. Celkové naklady na

produkci pak jsou
n
-
Z deCj =d x.
j=1

Hledame optimalni pomér ceny produkce a nakladt na ni pfi danych omezenich, tedy feSime

ulohu
-

x
x)=— —max, Ax<b, x>0.
fla) =S

3.2 Formulace uloh
Necht ¢,d € R", A € M(m,n), be R™, s€{0,1,2,...,n}, k€{0,1,2,...,m}. Polozme
P:Ri xR W ={xeR": 21 >0,29 >0,...,25 >0}

Uloha linedrniho lomeného programovdni je optimaliza¢ni tloha ve tvaru

f@) =2 ~min, zeX={zecP:(Azx),<b, i=12... .k
(A$)j:bj, j=k+1k+2,...,m}

Budeme predpokladat, ze funkce f je definovana pro kazdé pripustné x € X. To znamen4,
7e vyraz d'x neméni na pi{pustné mnoziné X znaménko. Bez Gjmy na obecnosti mizeme
predpokladat, 7e d'@ > 0 pro kazdé piipustné « € X.

17



Necht dale C' : X — R je spojita funkce. Uloha hyperbolického programovdni je optimali-
zacni tloha tvaru

C
flm) = d(f)emin, zeX—{zeP:(Az)<b,i=12. .k
i

(Asc)j:bj, i:kz—{—l,k—|—2,...,m}

3.3 Transformace alohy

Definujme zobrazeni h : X — R"*! takto

z = h(x); zj = (h(ar:))] dT proj=1,2,....n, zp41= (h(a:))nﬂzﬂ (16)
Pak plati
r;j>20=2;>0proj=12,...,n,
Zn+1>0
n T
d
d;z; d — =1,
T T 1
Zawzj—bznﬂ Zam J nH: Zawxj—b :?(Ax—b)i,
Tx d'x
Oznac¢me nyni
R:{zERnJrl: 2120,2220,---,2520,2n+1ZO},
~ A -b - C =~ T
A: = — “ee 1 . 1
<dT 0>7 C <0>7 b (0707 707 ) ( 7)

n krat
7 predchozich vypoctu plyne, Ze zobrazeni h zobrazuje pripustnou mnozinu X tlohy linear-
niho lomeného (hyperbolického) programovani na mnozinu
Z={2€R:(A2); <0, i=1,2,...,k,
(Az); =0, j=k+1,k+2,...,m, (18)
(Az)mH =1}

p>1}

Véta 8. Necht ve formulaci tulohy linedrniho lomeného programovdni je s = n, k = 0, tj.
pripustnd mnozina tulohy je X = {x € R?r : Ax = b}. Je-li mnozina X omezend, pak
zobrazeni h : X — R definované vztahy (16) je bijeket pripustné mnoZiny X na mnoZinu Z
definovanou vztahem (18). Inverzni zobrazeni h™' : Z — X je ddno vztahem

T
21 22 Zn >
)

, e
Zn+1 2n41 Zn+1

x=h"1(z)= < . xj = 4 (19)

18



Dtikaz: Snadno nahlédneme, 7e pro kazdy vektor Z € R"+1, ktery spliiuje rovnost

(3 3)e-0)

plati Z,41 # 0. V takovém pripadé totiz je

21
22
A =o0
Zn,
a z omezenosti mnoziny {x € R : Az = b} plyne z; = % = --- = %, = 0. Kdyby z,41 = 0,
pak by také (d,0)Z = 0 # 1, coz by byl spor. O

Dusledek: Necht jsou splnény predpoklady piedchozi véty, matice A a vektory l~), C jsou
dany vztahy (17) a zobrazeni h je definovano vztahy (16). Je-li z* feSenim tlohy linedrniho
programovani

é'z > min, Az= l~), z >0,
pak x* = h_l(z*) je TeSenim ulohy linedrniho lomeného programovani s hodnotami s = n,
k=0.

Dukaz: Tvrzeni plyne z vypoctu

n+1 n n

T
x; c'x
T2 = Zc]z] ZCJZJ + 0zpy1 = chzj = chdT = T2
=1 =1 =1 x z O
Priklad: .
1+
gamm, x1+3x9 =5, ©1 > 0,29 >0
2x1 + 22

V tomto piipadé je

takze
1
- ~ 1 3 =5 ~ 0
— 3 — . —
ness A= (009 e (1), 5o (0)
0
Resime tedy tilohu linedrniho programovani
z1 + zo — min, 214+ 329 — 523 =0,
221 + 29 =1,

21 2> 0,22 > 0,23> 0.
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Véta 9. Necht funkce C : X — R je konvexni a dvakrdt diferencovatelnd, funkce

C(x
(o) = S

je ticelovou funkei ulohy hyperbolického programovdni a zobrazeni h : X — R™ ! dané vzta-

hem (16) je prosté (takzZe existuje zobrazeni h~! k nému inverzni a je definovdno rovnostmi
(19)). Pak funkce g : h(X) — R definovand vztahem

o) = £ 2) = 2 (21 22 )

) by
Zn+1 Zn+1 Zn+1
je konvexnsi.

-
. , . ) _ 2 2 z
Duikaz: Bud z € R™! libovolny a = h™1(2) = < , e, > Pak
Zn+1 Zn+1 Zn+1
ox Opi ox z x .
LY _,d", Lo - dTexy, 4j=1,2,...,n.
92 Znia 0zny1 Zhi1 Zn+1

P1i vypoctu derivaci slozené funkce g budeme pro stru¢nost pouzivat oznaceni typu

SOTZ' (y)

. parcialni derivace funkce ¢ podle i-té proménné v bodé y,

gpﬁj (y) ... drubd parcidlni derivace funkce ¢ podle i-té a podle j-té proménné v bodé y,
¢ (y) . matice druhych parcidlnich derivaci funkce ¢ v bodé y
Dostavame
ag('z) / axf / .
aZi = Z”+1£210€($)8—Zi :C\z(m)’ 1= 152""5’”7
89( ) g /
D21 )+ 2 Z le 8z n+1 =C(z) - ZWCM@)
0%g(2) - Oxy
CIE N (x) 2t = dTxC] L j=1,2,...
8zi8zj ZZ: |z,€(m) azj \zg( )7 (2] ) 4y 5 Ty
829('2) " ax@ T - " T " .

(=1

azg(z) - Oy " 8:@
=z =2 Clg—— I )+
Oz 14 ; 0241 ; 0211 ZZ Mp 8z 1

n

Z$402($) — Z CE(CM +:UgZﬂ:pCMp
/=1

/=1

= dTmZZw 0p(T =dza'C"(x)x,

(=1 p=1
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tedy
noy C" (x) —C"(x)x
9 (z) - dTm (—LIZTC”(ZC) ZCTC”(.’B)LI}> :

Pro libovolny vektor (v,v,41) € R"*! plati

T n v _ 4T T C"(z) —C"(z)z v _
('U Un+1)g (Z) (Un+1> =dx ('U Un+1) <—LIZTC”(ZC) LIZTC”(ZC).’I: Vna1 =
C"(x)v — C"(x)(vp41)
_ 4T T n+1 _
=dx (U Un-i—l) <—LIITC”(ZC)’U—|—ZCTC”(.’II)(U,1+1:1:) =
=dz(v'C"(z)v — v C"(z)(vpr1%) — (Vns12) C"(2)v + (vps12) T C” () (Vpt1T)) =
=d"z(v'C"(z)v(v — vpy1T) — (Vny12) T C"(Z)(V — Vpr1T)) =
=d"z(v—v,12)"C"(x)(v — vy 1) >0,
nebot matice C”(x) je pozitivné semidefinitni. To znamen4, ze také matice g”(z) je pozitivné
semidefinitni a funkce g je na mnoziné h(X) konvexni. O
7 vét 8 a 9 dostavame
Dusledek: Necht mnozina X = {a: € Rﬁ Az = b}, je omezena, funkce C': X — R je

konvexni a dvakrat spojité diferencovatelna a h : X — R"*! je zobrazeni definované vztahy
(16). Pak tloha hyperbolického programovani

—min, Az =b, x>0 (20)

je ekvivalentni s lohou konvexniho programovani

o) = £ (01 —min, (7)== (9). 220 (21)

tj. * je FeSenim ulohy (20) pravé tehdy, kdyz z* = h(x™*) je FeSenim ulohy (21).

4 Separovatelné tlohy

4.1 Motivacni alohy
4.1.1 Modifikovany vyrobni problém

Ve vyrobnim problému 2.1.1 nebyl uplné realisticky predpoklad, Zze cena produktu nezavisi na
produkci. Zvétseni vyroby totiz znamené zvyseni nabidky a nasledny pokles ceny. V modelu
tedy budeme ptedpokladat, ze cena c¢;(x;) jednotkového mnozstvi i-tého produktu je klesa-
jici funkci celkového vyrobeného mnozstvi. Za tohoto predpokladu vede hledani vyrobniho
programu maximalizujiciho cenu produkce na feseni tlohy

flx) = lecz(azz) — max
i=1

pri omezenich
Ax <b, x>0.
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Pokud cena klesa s rostouci produkci linearné, tj.

1
ci(z;) = P; (1 - f$i> ;
K3

kde Py, L;, 1 = 1,2,...,n jsou kladné konstanty, dostaneme tilohu kvadratického programo-

vani
n
Pz‘O 2
E Pyyx; — L_x’ — max;
i=1 g

o « JDiO 2 . P PR P . «
zejména vSechny funkce c;(z;) = Pjz; — 7. Ti Jsou konvexni. Reseni mé smysl uvazovat
7

pouze pro0 < uz; < L;; 1 =1,2,...,n.

4.1.2 Problém pevnych nakladu

U modifikovaného vyrobnim problému 4.1.1 budeme dale predpokladat, ze s vyrobou i-tého
produktu jsou spojeny fixni naklady p; > 0. Cisty zisk za i-ty vyrobek vyprodukovany v mnoz-
stvi z; tedy bude dan nespojitou funkci

0, z; =0,
filwi) = '
zici(x;) — pi, x> 0.
Hledani optiméalniho vyrobniho programu, tj. takového, ktery maximalizuje celkovy Cisty zisk,
je FeSenim ulohy
n
Z fi(z;) — max
i=1

pfi omezenich
Ax <b, x>0.

4.1.3 Optimalizace uzitku

Uvazujme i druhii zbozi (muze jit o néjaké vyrobky, sluzby, kulturni statky a podobné). Cena
jednotkového mmnozstvi zbozi i-tého druhu je a;, spotiebitel ma k dispozici ¢astku b a chce
maximalizovat sviij uzitek z ndkupu.

Necht -ty druh zbozi je v ,portfoliu“ v mnozstvi z;. Celkovy uzitek oznacime

U(zy,x2,...,2y) = Ul(x).

Funkce uzitku U je definovana na R}, je nezdporna a je rozumné o ni piedpokladat, ze ma
nasledujici vlastnosti:

e Funkce U je homogenni prvniho fadu, tj. pro kazdé o € R plati
U(yx) = yU(x) neboli U(yz1,vxa, ..., y&n) = YU (21,22, ..., 2p).

(Zhruba feceno, pokud spottebitel bude mit kazdého z druht zbozi dvojnésobek, zdvoj-
nasobi se i jeho uzitek.) Dusledkem homogenity je vlastnost U(o) = 0. (Neni-li zadné
zbozi, neni ani uzitek.)
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e Prokazdéi € {1,2,...,n} je funkce U(x1,x2,...,Ti-1, * Tit1, Tit2,--.,Ty) neklesajici,
tj. funkce uzitku je neklesajici v kazdé z proménnych. (S rostoucim mnozstvim zbozi
jeho uzitek neklesa.)

e Pro kazdé i € {1,2,...,n} je funkce U(x1,2,...,2i—1, -, Tit1, Tit2,- - -, Tpn) konkavni.
(Zhruba feceno, pti nadbytku néjakého zbozi jeho uzitecnost s rostoucim mnozstvim
prili§ neroste. Pokud néjaké zbozi chybi, s jeho objevenim velice vzroste uzitek.)

Casto pouzivanou funkci uzitku je funkce Cobbova-Douglasova

U(xy,z9,...,2,) = B:Uflng eghn

n

kde B >0, 51 > 0,02 > 0,...,8, >0, > 3; = 1. Maximalizovat uzitek vyjadfeny touto
i=1

funkci znamena fesit tlohu

Bzl .. g max,

pri omezeni
a'x <b, x>0.

Tato tloha je ekvivalentni s tilohou

n
Zﬁi In(z;) —» max, a'xz<b, x>0.
i=1

4.2 Aproximace separovatelné ulohy ulohou linearniho programovani

Necht K; g, L; jsou realnd ¢isla takova, ze K;o < L; pro i =1,2,...,n a necht funkce f;, g;;
jsou definovéany a spojité na intervalu [K; o, L;], i = 1,2,...,n, j = 1,2...,m. Resime tlohu

f() =" fi(x:;) — min (22)
i=1
pfi omezenich

n
xeX = {$ S [KI,O,LI] X [K270,L2] X e X [Kn,OaLn] : Zgw(:ﬂl) S 0,] = 1,2,. .. ,m}
i=1
(23)
Ponévadz pripustnd mnozina je kompaktni, ma tato tloha feseni.
Kazdy z intervalt [Kj o, L;] rozdélime p; délicimi body K; 1, Kj 9, ..., K;,, na p; + 1 sub-
interval. Pii oznaceni K, 11 = L; tedy mame

Kig< Kin < Kijp < <Kijp <Kipy1= 1L,

viz obr. 1. Polozme

_ SilEie) — fi(Kiy)

850 , i=1,2,....n, £=0.1,2,....p

‘ Kip1— Ky ’

rijg:g”( ir+1) = 94 “), i=1,2,...n, j=1,2....m, £=0,1,2, ... pi;
Kip1— Ky
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K@Q Ki,l Ki,2 .
Obréazek 1: Déleni pripustného defini¢niho intervalu funkce f;. PovSimnéme si, ze graf funkce

fi na subintervalu [K; 4, K; q41] téméf splyva s jeji linearni aproximaxi.

veli¢ina s;, aproximuje derivaci funkce f; na intervalu [K; ¢, K; s41], veli¢ina r;;, aproximuje
derivaci funkce g;; na stejném intervalu.
Necht z; € [K; 4, K 4+1) pro néjaké ¢ € {1,2,...,p;}. Zavedeme proménné

Ki,f—}—l_Ki,fa gzO,L"'aq_l’

xil = Tq — Kiv(I’ = q,
07 €:q+17q+277pl
Pak
q q—1
Filws) = fiKig) + sigwi = Kig) = Y fi(Kie) = ) FilKig) + sigitig =
(=0 =0
q—1 g—1
= [i(Ki0) + Y (filKigs1) = [i(Kip)) + sigtig = fiKi0) + Y sioiy + SigTig =
£=0 =0
q Pi
= [i(Kio) + Y sumie = fi(Kio) + Y suTis
£=0 =0
a podobné
Pi
9ij = 9i5(Kio) + Z T30 0
(=0

Ulohu (22), (23) tedy mtizeme aproximovat tilohou

n Pi
Z (fi(Kz}O) + Z Sz'lxi,l) — min

i=1 =0

pri omezenich

n pi
Z <9ij(Kz‘,0) + Zﬁjﬂi,l) <0, j=12....m,

i=1 /=0

ngi,ZSKi,f+1_Ki,é7 Z‘:1727"'7”7 62071727"'7]%7
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nebo ekvivalentné
n

Pi
Z Z 8173 — min
i=1 (=0

n
Zrlﬂxlf< ng zO 7=12....m,
i=1 (=0
0< 20 < Kjp11— Ky, i=1,2,...,n, £=0,1,2,...,p;

To je tloha linearniho programovani, kterou lze zapsat ve tvaru

c'y —min, Ay<b, y>0,
kde
C = (8117 5125+ 731p17 591,522, ... ,82p2, ey Sn1ySn2y .- ,Snp")T,
Yy = ('rl,la L1255 XL p15L21,L225---3L2pys---3Tn1,Tn,2,--- axn,pn)T,
r111 T112 T11py T211 212 T21ps Tnl1 T'n12 Tnipy,
121 122 T12p1 T221 222 T22p2 T'n21 T'n22 /rnQpn
Ttm1l T1im2 Timpy 7T2ml1  T2m2 T2mps Tnml Tnm?2 Tnmpn
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
A — 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
( Zgzl ZO 2912 ZO Zgzm zO
Kl,l — KLO?KLQ — K171, .. 7K1,p1 — Kl,p1—17 Ly — Kl,pp ...

T
o Kng = Kno, Kpo—Kpa, .o Ky p, — Kpp,—1,Lyn — K17pn> .
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Véta 10. Necht jsou vSechny funkce f;, gij, i =1,2,...,n, j =1,2,...,m spojité a konveznt.
): (

Pak existuje tesent aprozimujici ulohy (24), (25), (26) takové, Ze

Tig >0 = (Vf S {0, 1,2,...,q— 1}) Tip = Ki,€+1 - Kﬁg.
Dukaz: Z podminek
0 < Ti1 < Ki,€+1 _Ki.ga 1= 1,2,...,71, £:071727"'7pi

plyne, ze pFipustnd mnozina tlohy (24), (25), (26) je kompaktni a tedy Ze FeSeni existuje.
Predpokladejme, ze existuje feSeni y = (Z1,1,Z1,2,...,Tnyp,) takové, ze existuji ig, q1, g2,
pro néz
71 <Gq2aTigg >0, Tigg < Kig.grt1 — Kigqn- (27)
Pak
0 = min{Zi; g5, Kig.q1+1 — Kio,q1 — Tig,qn } > 0.

Ponévadz vSechny funkce f;, g;; jsou konvexni, plati

Tigjqr — Tiojgz < 05 Siggs — Sig,qn = 0- (28)
Polozme dale
Z; j, i # ig nebo j # q1,j # q2,
jﬁj = jio,q1 +Qa Z:ZOaJ = {41,

Tiggy = 05 1 =10,] = G2,
tj. slozku Z;, 4, zvétsime o p, slozku Z;, 4, 0 ¢ zmensime. Podle definice ¢isla o je
0 < ZTigg1 < Kigqit1 = Kiggy & 0= Tig g < Tig 00 < Kig,got1 — Kig g

nebot z;, 4, je soufadnice pfipustného bodu. Podle prvni z nerovnosti (28) dale plati

n  p1
=1 [=0
n Y23
- Z Z Tz]ﬁxzﬁ + Z T’Lojfxlof + TZO]lelO q1 + TZO]QQ':ClO q2 —
=1 =
i#io q1 ##@ a ##qz
n Di
= § : Z TijeZie + E : TigjtTiot + Tigjqr (Tig,qn + 0) + Tigjge (Tig,gn — 0) =
i=1 =0
1#£10 q1 A0F#q2 Q17£€7£QQ
n
- Z Z rijeZil + 0(Tigjqr — Tiojgs) < Z 95 (0) + 0(Tigjqr — Tioja) < — Z 9:5(0)
=1 [=0 =1

takze ¥y = (Z11,%12,-..,%nyp,) je piipustnym bodem tlohy (24), (25), (26). Podle druhé
z nerovnosti (28) dostaneme

Di
Z Z szﬁ = Z Z SiTie + Z SigtTioe + Siomjio,m + 5i0Q2ji07Q2 =
i=1 £=0 =1 = =0
i#i0 q1 7’557’5@ QG #ALFG2
n Di n o pi
= Z Z 5uTip — 0(Siogs — Sioqr) < Z Z SiTqp-
i=1 £=0 =1 £=0
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V posledni neostré nerovnosti musi nastat rovnost, nebot v opa¢ném piipadé by v pfipustném
bodé g byla hodnota ti¢elové funkce mensi nez v bodé y a to by bylo ve sporu s tim, ze y je
fesenim tlohy. To znamend, Ze jsme nasli jiné FeSeni g ulohy (24), (25), (26), které jiz nema
nezadouci vlastnost (27). O

4.3 ReSeni metodami dynamického programovani
Resime tlohu (22) pii omezen{

mEX:{mER:i:x1+x2+---+xn:b}. (29)
Minimum budeme postupné hledat tak, ze zvolime hodnotu posledni proménné, s touto zvole-

nou hodnotou minimalizujeme prvnich n—1 s¢itanct v separovatelné ucelové funkci a nakonec
optimalizujeme volbu posledni proménné, tj. hleddme minimum funkce f,,. Hledame tedy

min{f(z): € X} =

n—1 n—1
min{fn(xn)erin{Zfi(xi): 1 >0, .., 201 20,2:&- bzn} :0<x, Sb}.
i=1

i=1

Pokud oznacime
F(n,b) =min{f(x): 1 > 0,29 >0,...,2, > 0,21 +x2---+ 2, =b} a b, =0,
miizeme predchozi rovnost prepsat ve tvaru
F(n,b,) =min{f,(z,) + F(n —1,b, —x,): 0 <z, <b}.
Oznac¢me Z, bod, v némz se realizuje minimum, tj. bod, pro néjz plati
F(n,by) = fn(@n) + F(n—1,b, — Tp).
Polozme déle b,,_1 = b,, — Z,,. Pak
n—1
F(n—1,b,_1) = min{Zfi(xi) sy > 0,20 >0,. .., 21 > 0,21 + T2+ Ty = bn_l} =
i=1

= min {fn—1($n—1) +

+ mln{nZZfZ(xz) w1 >0, ., 201 > O,foi =byp_1— xnl} :0< 2,1 < bnl} =
i=1 i=1
=min{fr—1(@p_1)+ Fn—2,bp1 —2p_1): 0<2p_1 <bp_1}.
Oznac¢me opét Z,,—1 bod, v némz se minimum realizuje, tj. bod, pro néjz plati
Fn—1,bp—1) = fn1(@n-1) + F(n—2,bp-1 —Tp-1) = fn-1(@n-1)+ F(n —2,b— T, — Tp—1).

Tak mutZzeme postupovat dale. Obecné dostaneme

F(k‘,bk) :min{fk(:vk)+F(k_1,bk _xk): 0<ux,< bk} _
= fu(@) + Fk—1,b— T — Tp_q — -+ — Tp).-
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Postupné dojdeme az k rovnosti
F(1,b1) =min{fi(z1): 0 <21 < b},
takze F'(1,b1) = f1(Z1), pfiemz
T1=b—Tp —Tp_1— -+ —Tg =Dy, (30)
tedy F'(1,b1) = f1(b1). Tuto hodnotu dosadime do ptredchoziho vztahu, tj.
F(2,b2) = min { fa(w2) + f1(b1) : 0 < wa < ba}

a vyjadiime Ty v zavislosti na by. Tak postupujeme déale az k vyjadfeni ,, v zavislosti na
b, = b, tedy hodnotu z,, jiz vypocitame. Pomoci ni vypocitame Z, 1 = Z,—1(b,—1) atd. Tak
postupujeme az k Zs. Hodnotu Z; nakonec vypocitame z rovnosti (30).

Celkem uvedenym postupem provadime n — 1 minimalizaci funkci jedné proménné.

Priklad: CC% + 256% + x% — min, 2x1 +x2 +x3 = 10, 1 > 0,29 > 0,23 > 0.
Polozime y; = 2x1, ys = T3, y3 = x3 a Fesime tlohu
1 .
SV 205 +uf - min, y1+yatys =10, 512 0,4 2 0,45 2 0,

ktera je ekvivalentni s tlohou ptvodni. Mame

1
F(l,bl) = Zb%’

F(2,b) =min {2y5 + F(1,by —y2): 0< yp < b} =
1
— min{2y§ + 1(52 —12)? 1 0< g < bz} =
2

(9, 1 1, 2
= —y5 — =b -b5:0< <byp=-=b
m1n{4y2 5 2y2+4 2 Sy < 2} 92

1
g2:§b25
F(3,b3) =min {y5 + F(2,bs —y3): 0<y3 < by} =
. 2
:mln{y§+§(b3 —y3)2: 0<ys< 63} =

. 11 4 2 2
= min {gyg - §b3y3 + §b§ :0<ys < b3} = ﬁbg,

2 2 20
o — — = — . 1 = —
U=l = 0=
takze 1 . 10
Uo = —b = — ]_ — = —
b2 = g2 9( 0—173) T

10— e — 7 — 10 O 2080

y1=10—73 — 92 1 1111

Navratem k ptvodnim proménnym dostaneme feseni zadané tlohy
40 10 20 . 200

$T2ﬁ7 m§:ﬁ7 m§:ﬁ7 f(xiaw%x;))zf
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