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Kapitola 1

Plosny integral

1.1 Plochy v prostoru
Plochou S v prostoru budeme rozumeét graf funkce
S:z = f(z,y), [z,y] €D,

kde f(x,y) je spojitd funkce, kterd mé spojité parcidlni derivace prvniho fadu. Takovymto
plochdm budeme tikat hladké.

Normalovy vektor Mame-li rovnici roviny g: ax +by+cz+d = 0, pak jeji normélovy vektor
je i = (a, b, c). Piipomenme, ze te¢na rovina k plose S v bodeé [z, yo] m4 rovnici

z = f(@o,v0) + [0, y0)(x — z0) + fy(z0, Y0) (Y — Yo)-

Odtud vidime, ze te¢nd rovina mé normélovy vektor i = (fy, f,, —1) nebo i = (—f,, —f,, 1).

Pro velikost tohoto vektoru plati |7i| = \/f2 + fZ 4 1.

Velikost plochy Pro obsah m(S) plochy plati nasledujici vztah

m(s) = [[ 1+ 2+ ) dedy

Piiklad 1.1. Vypoététe obsah povrchu parabolické plochy z = 2% 4 2, kde 0 < z < 9.
Reseni. Mame
flay)=2+y*  folzy) =22, fyle,y) =2y,  dS=/1+4a? +4dy?dady.

a odtud

m(S) = //D V14 42? 4 4y? dzdy.



2 Plosny integral

Rovina z = 9 protind paraboloid v kruznici 22 + y? = 9. Proto dané plocha lezf nad oblast{ D,
kterd je kruhem se stfedem v pocdtku a polomérem r = 3 a pro vypocet vyuzijeme s vyhodu
polarnich souradnic

2m 3
// \/1+4x2+4y2dxdy:/ dap-/ rV1+4r2dr = |1+ 4r° =t =
D 0 0

37
1 [ | V3 T
s 1 Vitdt 4[ il 6(\/37 )

A

Orientace plochy Orientaci plochy v daném bodé definujeme volbou sméru vektoru normaly
n takto:

a) svira—li 7 ostry uhel s kladnym smérem osy z, iikdme, Ze plocha je orientovdna nahoru a

ﬁ = (_f:c> _fya 1)7
b) svirda—li 7 tupy thel s kladnym smérem osy z, iikdme, ze plocha je orientovana dolu a 7 =
(fwv fy> _1)7

c) pokud je vektor 7 kolmy na osu z, pak 7 = (fs, f,,0) a plocha je rovnobéznd s rovinou xy.

1.2 Plosny integral prvniho druhu

Jedna se o analogii kiivkového integralu prvniho druhu, tedy o integral ze skalarni funkce ptes
plochu S.

Definice 1.2. Necht S je hladkd plocha, kterd je grafem funkce z = f(z,y) definované na
mnoziné D a necht F(z,y, z) je funkce spojitd na ploge S. Plognym integrdlem prvniho druhu

rozumime
//S F(x,y,2)dS = //D F(x,y,f(x,y))\/mdxdy.

V piipadé, ze funkce F(x,y,z) = 1 udava dany integral obsah m(S) plochy S. Fyzikalni
interpretace opét zavisi na vyznamu funkce F(z,y, z). Piikladem aplikace je napiiklad urcent
hmotnosti M plochy S, jestlize zname hustotu p(x,y, z) v libovolném bodé (z,y, z) plochy. Ze
vzorce

M .
) ti.  M=om(S),

M=//Sp(l’,y,Z)dSZ//D@(ﬂf,y,f(w,y))\/l+f£+f§dxdy.

Piiklad 1.3. Vypoctéete integrdl [y zyzdsS, kde S je éast roviny 4+ y 4+ 2z = 1 v 1. oktantu
(tedy proxz >0,y >0az>0).

dostavame
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Resend. Nejprve vyjadifme plochu S:
z=1—z—y, kde 0<2z<1, 0<y<1—u.

Plati

folz,y) = —1, fy(z,y) = -1, ds = \/1 —1)2dzdy = V3 dady.

Dostavame tak

:ﬁ/ox{y__x_f_y_}: dx_f/ (1= 2y da :...:ﬁ.

A

Priklad 1.4. Vypoctéte hmotnost kuzelové plochy S : z = (/22 + 42, 0 < 2z < 2, je-li hustota
plochy p konstantni.

Regend. Plati

— x — 7?/
f(E_ \/m? fy \/m?

. . .T2 y2
Syt = 1+x2+y2+x2+y2:\/§'

Pro hmotnost tak dostavame

M://Sp(x,y,z)dS://D,O\/idxdy:\@p//l)dxdyzél\@wp.

Pti vypoctu jsme uzili skutecnosti, ze posledni integral vyjadiuje obsah oblasti D, tedy kruhu
o poloméru 2. A

odtud

1.3 Ploény integrél druhého druhu

VVVVVV

orientovanou plochou, provedeme vyklad tohoto mtegralu na vypoctu této veliciny.

Pritom si predstavime, ze ¢ast prostoru je vyplnéna nestlacitelnou proudici kapalinou, pii-
¢emz rychlost kazdé céastice je urcena jen jeji polohou a nezavisi na c¢ase. Pole rychlosti to-
hoto proudéni je popséno vektorovou funkef ﬁ(m,y,z) = (P(z,y,2),Q(z,y,2), R(x,y, z)). Ve
zkoumané ¢asti prostoru se nachézi orientovand plocha S. Chceme zjistit, jaké mnozstvi tekutiny
protece plochou za jednotku ¢asu ve sméru jeji orientace, tj. na tu stranu plochy, kam sméiuji
jeji normalové vektory urcujici orientaci. I v tomto pripadé budeme uvazovat plochu, kterd je
grafem funkce z = f(z,y) na néjaké oblasti D.



4 Plosny integral

Definice 1.5. Necht S je hladk4 plocha orientovand tak, Ze normélové vektory ,,sméiuji na-
horu“, tj. sviraji s kladnym smérem osy z ostry thel, pak plosnym integrdlem druhého druhu

rozumime
// (z,y,2)-dS = // (z,y,2) - 7i(x,y, 2)dS,

kde 7 je jednotkovy normalovy vektor plochy S

= _fz _fy 1
VIFR+ VIR VI R+T)

V prtipadé, zZe je plocha S orientovana tak, ze normalové vektory , sméfuji dolu*, tj. sviraji
s kladnym smérem osy z tupy thel, pak normélovy vektor plochy S vezmeme

= fm fy —1
VIFRA VTR VI E+R

Vezmeme-li vektorovou funkei F' ve tvaru ﬁ(x,y, z) = (P(x,y,2),Q(z,y,2), R(x,y, 2)), do-
staneme z predchozi definice pro plochu orientovanou vzhuru:

[ as-

B _fm _fy 1 =
_//5(P(x,y,z%@@«“vfyvz)’R(x’y’ 2 <\/1+f2+f2’¢1+f2+f2’\/1+f2+f2> e

(—fo =y 1) 2 2 _
ZKé@@wJ@wWQ@&f@w%M%%ﬂ%wﬂ;ﬁfﬁfﬁMLh&+@®®—
= [ (P £, Qv £ ) Bl ws) - (<o =Fy 1) .
Odtud

ff s as-

/V Py, f(e.0) folasy) — Qs y, S ) ol 9) + Rz, y, f(2,y)] dedy.

Pro plochu orientovanou doli, dostaneme ve vysledném vzorci opacné znaménko, ale tvar
zustane nezmeéneén.

Specialni piipady plosného integralu 2. druhu jsou:
a) Vektorové pole F = (0,0, R(z,y)) a S: z = f(x,y), pro (z,y) € D. Pro tok T plati

= [[ Fr a8 = = [ (0.0 R, Fe) - (Lol = ). 1) do



1.3 Plosny integral druhého druhu 5

A odtud
/ R(z,y, f(x,y)) dzdy,

jestlize normala plochy ,, mi¥i nahoru® (svira ostry thel s kladnym smérem osy z), nebo

_ / /D R(z,y. f(x,y)) dady,

jestlize normadla plochy ,,mifi dolu* (svird tupy thel s kladnym smérem osy z).
b) Vektorové pole F' = (P(z,y, z), Q(x,y, 2),0) a z = konst. V tomto piipadé 77 = (0,0,£1) a

//S ﬁ(m,y,z) .dS = //D(P(x,y,z),Q(x,y,z),O) (0,0, £1) dzdy = 0.

Priiklad 1.6. Vypoctéte tok vektorového pole 13(33, y,z) = (0,0, 2) plochou S, ktera je oriento-
vana tak, ze normalové vektory sviraji s kladnym smérem osy z ostry tihel nebo pravy thel.

Resend. a) S:z=2—y,kde0<x<4,y>0az>0.
Plati 7 = (—fz, —fy, 1) = (0,1,1). Dostdvame

://Sﬁ-dgz//D(o,o,z)-(0,1,1)dxdy:2//Ddxdy:16.

Vysledek dvojného integralu jsme ziskali ivahou, protoze se jednd o obsah plochy D, kterou
je obdélnik o stranach 4 a 2 délkové jednotky. Tok plochou je tedy 16 jednotek toku.

b) S :z=y4—-y2,0<x<4,y>0,2>0.
I v tomto ptipadé sviraji normélové vektory plochy ostry thel s kladnym smérem osy z a
plati 7 = (—fz, — fy, 1) = (O, #, 1). Dostéavame

7= [[Fas= [[ 002 0.2 a2 [[ w16

Také v tomto piipadé je oblast D stejny obdélnik jako v ¢asti a). Tok plochou je tedy opét
16 jednotek toku.

c) S je valcovd plocha 22 +y? =4,y > 0,0 < 2 < 2.
V tomto pripadé jsou normalové vektory kolmé na kladny smér osy z, a tedy také na vektor
F =(0,0,2) V kazdém bodé vélcové plochy plati

—

F-n=0.

Tok vektorového pole plochou je tedy v tomto pripadé roven nule.
A

Priklad 1.7. Vypoctéte tok vektorového pole F = (2, —1,1) kuzelovou plochou z = 24/22 + y2,
0 < z < 4, kterd je orientovana tak, ze jeji normalové vektory sviraji s kladnym smérem osy z
tupy uhel.
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Reseni. Plati

odtud

Pro tok T pak dostavame

S 2x 2y
= F.dsz// 2,—1,1)- , ,—1 ) dedy =
//5 A ) <\/€62+y2 V2 + 2 )

Ar 2y x—2y
= — drdy = // dxdy—// dz dy.
//D <\/x2—|—y2 Va2 +y? ) vVt +y? D

Ziskany dvojny integrél jsme rozdeélili na dva integraly pouze z duvodu vypocétu. Prvni integral
vypocCteme transformaci do polarnich soutadnic, ve kterych je oblast D urcena nerovnicemi
0<0<2a0<p< 27 Dostavame

4 — 2p5i
dxdy— dg 0Ccosp —2ps8in g odyp =
2 2
D v/ 2? + y? \/QQCos2<p+Q2sm ")
2
:/ ng-/ (4dcosp —2sinp) dp =
0 0

272
= [%] [4sin g +2cos o™ = 0.
0

Druhy integral, pokud neuvazujeme znaménko, vyjadiuje obsah kruhu, jehoz polomér je 2. Mame

tedy
— / / dedy = —4n
D

Celkovy tok T pres plochu S je roven —47 jednotek toku. A

1.4 Gauss-Ostrogardského véta

Véta 1.8. Nechf F = (P,Q, R) je vektorovd funkce definovand na oblasti 2 C R3 a G C Q
je uzavrend ohranicend oblast, jejiz hranici je uzavrend plocha S orientovand podle vnéjsich

normdl. Necht P, Q, R, P,, Q, a R, jsou na Q spojité. Pak plati

//Sﬁ.dgz/G//divﬁdxdydz:/G//(PerQerRz) dz dy de.
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Vypocet toku vektoru pres uzavienou plochu tedy prevddime na trojny integral pies vnitiek
této plochy.

Interpretujeme-li plosny integral jako tok 7" vektorového pole uzavienou plochou, pak T =
Ty —T,, kde T} je mnozstvi tekutiny, které z G vytece za jednotku casu, a T5 je mnozstvi tekutiny,
které do G za stejny cCas pritece.

Je-li T' = 0, pak z oblasti vytéka pravé tolik tekutiny, kolik do ni vtéka.

Je-li T' > 0, pak z oblasti vytéka za jednotku casu vice tekutiny, nez kolik do ni vtéka. Da
se to vysvetlit tak, ze uvnitt oblasti G se nachézeji tzv. zridla, tj. body, ve kterych néjakym
zpusobem pfiibyva tekutiny.

Kdyz T < 0, pak z oblasti vytékd méné tekutiny, nez kolik do ni vtéka. To se da vysveétlit
tim, ze v oblasti se nachazi tzv. nory, ve kterych se tekutina ztraci.

Piiklad 1.9. Vypoctete tok T' = [ F-dS, kde F(P,Q,R) = (y2, 22, 22), pfes povrch krychle
—1<z<1,-1<y<1la-—-1<z<1 orientovany tak, ze normala miii zvnitiku ven.

Resend. Jsou splnény predpoklady Gaussovy-Ostrogradského véty. Pritom
divF =P, +Q, + R, = 0.

T://ﬁ-dﬁ:///divﬁdxdydzzo
S
G

Plati tedy

Cviceni

1. Pomoci plogného integralu spoctéte obsah plochy S, kterd je grafem funkce z = /22 + y2 na
oblasti D: 2 + 3% < 4.

2. Vypoctéte obsah ¢asti plochy z = %(xQ + y?) lezici uvniti valcové plochy 2 + y? = 1.
3. Vypoctéte integral [[o(2z+ 3y + 2) dS, kde S je ¢ast roviny v 1. oktantu.

4. Vypoctéte tok vektorového pole F' = (0;0; 1) plochou S: z = /1 —y?, kde 0 <2z <4,y > 0,
z > 0, a ktera je orientovana tak, ze normalovy vektor svira s osou z ostry tuhel.

5. Vypoctéte tok vektorového pole F = (x,y, z) orientovanou plochou S, kterou je ¢ast roviny
5+ 4+ % =1v loktantu a jejiz normélové vektory sviraji s osou z ostry thel.

6. Vypoététe tok vektorového pole F = (x,y, z) orientovanou plochou S, kterou je kulové plocha
22+ y?+ 22 =9, 2 >0, jejiz normalové vektory sviraji s osou z ostry thel.

Vysledky:
1 4nv2 2. 27(2v2-1) 3.4V61 4.4 5.12 6. 54r



Kapitola 2

Diferencialni operatory matematické
fyziky

Do ted jsme se setkdvali hlavné s tzv. skaldry, tj. funkcemi, které urcovali pouze velikost néjaké
veliciny. V této ¢ésti se seznamime s vektorovou funkei, ktera kromé informaci o velikosti, posky-
tuje i informaci o sméru pusobeni néjaké veliciny.

Definice 2.1. Necht D je oteviend mnozina v R? a necht P(x,y), Q(z,y) jsou funkce defino-
vané v D. Pak tato dvojice definuje vektorovou funkci F(x,y). Mnozina D spolu s funkei F' se
nazyva vektorové pole.

Funkee F je tak dvouslozkovy vektor, ktery mizeme napsat pomoci funkef P(z,y), Q(x,y),
které nazyvame slozky vektorové funkce:

F(x,y) = P(a,y)i + Q(x,y)] = (P(z,y), Q(z,y)),

kde i = (1,0), 7 = (0,1) jsou jednotkové vektory ve sméru souradnych os.
Nejjednodussi zpusob jak si dané pole predstavit, je v nékolika bodech nakreslit Sipky repre-
zentujici vektor F(x,y), ktery za¢ind v bodé (z,y).

Piiklad 2.2. Pomoci nakresleni nékolika vektoru popiste vektorové pole definované funkei

—

F(xvy) = <—y,l’>.

Reseni. Protoze napiiklad F(1,0) = (0,1), nakreslime vektor j = (0, 1) za¢inajici v bodeé [1,0].
Podobné napiiklad F'(2,2) = (—2,2), proto v bodé [2,2] nakreslime vektor (—2,2). Stejnym
zpusobem vybereme i dalsi reprezentanty a nakreslime ptislusné vektory. A

Podobné muzeme definovat vektorovou funkci F(x,vy,2) na mnoziné V C R?. Bude pak
F(x,y,2) = P(x,y,2)i + Q(x,y, 2)j + R(x,y, 2)k

tiislozkova funkce, kterd bude bodum v prostoru prifazovat vektory v prostoru. Vektorova pole
v prostoru pak muzeme reprezentovat analogicky jako vektorova pole v roviné.
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Obrazek 2.1: Piiklady vektorovych poli

Obrazek 2.2: Piiklady vektorovych poli

Piiklad 2.3. Newtonuv gravita¢ni zdkon tika, ze velikost gravitacni sily mezi dvéma télesy
s hmotnostmi my a my je ddna vztahem

kde r je vzdéalenost mezi télesy a k je gravita¢ni konstanta. Popiste prislusné vektorové pole.

Reseni. Umistéme jedno z téles do pocatku soustavy soufadnic a oznaéme polohovy vektor
druhého télesa & = (x,y, z). Potom vzdalenost r je rovna velikosti tohoto vektoru, tj. r = |Z|.
Gravitacni sila vztazena k druhému télesu sméfuje do pocatku a jednotkovy vektor v tomto
smeéru je
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Obrazek 2.3: Gravitacni silové pole

Dostaneme tak gravitacni silu, kterd pusobi na téleso v & = (x,y, z) ddnu vztahem

B mims
F(Z)=—k EE

Dostavame tak priklad vektorového pole, které se nazyva gravitacni silové pole. Pomoci slozek
muzeme predchazejici rovnici zapsat ve tvaru

—Tmyms

(22 +y? + 22)
kde y/x? + y? + 22 je velikost vektoru 7. A

Gradient funkce V kapitole o diferencialnim poctu jsme se setkali s pojmem gradient funkce
f, ktery byl definovan pro funkci dvou proménnych

gra’df(xvy) = <fr($,y), fy(x7y>>7

piipadné pro funkci tii proménnych

gradf(x,y,z) = (fm(x,y, Z)7 fy(l’,y,Z), fz(xvyv Z>>

Gradient funkce je tak piikladem vektorového pole. Toto pole v kazdém bodé ukazuje smér
nejvetsiho rustu funkee. Ve fyzice se vektorové pole F', které je gradientem néjaké skalarni funkce
f (tj. F = gradf), nazyva konzervativni vektorové pole a danou funkei f nazyvame potencidlovou

F(l’,y,z):l'i 3;—’_%
2

funkei (potenciglem) pole F

Priklad 2.4. Najdéte gradientové vektorové pole funkce f(z,y) = 2%y — 3.

Reseni. Vzhledem k tomu, ze gradf je dan vztahem

gradf(x,y) - <fr($,y), fy(x7y>>
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Obrézek 2.4: Gradient a vrstevnice

dostavame
gradf(z,y) = (2zy,2* — 3y°).

Na obrazku 2.4 je prislusné pole spolecné s vrstevnicemi. Muzeme si povSimnout, ze vektory
gradientu jsou kolmé na vrstevnice a vétsi ¢im jsou vrstevnice blize. Pro¢ je tomu tak? A

Na vektorovych polich muzeme definovat dvé operace, které nam umozni popis jejich chovani.
Jde o divergenci a rotaci vektorového pole.

Divergence Jestlize F=Pi+ QJ + Rk je vektorové pole na R? a existuji parcidlni derivace
P,, Q,, R, pak divergenci vektorového pole F' rozumime funkci

diVﬁ(x7 y? Z) = Px(x7 y7 Z) + Qy(x7 y? Z) + Rz(x7 y? Z)'

Vsimnéme si, ze divergence je skalarni velicina, jeji vyznam muzeme vysvétlit naptiklad takto.
Popisuje-li F rychlost proudéni kapaliny nebo plynu, pak divF popisuje miru zmény mnozstvi
této kapaliny (plynu), kterd proudi z bodu [z,y, z]. Jinymi slovy, divergence méii schopnost
kapaliny divergovat (,,rozbihat se*) z bodu [z, y, z|. Je-li v néjakém bodé P divF(P) > 0, fikdme
bodu P zdroj nebo ziidlo (napfiklad bod [0,0,0] v 2.2¢), v opa¢ném piipad, tj. divF(P) < 0,
ifkdme, Ze bod je propad nebo vypust (naptiklad bod [0,0,0] v 2.3).

Rotace Jestlize F = Pi+ Qj+ Rk je vektorové pole na R3 a existujf véechny parcidln{ derivace
1. tadu, které jsou navic spojité, pak rotaci vektorového pole F' rozumime funkci

rotﬁ(x,y, Z) - <Ry(x,y,z) - Qz(xvyv Z)? Pz(xvyv Z) - Rw(x7y7z)7 Qm(l’,y,Z) - Py(x,y,z)).

Na rozdil od divergence je rotace vektorové funkce opét vektorova funkce, jeji vyznam je napiik-
lad nésledujici. Uvazujme ¢éstici blizko bodu [z, y, 2], ta mé v kapaliné tendenci rotovat kolem
osy prochézejici bodem [z, v, 2] ve sméru rotF(z,y, z). Rychlost této rotace zévisi na velikosti
vektoru rot F' (x,y, z). Jestlize v kazdém bodeé plati rotF = 0, pak toto pole nazyvame nevirové.
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Rotace nam téz umoznuje urcit, je-li dané pole konzervativni. V ptipadé, ze F' je vektorové
pole definované na jednoduse souvislé mnoziné E € R3, jehoz slozky jsou spojité diferencovatelné
funkce, pak rotF' = 0 pravé tehdy, kdyz F' je konzervativni.

Hamiltonuv operator Vsechny piedchozi pojmy (gradient, divergence, rotace) muzeme snad-
no definovat pomoci tzv. Hamiltonova operatoru V:

o 0 0
V—<%,a—y,$>

Tento operator je tedy vektorem sklddajicim se ze tii symbolum pro parcidlni derivace. Pro

gradient plati
oy /0f Of Of
gradf =V f = <0x’ dy’ aZ>.

Divergenci muzeme definovat jako skalarni souéin

L /0 9 0 oP 90 OR

a rotaci jako vektorovy soucin

vXﬁ:<3,3 ﬁ> x (P,Q, R)

oxr’ Oy’ 0z
:ééézﬁa'%%"%%%
> % > R Q|'|P R|'|Q P
= (Ry(z,y,2) — Q:(x,y,2), P.(z,y, 2) — Re(,y, 2), Qu(@,y, 2) — Fy(x,y, 2)).
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