Afinni podprostory vektorovych prostorii

Afinni podprostory vektorového prostoru nad danym télesem jsou
jeho neprazdné podmnoziny charakterizované podminkou, ze s kaz-
dymi svymi dvéma riznymi prvky obsahuji i celou pfimku jimi pro-
lozenou. Formalné jsou afinni podprostory vektorovych prostori de-
finovany nasledovné.

Necht (V,+,-) je vektorovy prostor nad télesem (7', +,-). Rek-
neme, ze neprazdna podmnozina Q@ C V je afinni podprostor ve
vektorovém prostoru (V, 4+, -), spliiuje-li podminku

(Vu,ve Q)(Vs,teT)(s+t=1 = su+tveQ).

V nésledujicim textu uvedeme jesté jiny popis afinnich podpro-
storti ve vektorovém prostoru charakterizujici je, volné receno, jako
podprostory daného vektorového prostoru posunuté obecné mimo
pocatek, tj. posunuté mimo jeho nulovy vektor. K tomu budeme
potfebovat néasledujici pozorovani, snadno odvoditelné z ptredchozi
definice afinnich podprostort.

Je-li Q afinni podprostor ve vektorovém prostoru (V,+,-) nad
télesem (7,4, -), pak pro kterékoliv dva vektory u,v € Q plati

{x-—u|lxeQ}t={y-v|yeg}

a tato mnozina vektori je vektorovym podprostorem ve vektorovém
prostoru (V, 4+, -).

Vektorovy podprostor W vektorového prostoru (V, +, -) zkonstru-
ovany k danému afinnimu popdprostoru Q ve (V, +,-) v pfedchozim
odstavci se nazyvd zaméreni afinniho podprostoru Q a uziva se
pro néj oznaceni Z(Q). Pro samotny afinni podprostor Q pak odtud
plyne, ze Q@ = {u+ w|w € W}, kde u je kterykoliv pevné zvoleny
vektor z Q. Strucné tuto rovnost zapisujeme ve tvaru

OQ=u+W;

tato rovnost plati pro pro kterykoliv vektor u € Q.



Na druhé strané plati nésledujici tvrzeni. Necht (V,+,-) je vek-
torovy prostor nad télesem (7),4+,:). Necht W C V je libovolny
vektorovy podprostor vektorového prostoru (V,+,-) a necht u € V
je libovolny vektor. Pak mnozina Q@ = {u+w |w € W}, tj. mnozina
Q = u+ W je afinni podprostor ve vektorovém prostoru (V,+, ),
jejimz zaméfenim Z(Q) je vektorovy podprostor W,

Celkem tedy odtud plyne, Ze afinni podprostory ve vektorovém
prostoru (V,+,-) nad télesem (7,+,-) jsou pravé mnoziny tvaru
O =u+ W, kde u € V je libovolny vektor a W je libovolny vekto-
rovy podprostor vektorového prostoru (V,+, ). Pfitom pro kteryko-
liv vektor v z u+ W plati rovnost u+ W = v+ W. Zaméfeni Z(Q)
takového afinniho podprostoru @ = u+ W je urceno jednoznacné;
pak totiz plati, ze Z(Q) = W.

Dale budeme prvky afinnich podprostortt vektorovych prostorti
znacit velkymi latinskymi pismeny (zpravidla ze zac¢atku abecedy)
a budeme o nich mluvit jako o bodech danych vektorovych prostorti.
Takze afinni podprostory vektorovych prostorti budeme zapisovat ve
tvaru Q = C'+ W, kde C je néjaky bod daného vektorového prostoru
a W = Z(Q) je zaméfeni doty¢ného afinniho podprostoru Q.

Bud nyni (V, +, -) nenulovy vektorovy prostor kone¢né dimenze n
nad télesem (7', +, ). Bud dale Q@ = C' + W libovolny afinni podpro-
stor ve vektorovém prostoru (V,+,-), takze C' € V je libovolny bod
a W C V je libovolny vektorovy podprostor. Necht navic W je ne-
nulovy vektorovy podprostor ve (V,+,+). Bud a = (w1, wa, ..., Wy,)
libovolna baze vektorového podprostoru W, takze 1 < m < n. Pak
kazdy bod X € Q lze psat ve tvaru

X =0+tw) +towas + -+, W,

pro jednoznac¢né urcena ti,to,...,t, € T. Popis bodu afinniho pod-
prostoru Q v pravé uvedeném tvaru se nazyva parametricky popis
afinniho podprostoru 9. Obecnéji obvykle staci, je-li mnozina vek-
tort {wi, Wo, ..., W, } pouze mnozinou generatort vektorového pod-
prostoru W. V takovém ptipadé ale nemusi byt hodnoty parametrt
t1,to,...,t,, € T pro dany bod X € O ve vyse uvedeném popisu
urceny jednoznacné.



Bud opét (V,+,-) vektorovy prostor nad télesem (7', +, ). Bud
M C V libovolna neprazdna podmnozina. Uvazme systém vsSech afin-
nich podprostori vektorového prostoru (V,+,-) obsahujicich mno-
zinu M jako podmnozinu. Jednim z prvki tohoto systému je i pro-
stor V sam. Oznac¢me M prinik tohoto neprazdného systému afin-
nich podprostorti. Z definice afinnich podprostori plyne, ze pak tento
prunik M je opét afinni podprostor vektorového prostoru (V,+, ),
a pritom M téz obsahuje mnozinu M jako podmnozinu. Navic M
je nejmensi afinni podprostor vektorového prostoru (V,+,-) vzhle-
dem k inkluzi obsahujici mnozinu M. Tento afinni podprostor M se
nazyva afinni obal podmnoziny M.

Je-li v predchozim odstavci M C V neprazdna konec¢na podmno-
zina, takze lze psat M = {Ag, A1, Ao, ..., Ai}, kde k > 0, pak afinni
obal M podmnoziny M v pfipadé k = 0 je roven M = {Ay} a v pfi-
padé k > 1 jsou A; — Ay, Ay — Ay, ..., A — Ap vektory ze zaméfeni
Z(M) afinniho obalu M podmnoziny M a samotny afinni obal M
podmnoziny M pak mé parametricky popis ve tvaru

X = Ag+t1(A1 — Ag) +ta(Ay — Ag) + -+t (A — Ap).

Necht jesté jednou (V, +, -) je nenulovy vektorovy prostor konecné
dimenze n nad télesem (7', +, -). Necht o = (uy, uy, . .., u,) je nékterd
baze tohoto vektorového prostoru. Pripomenme, ze pak zobrazeni

V— 1"
dané pro kazdy vektor u € V predpisem
u— (u)a,

tj. zobrazeni prirazujici kazdému vektoru u € V usporadanou n-tici
(u), jeho soutadnic (s1, S, ..., S,) v bazi a (zapsanou jako sloupec),
je izomorfismem vektorového prostoru (V,+,-) na aritmeticky vek-
torovy prostor (7™, 4+,-). Z tohoto duvodu se kvili jednoduchosti
budeme dale vénovat pouze afinnim podprostoriim aritmetickych
vektorovych prostoru, tj. vektorovych prostori tvaru (77,4, -), kde
(T, +,-) je téleso a n je néjaké ptirozené Eislo.



Bud (7', +,-) téleso. Bud A = (a;;) matice typu m/n nad télesem
(T, +,-), bud b posloupnost (by, bs, ..., b,) prvki télesa (T, +,-) za-
psana jako sloupec a bud x posloupnost neznamych (xi, zo, ..., z,)
zapsana jako sloupec. Pak

A-x=Db

je soustava m linearnich rovnic o n neznamych nad télesem (7', +, ).
Je-li tato soustava linearnich rovnic fesitelna, pak mnozina Q vSech
feSeni této soustavy linearnich rovnic tvori afinni podprostor ve vek-
torovém prostoru (77, +, -). Pfitom zaméfenim Z(Q) tohoto afinniho
podprostoru je vektorovy podprostor vektorového prostoru (77, +, )
pozustavajici ze vSech feSeni zhomogenizované soustavy linearnich
rovnic A-x = o. Parametricky popis afinniho podprostoru Q ziskame
nasledovné. Je-li D € T" libovolny bod, ktery je feSenim soustavy
A-x =b, ajeli a = (wy,ws,...,wy) libovolnd baze vektorového
podprostoru W C T™ vsech feSeni zhomogenizované soustavy line-
arnich rovnic A - x = o, pak

X =D+ t1wy +tawg + -+ - + 1wy,

je parametricky popis afinniho podprostoru O.

Plati ale i obracené tvrzeni. Bud opét (T, +, -) téleso. Pak pro libo-
volny afinni podprostor Q ve vektorovém prostoru (7", +, -) existuje
soustava linearnich rovnic A - x = b o n neznamych nad télesem
(T, +,-) takova, ze mnozinou vSech FeSeni této soustavy rovnic je
pravé afinni podprostor Q. Uvedeme postup, jak najit tuto soustavu
linearnich rovnic A - x = b, jejiz mnozinou vsech TfeSeni je pravée
zadany afinni podprostor O.

Necht afinni podprostor Q ve vektorovém prostoru (1", +, -) je za-
dan ve tvaru Q@ = C' + W, kde C € Q je libovolny bod a W C T" je
vektorovy podprostor v (7", +, -), ktery je zaméfenim afinntho pod-
prostoru Q. Pro jednoduchost predpokladejme, ze W je nenulovy
podprostor a soucasné ze W # T". Necht v = (f1, 5, ..., f;) je libo-
volna baze vektorového podprostoru W. Takze pak mame 0 < k < n
a pritom

X=C+tiff +tofs +---+ 1.1
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je parametricky popis takto zadaného afinniho podprostoru Q. Vy-
tvorme nyni nejprve matici B tak, ze za jeji tadky vezmeme prave
vektory f1, f5, . . ., f;.. Uvazujme homogenni soustavu linearnich rovnic

B -x=o.

Pak mnozinou vsSech feseni této homogenni soustavy je néjaky vekto-
rovy podprostor U v (7™, 4, -) dimenze n — k. Vezméme dale libovol-
nou bazi § = (g1,82, - - ., &n_r) podprostoru U. Sestavme nyni matici
A tak, ze za jeji fadky vezmeme tentokrat vektory gi,82,...,&n_k-
Takto vznika homogenni soustava linearnich rovnic

A-x=o.

Mnozinou vsech feSeni této posledni homogenni soustavy je néjaky
vektorovy podprostor vektorového prostoru (7", +, -) dimenze k. Na
zékladé pravé popsané konstrukce neni tézké nahlédnout, ze timto
vektorovym podprostorem, ktery je mnozinou vsech reseni posledné
uvedené homogenni soustavy, je pravé vychozi vektorovy podpro-
stor W. Konecné urceme vektor b z T zapsany jako sloupec na-
sledovné. Vezméme ptivodné zvoleny bod C z Q a zapisSme ho jako
sloupec. Oznac¢me symbolem c takto zapsany bod C. Pak polozme
b = A - c. Je jasné, Ze pak mnozinou vSech feseni takto porizené
soustavy linedrnich rovnic

A-x=Db

bude pravé zadany afinnni podprostor Q. Toto vyjadfeni afinnniho
podprostoru Q jakozto mnoziny vsech feseni posledné uvedené sou-
stavy linearnich rovnic se nazyva implicitni popis tohoto afinnniho
podprostoru Q.

Bud (T,+,-) téleso a bud n pfirozené ¢islo. Necht P a Q jsou
dva afinni podprostory ve vektorovém prostoru (7", +,-). Uvazme
prunik P N Q téchto afinnich podprostort. Pak jsou dvé moznosti:
budto P N Q@ = (), anebo P N Q # (). Pro nalezeni priniku P N Q
je vyhodné pouziti implicitniho popisu afinnich podprostora P a Q.
Jestlize PN Q # (), pak P N Q je opét afinni podprostor v (T, +, -)



a pro zameéreni uvedenych afinnich podprostortt v tom pripadé plati
Z(PNQ)=Z(P)N Z(Q).

V situaci z predchoziho odstavce definujme dale spojeni P LI Q
uvedenych afinnich podprostorti P a Q jako nejmensi afinni podpro-
stor ve vektorovém prostoru (7", +,-) obsahujici sjednoceni P U Q
téchto afinnich podprostord. Pro urceni tohoto spojeni P LI Q je vy-
hodné pouziti parametrického popisu afinnich podprostori P a Q.
Jsou-li totiz afinni podprostory P a Q zadany ve tvaru P = C + U
aQ=D+W,kde C € PaD e Q jsoulibovolné body a U = Z(P)
a W = Z(Q), pak pro zaméfeni Z(P U Q) spojeni P U Q uvedenych
afinnich podprostorii plati Z(PU Q) = (D — C) + U + W, takze pak
1ze napiiklad psat PUQ =C+ (D - C)+ U+ W.



