Bilinearni a kvadratické formy

Bud (V,+,:) vektorovy prostor nad télesem (7, +,-). Zobrazeni
f: V. xV — T spliujici podminky

(Va,be T)(Yu,v,w € V)(f(aeu+bv,w) =a f(u,w) + b f(v,W)),
(Va,b € T)(Vu,v,w € V)(f(u,a-v+bw) =af(u,v)+bf(uw))

se nazyva bilinearni forma na vektorovém prostoru (V, -+, -).

Bud déle (V, +, -) nenulovy vektorovy prostor kone¢né dimenze n
nad télesem (7',+,:) a bud a = (vy,vy,...,Vv,) baze vektorového
prostoru (V,+,-). Bud f: V x V — T bilinearni forma na vektoro-
vém prostoru (V, 4+, -). Pak matice

A= (f(via Vj))i,jzl,...,n

se nazyva matice bilinearni formy f v bazi a. V této situaci po-
tom pro libovolné vektory u,w € V majici v bazi a souradnice
(W = (z1,29,...,20) & (W)o = (Y1,¥2,--.,Yn) (coZ znamena, Ze
u=>" v, a w=y_ " y;-v;) plati vztah

Y1
n n
fla,w) = ZZ T f(vi, vi)y; = (21 29 ... xp) - A- y_2
i=1 j=1 .
Yn
Bud dale § = (ry,r9,...,r,) obecné jind baze vektorového prostoru

(V,+, ). Uvazme matici

B = (f(ri’rj))i,jzl,...,n
bilinearni formy f v bazi 5. Necht vySe uvazované vektory u,w € V
maji v bazi § soufadnice (u)s=(s1,52,...,5n) & (W)g=(t1,t2,...,t,)
(coz tentokrat znamend, Ze u =3 ., sT; a W= >ty ). Bud
koneéné P = (idy).s matice pfechodu od baze  k bazi a. Pak pro
uvedené souradnice vektori u,w € V v bazich a a 3 plati vztahy
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Potom pro vyse zminéné libovolné zvolené vektory u,w € V podle
shora uvedeného vztahu mame

f(u,w):(31 S9 ... sn)-B- '
tn

a dale pro né na zakladé predchozich vztaht vychazi

n
f(u,w):(xl Ty ... :cn)-A- y:2
Ui

i1

:(31 Sy ... sn)-PT-A-P- t:2

tn

Z téchto dvou vztahii pak snadno vyplyne rovnost
B=P'- A.-P

Bud znovu (V,+, ) nenulovy vektorovy prostor koneéné dimen-
ze n nad télesem (7,+,-) a bud f: V x V — T bilinearni forma
na vektorovém prostoru (V,+,-). Rekneme, Ze bilinearni forma f je
symetricka, splnuje-li podminku

(Vu,w S V)(f(u,w) = f(W,U.))

Rekneme, Ze bilinedrni forma f je antisymetricka, splituje-li pod-
minku

(VU.,W S V)(f(u7 W) - —f(w,u)).

Je-li ddle o = (vq,Vvy,...,Vv,) libovolna baze vektorového prostoru
(V,+,)ajeli A= (f(vz-, Vj))i,jzl,...,n matice dané biline4rni formy f
v bazi «, pak plati, ze bilinearni forma f je symetricka, resp. anti-
symetricka pravé tehdy, kdyz jeji matice A v bazi « je symetricka,
resp. antisymetricka.



V situaci z predchoziho odstavce uvazme k dané bilinearni formé
f: VxV — T bilinearni formy g,h : V x V — T definované
nasledujicimi predpisy:

(Vu,w < V)(g(uv W) - f(ll,W) + f(w,u)),
(Vu,w € V)(h(u,w) = f(u,w) — f(w,u)).

Pak ocividné g je symetricka bilinearni forma a h je antisymetricka
bilinearni forma na vektorovém prostoru (V, +, ). Navic, neni-li té-
leso (T,+,-) charakteristiky 2, pak pro tyto bilinedrni formy plati
vztah:

(Vu,we V) (f(u,w) = %g(u,w) + %h(u,w)).
Je tedy za uvedeného ptredpokladu o télese (T, +,-) kazd4 bilinearni
forma f : V xV — T souctem symetrické bilinearni formy a anti-
symetrické bilinearni formy.

Vénujme se dale problematice diagonalizace symetrickych biline-
arnich forem. Bud opét (V,+,:) nenulovy vektorovy prostor ko-
necné dimenze n nad télesem (7', +,-). Predpokladejme, ze téleso
(T, +,-) neni charakteristiky 2. Pak ke kazdé symetrické bilinearni
formé f: V xV — T existuje baze (3 vektorového prostoru (V, +, )
takova, ze matice B bilinearni formy f v bazi ( je diagonalni. To zna-
mena, ze existuji prvky by, bs,...,b, € T takové, Ze pro soutradnice
(w)g = (s1,52,...,5,) a (W)3 = (t1,t2,...,t,) libovolné vybranych
vektori u,w € V v bazi [ plati

f(ll, W) = blsltl + b232t2 + - bnsntn.

Poznamenejme, ze k dané symetrické bilinearni formé f neni baze /3
s uvedenou vlastnosti urcena jednoznacné.

Diagonalni matici B z predchoziho odstavce miizeme najit meto-
dou soubézného provadeéni stejnych elementarnich radkovych a sloup-
covych tprav. Tato metoda predpoklada, Ze téleso (T, +, ) neni cha-
rakteristiky 2. Necht symetricka bilinearni forma f: V xV — T je
déna svou matici A v néjaké bazi a vektorového prostoru (V,+, ).



Pak matice A je symetricka. Vhodnou posloupnosti stejnych elemen-
tarnich radkovych a sloupcovych tprav

(£15) == ()

1ze docilit toho, aby matice B byla diagonalni. Pritom matice P vyjde
regularni. Pak plati B = P"- A- P a P je matice prechodu (idy )z
od hledané baze 3 zminéné v predchozim odstavci k bazi «.

Bud (V,+,-) vektorovy prostor nad télesem (7,+,-) a bud
f VXV — T symetrickd bilinedrni forma na vektorovém pro-
storu (V, +,-). Pak zobrazeni F' : V — T dané predpisem

(Vu e V)(F(u) = f(u,u))

se nazyva kvadratickd forma na vektorovém prostoru (V,-+,-)
(urend symetrickou bilinedrni formou f).

Jestlize v situaci z predchoziho odstavce téleso (7, +,-) neni cha-
rakteristiky 2, pak symetrickéd bilinedrni forma f urcujici kvadratic-
kou formu F' na vektorovém prostoru (V,+,-) je zase naopak sama
plné urcena touto kvadratickou formou F'. Pak se totiz lze snadno
presvédcit, ze plati vztah

(Vuw e V)(Fluw) = %F(quw) - %F(u) - %F(w)).

Bud dale opét (V,+,-) nenulovy vektorovy prostor koneéné di-
menze n nad télesem (7, +,-). Predpokladejme, Ze téleso (T, +,:)
neni charakteristiky 2. Bud a nékterd baze vektorového prostoru
(V,+,-). Bud F : V — T kvadraticka forma na vektorovém pro-
storu (V,+,:) abud f: V xV — T k ni pfislusnd symetricka
bilinearni forma. Pak matici kvadratické formy F': V — T v bazi «
rozumime matici ptislusné symetrické bilinearni formy f v bazi a.
Je-li A matice kvadratické formy F' : V — T v bazi «, pak A je
symetrickd matice a pro libovolny vektor u € V majici v bazi «

soufadnice (u), = (1, X2, ..., x,) plati vztah
I
F(u) = (xl Ty ... ZEn) I
Z



Z vyse uvedeného poznatku o moznosti diagonalizace symetric-
kych bilinearnich forem pak plyne odpovidajici vysledek také pro
kvadratické formy. Predpokladejme situaci popsanou v predchozim
odstavci. Pak ke kazdé kvadratické formé F' : 'V — T existuje
baze [ vektorového prostoru (V,+,-) takové, ze matice B kvadra-
tické formy F' v bazi (8 je diagonalni. To znamena, Ze existuji prvky
bi,be, ..., b, € T takové, ze pro soufadnice (u)g = (s1,52,...,5n)
libovolné vybraného vektoru u € V v bazi J plati

F(u) = bys] + bysy + - -+ + by,s2.

Baze (3 s pravé popsanou vlastnosti se nazyva polarni baze kvadra-
tické formy F. Poznamenejme znovu, ze k dané kvadratické formé F'
neni jeji polarni baze (¢ urcena jednoznacné.

Existuje jesté jind metoda diagonalizace kvadratickych forem. Je
znama jako Lagrangeova metoda nebo téz jako metoda tprav na
¢tverce ¢i metoda dopliiovani na c¢tverce.

V zavéru si kratce vSimneme kvadratickych forem na vektorovych
prostorech konecnych dimenzi nad télesem realnych cisel. Tady je
pri diagonalizaci mozno dospét az ke tvaru, v némz se u kvadratt
soutadnic vektorti objevuji jenom koeficienty 1, —1 nebo nuly. Navic
zde plati Sylvestriiv zadkon setrvacnosti:

Bud (V, +, ) nenulovy vektorovy prostor koneéné dimenze n nad
télesem (R, +,-) redlnych ¢isel. Potom ke kazdé kvadratické formé
F : V — R existuje baze vy vektorového prostoru (V,+,-) a neza-
porna cela cisla p, ¢ spliujici 0 < p < g < n takova, ze pro kazdy
vektor u € V a jeho soutadnice (u), = (s1, S2,...,5,) v bazi vy plati

2 2 2 2
F(u)_S].+.”+Sp_sp+1_..'_8q'

Pritom pocty koeficientt® 1 a —1 nezavisi na volbé baze ~.



