Linearni formy a dualni vektorovy prostor

Necht (V,+,-) a (W, +, ) jsou dva vektorové prostory nad tymz téle-
sem (T, +, -). Oznac¢me symbolem £(V, W) mnozinu vsSech linearnich
zobrazeni f : V — W. Na této mnoziné £(V, W) muzeme defino-
vat binarni operaci + s¢itani zobrazeni a vnéjsi operaci - skalarniho
nasobeni zobrazeni pro libovolna linearni zobrazeni f,g : V — W
a pro libovolny prvek s € T' predpisy:

pro véechnau e V: (f+g)(u) = f(u) + g(u),
(s-f)(w) =5 f(u).

Pak se piimo ovéii, ze (L(V, W), +,-) tvoii vektorovy prostor nad
telesem (7, +,-). Jsou-li navic (V,+,-) a (W, +,-) nenulové vekto-
rové prostory konecnych dimenzi n a m, pak i (L(V,W),+,-) je
nenulovy vektorovy prostor konecné dimenze, a sice dimenze m-n.
Necht nyni (V,+,+) je nenulovy vektorovy prostor konecné di-
menze n nad télesem (7', +, -). Poznamenejme, ze samo téleso (7', +, -)
je vektorovym prostorem dimenze 1 nad sebou samym, tedy téz nad
telesem (7', +,-). Lze proto uvazovat linedrni zobrazeni f: V — T.
Takové linedrni zobrazeni f vektorového prostoru (V,+, ) do télesa
(T, +,-) se nazyva linearni forma na (V,+,-). Vektorovy prostor
(L(V,T),+,-) vSech linedrnich forem na (V,+,-) se pak nazyvé du-
alni vektorovy prostor k prostoru (V, +, -) anebo kratce dudl prostoru
(V,+,-). Pro mnozinu £(V,T) vSech zminénych linedrnich forem se
v této souvislosti uziva téz oznaceni V*, takze dualni vektorovy pro-
stor k prostoru (V, -+, -) se pak zapisuje ve tvaru (V*,+, ). Je to opét
nenulovy vektorovy prostor koneé¢né dimenze, totiz zase dimenze n.
Ptipomenme znovu, ze kazdd linedarni forma je specidlnim ty-
pem linearniho zobrazeni ve smyslu specifikovaném v ptredchozim
odstavci. Podle obecnych poznatki o linedrnich zobrazenich tedy
pro danou bazi a = (g1, 82, -.,8n) vektorového prostoru (V,+, )
nad télesem (7T, +,-) a pro libovolné prvky ty,ts,...,t, € T exis-
tuje jedind linearni forma f : V — T takova, ze plati f(g1) = t1,
f(ge) =ta, ..., f(gn) = t,. Je-li ddle u libovolny vektor z V a jsou-li
(u)o = (q1,41, - - -, qn) soufadnice tohoto vektoru u v bézi o vekto-
rového prostoru (V, +, ), takze plati u = ¢1-g1 + 282 + - * - + @' 8n,
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pak pro vyse zminénou linearni formu f : V — T uréenou uvedenym
zpusobem prvky tq,ts,...,t, € T plati

fu) = flg181+ g8+ -+ qu8n)

= q-f(g1) + @ f(82) + - + 4n S (8n) "

=t1rqittrg+ -t teg=(t to ... t)- q:2

an
Bud opét o = (g1, 89, - . ., &) baze vektorového prostoru (V, +, )
nad télesem (7', +,-). Uvazujme nyni k této bazi o n-tici linedrnich

forem ¢1,¢9,...,9, : V — T zadanou néasledujicim predpisem pro
viechna i,j € {1,2,...,n}:
1 proi=y,

gi(gj) - {O pro i # j.

Pak linearni formy ¢1, g9, . . ., g, tvori bazi dudlniho vektorového pro-
storu (V*, 4, ). Skutecné, jelikoz dualni vektorovy prostor (V*, +, )
ma rovnéz dimenzi n, staci si vSimnout, ze linedrni formy g1, g2, . . . , g
generuji cely tento dudlni vektorovy prostor. Ale pro libovolnou li-
nearni formu f : V — T plati f = t1-:g1 + to-go + -+ + t,-gn, kde
t1= f(g1), ta = f(g2), ..., tn, = f(gn). K ovéfeni této rovnosti staci
zkontrolovat, ze linearni formy na obou stranach této rovnosti davaji
tytéz hodnoty na vsech vektorch baze o = (g1, 8o, . . ., gn). Tvoii tedy
linedrni formy ¢, go, . .., g, opravdu béazi dudlniho vektorového pro-
storu (V*, +, -). Tuto bazi nazyvame dudlni bazi k bazi « vektorového
prostoru (V,+,-) a pouzivdme pro ni oznaceni o* = (g1, g2, - - -, Gn)-

Bud zase a = (g1, 8, . . .,8n) baze vektorového prostoru (V, +, )
nad télesem (T, +,-) a bud o* = (g1, 92, . - -, gn) baze dudlniho vekto-
rového prostoru (V*, +, -) dudlni k bazi . Bud opét u € V libovolny

vektor a budte (u)s = (q1,q1,...,q,) soufadnice tohoto vektoru u
v bazi a, takze mame u = ¢1°g1 + ¢2°82 + - + ¢p-gn. VSimnéme
si, ze pak odtud vychazl gi(u) = g1, g2(u) = @2, ..., gu(1) = qu.

To ale znamend, ze plati (u), = (g1(u), g2(u), ..., g,(u)). Obdobné
pro libovolnou linearni formu f : V — T z rovnosti f = t1-g1+t2-go+

s tygn, kde t1 = f(g1), ta = f(82), ..., tn, = f(gn), kterd byla
dokazana v predchozim odstavci, vyplyva tento fakt. Pro souradnice

formy f v dudlnf bazi o plati (f)ar = (f(81), f(g2), .-, f(&n))-
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Necht opét (V,+,+) je nenulovy vektorovy prostor konecné di-
menze n nad télesem (7T, +,-). Necht o = (g1,82,...,8,) a 3 =
(hy,hy, ... h,) jsou dvé baze tohoto vektorového prostoru a necht
o =(91,92,---,9n) & B = (h1, ho, ..., hy) jsou baze dudlniho vek-
torového prostoru (V*, +,-) duélni k predchozim dvéma bazim. Ne-
cht A = (aij)ij=1.. n je matice pfechodu od béze a k bdzi 3. Po-
tom transponovani matice AT = (@ji)ij=1,.n je matici pfechodu
od dudlni baze §* k dudlni bazi a* (v tomto poradi). Skutecné
je tomu tak, nebot podle definice matice pfechodu A pro kazdé
j € {1,...,n} mame g; = ay;-hy + --- + a,;-h,. S pouzitim to-
hoto faktu ovérime, ze pak pro kazdé i € {1,...,n} plati rovnost
linearnich forem h; = a;1:g1 + - + @in-gn, COZ Pravé znamena, ze
transponovana matice A" je matici piechodu takovéa, jak bylo uve-
deno vyse. Zminénou rovnost linedrnich forem ovérime tak, ze zkon-
trolujeme, zda linearni formy na obou stranach této rovnosti davaji
tytéz hodnoty na vsech vektorch béze o, to jest na kazdém vektoru g,
kde j € {1,...,n}. Ale snadnym vypoctem s vyuzitim vyse zminéné
definice matice prechodu A se presvédcime, ze pak na obou stranach
uvedené rovnosti vyjde hodnota a;;.

Praveé odvozeného faktu se vyuziva k vypoctum v aritmetickych
vektorovych prostorech nad télesem (7, +, ), to znamena ve vekto-
rovych prostorech tvaru (77,4, -), kde n je piirozené ¢islo. V kaz-
dém aritmetickém vektorovém prostoru (7™, +,-) mame k dispozici
kanonickou bazi ¢ = (ej,eq,...,€,), kde pro kazdé j € {1,...,n}
jee; = (0,...,0,1,0,...,0). K této kanonické bézi e piislusna du-

hnend
alni baze 5*jv duélnim vektorovém prostoru (L(T",T),+, ) ma tvar
*

e* = (e1,e9,...,€,), kde podle diive uvedené definice dudlnich bazi
méame pro vSechna i,j € {1,2,...,n}:

_J1 proi=y,

eie;) = {O pro i # j.
7, obecnych faktu uvedenych v pfedminulém odstavci pak plynou
tyto skutecnosti.Pro kazdy vektor x € T", x = (r1,r9,...,7,), kde
1,72, ...,y € T, a pro kazdé i € {1,...,n} je e;(x) = r;. Déle pro
kazdou linearni formu f : 7" — T méame f = sj-e1+S9-€a2+- - -+, €5,

kde s; = f(e1), so = f(ea), ..., s, = f(en).
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Necht (V,+,:) a (W, +, ) jsou dva vektorové prostory nad tymz
telesem (7', 4, ) anecht ¢ : V. — W je linedrn{ zobrazeni. Definujme
zobrazeni ©* : W* — V* nasledovné. Pro kazdou linearni formu
g € W* bude ¢*(g) zobrazeni mnoziny V do T dané predpisem:

pro kazdé u e V:  ¢*(g)(u) = g(p(u)).

Je snadné se presvedcit, ze pak ¢*(g) je linedrni zobrazeni vek-
torového prostoru (V,+,-) do télesa (T,+,-), takze ¢*(g) € V*.
Je tedy zobrazeni ¢* korektné definovano. Navic 1ze rovnéz snadno
overit, ze takto definované zobrazeni ¢* je linearnim zobrazenim
duélniho vektorového prostoru (W* +.-) do dudlniho vektorového
prostoru (V*, 4+, ). Toto zobrazeni ¢* : W* — V* se nazyva dudlni
linearni zobrazeni k linearnimu zobrazeni ¢ : V — W,

Necht nyni (V,+,-) a (W, +, ) jsou nenulové vektorové prostory
konec¢nych dimenzi nad tymz télesem (7', +,-), necht « je baze vek-
torového prostoru (V,+,-), necht 3 je bdze vektorového prostoru
(W, +, ), necht a* je bdze dudlniho vektorového prostoru (V*, +,-)
dudlni k bdzi a a necht 8* je baze dudlniho vektorového prostoru
(W*,+,-) dudlni k bazi . Pak lze ukézat, ze pro matici (¢)gaq
linedrnfho zobrazeni ¢ : V. — W v bazich a a # a pro matici (¢*) -
dudlniho linearniho zobrazeni ¢* : W* — V* v béazich 3* a o* plati
vztah (¢*)a g = (go)ga. Tohoto vztahu se vyuziva, chceme-li k za-
danému linearnimu zobrazeni ¢ : V — W najit k nému dualni
linearni zobrazeni ¢* : W* — V*,



