
Lineárńı formy a duálńı vektorový prostor

Necht’ (V,+, ·) a (W,+, ·) jsou dva vektorové prostory nad týmž těle-
sem (T,+, ·). Označme symbolem L(V,W) množinu všech lineárńıch
zobrazeńı f : V → W. Na této množině L(V,W) můžeme defino-
vat binárńı operaci + sč́ıtáńı zobrazeńı a vněǰśı operaci · skalárńıho
násobeńı zobrazeńı pro libovolná lineárńı zobrazeńı f, g : V → W
a pro libovolný prvek s ∈ T předpisy:

pro všechna u ∈ V : (f + g)(u) = f(u) + g(u),

(s·f)(u) = s · f(u).

Pak se př́ımo ověř́ı, že (L(V,W),+, ·) tvoř́ı vektorový prostor nad
tělesem (T,+, ·). Jsou-li nav́ıc (V,+, ·) a (W,+, ·) nenulové vekto-
rové prostory konečných dimenźı n a m, pak i (L(V,W),+, ·) je
nenulový vektorový prostor konečné dimenze, a sice dimenze m·n.

Necht’ nyńı (V,+, ·) je nenulový vektorový prostor konečné di-
menze n nad tělesem (T,+, ·). Poznamenejme, že samo těleso (T,+, ·)
je vektorovým prostorem dimenze 1 nad sebou samým, tedy též nad
tělesem (T,+, ·). Lze proto uvažovat lineárńı zobrazeńı f : V→ T .
Takové lineárńı zobrazeńı f vektorového prostoru (V,+, ·) do tělesa
(T,+, ·) se nazývá lineárńı forma na (V,+, ·). Vektorový prostor
(L(V, T ),+, ·) všech lineárńıch forem na (V,+, ·) se pak nazývá du-
álńı vektorový prostor k prostoru (V,+, ·) anebo krátce duál prostoru
(V,+, ·). Pro množinu L(V, T ) všech zmı́něných lineárńıch forem se
v této souvislosti už́ıvá též označeńı V∗, takže duálńı vektorový pro-
stor k prostoru (V,+, ·) se pak zapisuje ve tvaru (V∗,+, ·). Je to opět
nenulový vektorový prostor konečné dimenze, totiž zase dimenze n.

Připomeňme znovu, že každá lineárńı forma je speciálńım ty-
pem lineárńıho zobrazeńı ve smyslu specifikovaném v předchoźım
odstavci. Podle obecných poznatk̊u o lineárńıch zobrazeńıch tedy
pro danou bázi α = (g1,g2, . . . ,gn) vektorového prostoru (V,+, ·)
nad tělesem (T,+, ·) a pro libovolné prvky t1, t2, . . . , tn ∈ T exis-
tuje jediná lineárńı forma f : V → T taková, že plat́ı f(g1) = t1,
f(g2) = t2, . . . , f(gn) = tn. Je-li dále u libovolný vektor z V a jsou-li
(u)α = (q1, q1, . . . , qn) souřadnice tohoto vektoru u v bázi α vekto-
rového prostoru (V,+, ·), takže plat́ı u = q1·g1 + q2·g2 + · · ·+ qn·gn,
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pak pro výše zmı́něnou lineárńı formu f : V→ T určenou uvedeným
zp̊usobem prvky t1, t2, . . . , tn ∈ T plat́ı

f(u) = f(q1·g1 + q2·g2 + · · ·+ qn·gn)
= q1·f(g1) + q2·f(g2) + · · ·+ qn·f(gn)

= t1·q1 + t2·q2 + · · ·+ tn·qn =
(
t1 t2 . . . tn

)
·


q1
q2
...
qn

 .

Bud’ opět α = (g1,g2, . . . ,gn) báze vektorového prostoru (V,+, ·)
nad tělesem (T,+, ·). Uvažujme nyńı k této bázi α n-tici lineárńıch
forem g1, g2, . . . , gn : V → T zadanou následuj́ıćım předpisem pro
všechna i, j ∈ {1, 2, . . . , n} :

gi(gj) =

{
1 pro i = j,

0 pro i 6= j.

Pak lineárńı formy g1, g2, . . . , gn tvoř́ı bázi duálńıho vektorového pro-
storu (V∗,+, ·). Skutečně, jelikož duálńı vektorový prostor (V∗,+, ·)
má rovněž dimenzi n, stač́ı si všimnout, že lineárńı formy g1, g2, . . . , gn
generuj́ı celý tento duálńı vektorový prostor. Ale pro libovolnou li-
neárńı formu f : V → T plat́ı f = t1·g1 + t2·g2 + · · · + tn·gn, kde
t1 = f(g1), t2 = f(g2), . . . , tn = f(gn). K ověřeńı této rovnosti stač́ı
zkontrolovat, že lineárńı formy na obou stranách této rovnosti dávaj́ı
tytéž hodnoty na všech vektorch báze α = (g1,g2, . . . ,gn). Tvoř́ı tedy
lineárńı formy g1, g2, . . . , gn opravdu bázi duálńıho vektorového pro-
storu (V∗,+, ·). Tuto bázi nazýváme duálńı báźı k bázi α vektorového
prostoru (V,+, ·) a použ́ıváme pro ni označeńı α∗ = (g1, g2, . . . , gn).

Bud’ zase α = (g1,g2, . . . ,gn) báze vektorového prostoru (V,+, ·)
nad tělesem (T,+, ·) a bud’ α∗ = (g1, g2, . . . , gn) báze duálńıho vekto-
rového prostoru (V∗,+, ·) duálńı k bázi α. Bud’ opět u ∈ V libovolný
vektor a bud’te (u)α = (q1, q1, . . . , qn) souřadnice tohoto vektoru u
v bázi α, takže máme u = q1·g1 + q2·g2 + · · · + qn·gn. Všimněme
si, že pak odtud vycháźı g1(u) = q1, g2(u) = q2, . . . , gn(u) = qn.
To ale znamená, že plat́ı (u)α = (g1(u), g2(u), . . . , gn(u)). Obdobně
pro libovolnou lineárńı formu f : V→ T z rovnosti f = t1·g1+t2·g2+
· · · + tn·gn, kde t1 = f(g1), t2 = f(g2), . . . , tn = f(gn), která byla
dokázána v předchoźım odstavci, vyplývá tento fakt. Pro souřadnice
formy f v duálńı bázi α∗ plat́ı (f)α∗ = (f(g1), f(g2), . . . , f(gn)).
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Necht’ opět (V,+, ·) je nenulový vektorový prostor konečné di-
menze n nad tělesem (T,+, ·). Necht’ α = (g1,g2, . . . ,gn) a β =
(h1,h2, . . . ,hn) jsou dvě báze tohoto vektorového prostoru a necht’

α∗ = (g1, g2, . . . , gn) a β∗ = (h1, h2, . . . , hn) jsou báze duálńıho vek-
torového prostoru (V∗,+, ·) duálńı k předchoźım dvěma báźım. Ne-
cht’ A = (aij)i,j=1,...,n je matice přechodu od báze α k bázi β. Po-
tom transponovaná matice A> = (aji)i,j=1,...,n je matićı přechodu
od duálńı báze β∗ k duálńı bázi α∗ (v tomto pořad́ı). Skutečně
je tomu tak, nebot’ podle definice matice přechodu A pro každé
j ∈ {1, . . . , n} máme gj = a1j·h1 + · · · + anj·hn. S použit́ım to-
hoto faktu ověř́ıme, že pak pro každé i ∈ {1, . . . , n} plat́ı rovnost
lineárńıch forem hi = ai1·g1 + · · · + ain·gn, což právě znamená, že
transponovaná matice A> je matićı přechodu taková, jak bylo uve-
deno výše. Zmı́něnou rovnost lineárńıch forem ověř́ıme tak, že zkon-
trolujeme, zda lineárńı formy na obou stranách této rovnosti dávaj́ı
tytéž hodnoty na všech vektorch báze α, to jest na každém vektoru gj,
kde j ∈ {1, . . . , n}. Ale snadným výpočtem s využit́ım výše zmı́něné
definice matice přechodu A se přesvědč́ıme, že pak na obou stranách
uvedené rovnosti vyjde hodnota aij.

Právě odvozeného faktu se využ́ıvá k výpočt̊um v aritmetických
vektorových prostorech nad tělesem (T,+, ·), to znamená ve vekto-
rových prostorech tvaru (T n,+, ·), kde n je přirozené č́ıslo. V kaž-
dém aritmetickém vektorovém prostoru (T n,+, ·) máme k dispozici
kanonickou bázi ε = (e1, e2, . . . , en), kde pro každé j ∈ {1, . . . , n}
je ej = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

j−1

, 1, 0, . . . , 0). K této kanonické bázi ε př́ıslušná du-

álńı báze ε∗ v duálńım vektorovém prostoru (L(T n, T ),+, ·) má tvar
ε∗ = (e1, e2, . . . , en), kde podle dř́ıve uvedené definice duálńıch báźı
máme pro všechna i, j ∈ {1, 2, . . . , n} :

ei(ej) =

{
1 pro i = j,
0 pro i 6= j.

Z obecných fakt̊u uvedených v předminulém odstavci pak plynou
tyto skutečnosti.Pro každý vektor x ∈ T n, x = (r1, r2, . . . , rn), kde
r1, r2, . . . , rn ∈ T , a pro každé i ∈ {1, . . . , n} je ei(x) = ri. Dále pro
každou lineárńı formu f : T n → T máme f = s1·e1+s2·e2+· · ·+sn·en,
kde s1 = f(e1), s2 = f(e2), . . . , sn = f(en).
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Necht’ (V,+, ·) a (W,+, ·) jsou dva vektorové prostory nad týmž
tělesem (T,+, ·) a necht’ ϕ : V→W je lineárńı zobrazeńı. Definujme
zobrazeńı ϕ∗ : W∗ → V∗ následovně. Pro každou lineárńı formu
g ∈W∗ bude ϕ∗(g) zobrazeńı množiny V do T dané předpisem:

pro každé u ∈ V : ϕ∗(g)(u) = g(ϕ(u)).

Je snadné se přesvědčit, že pak ϕ∗(g) je lineárńı zobrazeńı vek-
torového prostoru (V,+, ·) do tělesa (T,+, ·), takže ϕ∗(g) ∈ V∗.
Je tedy zobrazeńı ϕ∗ korektně definováno. Nav́ıc lze rovněž snadno
ověřit, že takto definované zobrazeńı ϕ∗ je lineárńım zobrazeńım
duálńıho vektorového prostoru (W∗,+, ·) do duálńıho vektorového
prostoru (V∗,+, ·). Toto zobrazeńı ϕ∗ : W∗ → V∗ se nazývá duálńı
lineárńı zobrazeńı k lineárńımu zobrazeńı ϕ : V→W.

Necht’ nyńı (V,+, ·) a (W,+, ·) jsou nenulové vektorové prostory
konečných dimenźı nad týmž tělesem (T,+, ·), necht’ α je báze vek-
torového prostoru (V,+, ·), necht’ β je báze vektorového prostoru
(W,+, ·), necht’ α∗ je báze duálńıho vektorového prostoru (V∗,+, ·)
duálńı k bázi α a necht’ β∗ je báze duálńıho vektorového prostoru
(W∗,+, ·) duálńı k bázi β. Pak lze ukázat, že pro matici (ϕ)βα
lineárńıho zobrazeńı ϕ : V→W v báźıch α a β a pro matici (ϕ∗)α∗β∗

duálńıho lineárńıho zobrazeńı ϕ∗ : W∗ → V∗ v báźıch β∗ a α∗ plat́ı
vztah (ϕ∗)α∗β∗ = (ϕ)>βα. Tohoto vztahu se využ́ıvá, chceme-li k za-
danému lineárńımu zobrazeńı ϕ : V → W naj́ıt k němu duálńı
lineárńı zobrazeńı ϕ∗ : W∗ → V∗.
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