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Úvod

Cı́lem tohoto textu je seznámit čtenáře se základnı́mi pojmy a nástroji topologie. Přes-
tože pro jeho čtenı́ je postačujı́cı́ znalostı́ ovládnutı́ základnı́ch matematických pojmů
a konstrukcı́, k jeho správnému pochopenı́ je nutné se dřı́ve seznámit se základy teorie
metrických prostorů, algebry, přı́padně teorie množin.

Cı́lem topologie je studium vlastnostı́ prostorů. Ovšem na rozdı́l od teorie metrických
prostorů se v topologii nezajı́máme o vzdálenosti mezi body prostoru a prostory pova-
žujeme za stejné, pokud se na sebe dajı́ vzájemně přeměnit nějakou spojitou deformacı́.
Takže napřı́klad nerozlišujeme mezi koulı́ a krychlı́; ostatně koule se změnı́ v krychli již
při přechodu mezi dvěma ekvivalentnı́mi metrikami na R3.

Základnı́m pojmem, který se proto v topologii studuje, je spojitost zobrazenı́. Mů-
žeme si všimnout, že k tomu, abychom definovali spojitost zobrazenı́ mezi metrickými
prostory, vlastně nepotřebujeme vědět přesně, jak jsou od sebe které body daleko. Zcela
si vystačı́me s informacı́, že jisté body se nekonečně blı́žı́ k nějakému bodu prostoru.
Zobrazenı́ f : X → Y je totiž spojité, jestliže pro libovolnou posloupnost bodů (xi)∞

i=1
prostoru X , která konverguje k nějakému bodu x, obrazy těchto bodů ( f (xi))∞

i=1 konver-
gujı́ k bodu f (x). Cı́lem zavedenı́ pojmu topologického prostoru je umožnit formálně
pracovat s následujı́cı́ definicı́ spojitosti, která se lišı́ od obvyklé ε-δ -definice pouze v
tom, že mı́sto o jisté vzdálenosti mluvı́ jen o blı́zkosti k určitému bodu:

Zobrazenı́ f : X→Y je spojité, jestliže pro libovolný bod x prostoru X a pro
libovolné okolı́ O bodu f (x) existuje nějaké okolı́ bodu x, jehož všechny
body se zobrazı́ do O .

Tato definice nám tedy ani neurčuje, jakým způsobem musı́me blı́zkost bodů popisovat,
ani nás nenutı́ porovnávat, zda dané dva body jsou od sebe vzdáleny vı́ce než jiné
dva body ležı́cı́ v jiné části prostoru. Tento přı́stup vede ke zobecněnı́ pojmu metrického
prostoru na prostor topologický, jehož definice je založena na pozorovánı́, jaké vlastnosti
okolı́ bodů v prostorech majı́.

Abstraktnějšı́ přı́stup přinášı́ některé výhody:
(1) Napřı́klad můžeme provádět elegantnı́ množinové argumenty a vyhnout se tak

komplikovaným formulacı́m využı́vajı́cı́m ε-δ -zápisu.
(2) Na metrických prostorech existuje mnoho ekvivalentnı́ch metrik, ovšem většina

pojmů studovaných v teorii metrických prostorů na volbě metriky nezávisı́; jedná se
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totiž o pojmy topologické. Proto je užitečné mı́t možnost s těmito pojmy pracovat, aniž
bychom předtı́m museli zvolit některou z těchto metrik a naše argumenty, které by stejně
fungovaly i pro jinou metriku, provádět jen s touto jednou zvolenou.

(3) Obecný topologický přı́stup umožňuje provádět s prostory některé konstrukce,
které obecně produkujı́ z metrických prostorů prostory pomocı́ metrik nepopsatelné.
Přitom se často jedná o běžně studované přirozené prostory. Přı́kladem takového prostoru
je prostor všech reálných funkcı́ s bodovou konvergencı́, tedy prostor, kde posloupnost
funkcı́ (gi)∞

i=1 konverguje k nějaké funkci g, jestliže pro každé reálné čı́slo r posloupnost
(gi(r))∞

i=1 konverguje k bodu g(r).
V následujı́cı́m textu se budeme často setkávat s pojmem mı́rně zobecňujı́cı́m pojem

metriky, zvaným pseudometrika, který se lišı́ od metriky vypuštěnı́m požadavku na
nenulovost vzdálenosti dvou různých bodů. Tedy (X ,ρ) je pseudometrický prostor,
jestliže zobrazenı́ ρ : X×X → R splňuje

1. ∀x,y ∈ X : ρ(x,y)≥ 0,

2. ∀x ∈ X : ρ(x,x) = 0,

3. ∀x,y ∈ X : ρ(x,y) = ρ(y,x),

4. ∀x,y,z ∈ X : ρ(x,z)≤ ρ(x,y)+ρ(y,z).

Tento prostor je metrický, jestliže navı́c platı́

5. ∀x,y ∈ X : ρ(x,y) = 0 =⇒ x = y.



Kapitola 1

Definice topologického prostoru

Topologický prostor lze definovat mnoha ekvivalentnı́mi způsoby, v závislosti na tom,
který topologický pojem známý z metrických prostorů (jako třeba otevřená množina,
uzavřená množina, okolı́ či uzávěr) budeme považovat za základnı́. Vlastnosti prostoru
popı́šeme pomocı́ vlastnostı́ tohoto pojmu, zbylé topologické pojmy prohlásı́me za od-
vozené a pomocı́ základnı́ho pojmu je definujeme. Poté je samozřejmě třeba ukázat,
že všechny takto vzniklé definice topologického prostoru ve skutečnosti popisujı́ ty-
též objekty. Tento přı́stup nám mimo jiné umožnı́ kdykoli použı́vat právě tu definici
topologického prostoru, která se nám zrovna nejvı́ce hodı́.

Nejčastěji se za základnı́ definici topologického prostoru považuje následujı́cı́ definice
pomocı́ otevřených množin:

Definice 1.1 (topologického prostoru pomocı́ otevřených množin). Topologiı́ na množině
X rozumı́me libovolný systém T ⊆℘(X) podmnožin X splňujı́cı́

1. /0,X ∈T ,

2. ∀A,B ∈T : A∩B ∈T ,

3. pro libovolnou indexovou množinu I a množiny Ai ∈T , pro i ∈ I, platı́
⋃

i∈I Ai ∈
T .

Prvky topologie T se nazývajı́ otevřené množiny a dvojice (X ,T ) se nazývá topologický
prostor. Prvky množiny X se nazývajı́ body prostoru (X ,T ).

Ekvivalentně můžeme řı́ci, že topologie na X je systém podmnožin X uzavřený na
libovolná sjednocenı́ a konečné průniky.

Všimněte si, že množina A⊆ X je otevřená v prostoru (X ,T ) právě tehdy, když pro
každý jejı́ bod x ∈ A existuje otevřená množina B ∈T taková, že x ∈ B⊆ A. Je tomu tak
proto, že při splněnı́ této podmı́nky platı́ A =

⋃
{B ∈T | B⊆ A}, a tedy je A otevřená

dı́ky třetı́mu axiomu v definici topologie. K důkazu, že množina A je otevřená, stačı́
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tedy ukázat, že libovolný bod množiny A je obsažen v nějaké podmnožině A, která je
otevřená. Důkaz otevřenosti množiny se většinou provádı́ právě tı́mto způsobem.

Uvědomme si nynı́, že každý pseudometrický prostor (X ,ρ) lze skutečně chápat
jako topologický prostor. Vı́me, že podmnožina pseudometrického prostoru je ote-
vřená, jestliže s každým svým bodem obsahuje i nějakou kouli se středem v tomto
bodě. Pro otevřenou kouli o poloměru ε se středem v bodě x budeme použı́vat značenı́
B(x,ε) = {y ∈ X | ρ(x,y) < ε}. Potom můžeme definovat na X topologii Tρ indukova-
nou pseudometrikou ρ následovně:

Tρ = {A⊆ X | ∀x ∈ A ∃ε > 0: B(x,ε)⊆ A}.

Snadno se ověřı́, že (X ,Tρ) je skutečně topologický prostor. Na druhou stranu, o topo-
logickém prostoru (X ,T ) řı́káme, že je (pseudo)metrizovatelný, jestliže na X existuje
(pseudo)metrika ρ taková, že T = Tρ .

Pokud máme na množině X dány dvě ekvivalentnı́ metriky, tak indukujı́ tutéž topo-
logii. Topologii indukovanou euklidovskou metrikou na prostoru Rn (nebo kteroukoli
ze standardnı́ch euklidovské metrice ekvivalentnı́ch metrik) značı́me E . Opačně ovšem
nenı́ pravda, že indukujı́-li dvě metriky tutéž topologii, potom jsou ekvivalentnı́. Tako-
vým přı́kladem jsou třeba metriky ρ a σ na R definované předpisy ρ(x,y) = |x− y| a
σ(x,y) = |ex− ey|.

Přı́klad 1.2.

1. Pro libovolnou množinu X je (X ,℘(X)) topologický prostor, zvaný diskrétnı́.
Tento prostor je indukován napřı́klad metrikou, kde vzdálenost libovolných dvou
různých bodů je stejná.

2. Pro libovolnou množinu X je (X ,{ /0,X}) topologický prostor, zvaný indiskrétnı́.
Snadno se nahlédne, že pro alespoň dvouprvkovou množinu X tento prostor nenı́
metrizovatelný, ale je indukovaný pseudometrikou, kde vzdálenost libovolných
dvou bodů je nulová.

3. Dvoubodový topologický prostor ({a,b},{ /0,{a},{a,b}}) se nazývá Sierpinského
prostor. Dı́ky své asymetrii tento prostor nenı́ ani pseudometrizovatelný.

4. Asymetrie ovšem nemusı́ být jediným důvodem, proč topologický prostor nenı́
pseudometrizovatelný, jak ukazuje přı́klad takzvaného prostoru konečných kom-
plementů (X ,T ) na nekonečné množině X , kde

A ∈T ⇐⇒ A = /0 nebo X \A je konečná.

Pokud by totiž byla jeho topologie indukovaná nějakou pseudometrikou ρ , musela
by existovat dvojice bodů x,y ∈ X s nenulovou vzdálenostı́. Potom by koule
B(x,ρ(x,y)/2) a B(y,ρ(x,y)/2) byly dı́ky trojúhelnı́kové nerovnosti neprázdné
otevřené disjunktnı́ podmnožiny X , což je ve sporu s definicı́ topologie T .
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Komplementy otevřených podmnožin topologického prostoru nazýváme uzavřené.
Dı́ky De Morganovým zákonům je snadné ověřit, že topologické prostory lze ekviva-
lentně definovat takto:

Definice 1.3 (topologického prostoru pomocı́ uzavřených množin). Dvojice (X ,F ) se
nazývá topologický prostor, jestliže F ⊆℘(X) a splňuje

1. /0,X ∈F ,

2. ∀A,B ∈F : A∪B ∈F ,

3. pro libovolnou indexovou množinu I a množiny Ai ∈F , pro i∈ I, platı́
⋂
i∈I

Ai ∈F .

Prvky F se nazývajı́ uzavřené množiny.

Mezi definicı́ pomocı́ otevřených množin a definicı́ pomocı́ množin uzavřených mů-
žeme tedy přecházet takto:

F = {A⊆ X | X \A ∈T }, T = {A⊆ X | X \A ∈F}.

Dalšı́mi topologickými pojmy známými z teorie metrických prostorů, které můžeme
pomocı́ otevřených množin zavést, jsou uzávěr, vnitřek a hranice podmnožiny topolo-
gického prostoru. Je-li (X ,T ) topologický prostor a A ⊆ X nějaká množina bodů X ,
definujeme uzávěr A (označovaný rovněž cl(A)) množiny A v prostoru X jako nejmenšı́
uzavřenou podmnožinu X obsahujı́cı́ A. Všimněme si, že dı́ky axiomům topologického
prostoru má skutečně každá množina A uzávěr, nebot’ jej můžeme zı́skat jako průnik
všech uzavřených množin obsahujı́cı́ch A. Je rovněž užitečné si uvědomit, jaké vyjádřenı́
uzávěru zı́skáme, přeneseme-li tuto charakterizaci do duálnı́ řeči otevřených množin:

A = {x ∈ X | ∀U ∈T : x ∈U =⇒ A∩U 6= /0}.

Podobně definujeme vnitřek A◦ množiny A⊆ X jako největšı́ otevřenou podmnožinu
X obsaženou v A. Všimněte si, že vnitřek je duálnı́m pojmem k uzávěru, tedy že A◦ = X \
X \A. Hranicı́ (boundary) množiny A rozumı́me rozdı́l mezi jejı́m uzávěrem a vnitřkem.
Uvědomte si, že právě definované pojmy se vždy vztahujı́ k prostoru X , v němž se
množina A nacházı́; tedy napřı́klad hranice intervalu 〈0,1〉 v euklidovském prostoru R
je {0,1}, zatı́mco hranice 〈0,1〉 v prostoru 〈0,1〉 je prázdná.

Množina A se nazývá hustá v prostoru X , jestliže jejı́m uzávěrem je celý prostor. Řı́-
káme, že topologický prostor je separabilnı́, jestliže obsahuje nějakou nejvýše spočetnou
hustou podmnožinu.

Cvičenı́ 1.4.

1. Vyjádřete předchozı́ pojmy plně v řeči otevřených množin i plně v řeči uzavřených
množin.
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2. Ukažte, že hranice je vždy uzavřená.

3. Dejte přı́klad podmnožiny metrického prostoru R2, jejı́ž hranicı́ je celý prostor.

Pojem topologického prostoru můžeme definovat rovněž pomocı́ vlastnostı́ operátoru
uzávěru:

Definice 1.5 (topologického prostoru pomocı́ uzávěru). Dvojice (X , ·) se nazývá topo-
logický prostor, jestliže · : ℘(X)→℘(X) je zobrazenı́ splňujı́cı́

1. /0 = /0,

2. ∀A⊆ X : A⊆ A,

3. ∀A⊆ X : A = A,

4. ∀A,B⊆ X : A∪B = A∪B.

Abychom ověřili, že tato definice je ekvivalentnı́ předchozı́ definici pomocı́ uzavře-
ných množin, musı́me nejprve pomocı́ uzávěru definovat, kdy je množina uzavřená:

∀A⊆ X : A ∈F ⇐⇒ A = A. (1.1)

Cvičenı́ 1.6.

1. Ověřte, že operátor uzávěru definovaný pomocı́ uzavřených množin splňuje axi-
omy v definici 1.5.

2. Ukažte, že z axiomů v definici 1.5 plyne, že zobrazenı́ · je monotónnı́ vzhledem
k inkluzi, tedy že ∀A⊆ B⊆ X : A⊆ B.

3. Ověřte, že uzavřené množiny definované předpisem (1.1) splňujı́ axiomy v defi-
nici 1.3.

Všimněte si, že k ověřenı́ platnosti axiomů definice 1.3 nebylo třeba použı́t axiom 3
definice 1.5. Pokud bychom tento axiom vypustili, tak by sice nadále každý uzávěrový
operátor definoval topologický prostor, ovšem stejný prostor by bylo možné zadat pomocı́
vı́ce různých uzávěrových operátorů, a v tomto smyslu by definice nebyly ekvivalentnı́.
Abychom ověřili, že námi uvedené definice skutečně ekvivalentnı́ jsou, potřebujeme
ukázat následujı́cı́:

1. Uzávěrový operátor určený množinou uzavřených množin F definovanou před-
pisem (1.1) je roven původnı́mu operátoru · .

2. Je-li · uzávěrový operátor určený množinou F splňujı́cı́ definici 1.3, potom je
splněna podmı́nka (1.1). Jinými slovy, zı́skaný uzávěrový operátor definuje jako
uzavřené právě původnı́ uzavřené množiny.
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Dokažme si prvnı́ z těchto tvrzenı́. Vı́me, že nový uzávěr množiny A je roven nejmenšı́
množině F ∈F splňujı́cı́ F ⊇ A. Ukážeme, že touto množinou je právě A. Množina A
skutečně patřı́ do F dı́ky axiomu 3 a splňuje požadovanou inkluzi dı́ky axiomu 2. Pokud
je F ∈F libovolná množina splňujı́cı́ F ⊇ A, potom F = F podle (1.1) a F ⊇ A dı́ky
monotonii · (cvičenı́ 1.6.2). Dohromady tedy dostáváme F ⊇ A, což ukazuje, že A je
opravdu mezi těmito množinami nejmenšı́.

Cvičenı́ 1.7.

1. Dokončete důkaz ekvivalence definic 1.3 a 1.5.

2. Formulujte definici topologického prostoru pomocı́ vnitřku a zdůvodněte jejı́ ekvi-
valenci s předchozı́mi definicemi.

Dalšı́m užitečným topologickým pojmem, kterému se budeme věnovat, je okolı́. In-
tuitivně, okolı́m daného bodu myslı́me takovou množinu, která pro nějakou úroveň
blı́zkosti obsahuje všechny body, které jsou k tomuto bodu takto blı́zko. Formálně, řı́-
káme, že množina A⊆ X je okolı́m (neighbourhood) bodu x∈ X v topologickém prostoru
(X ,T ), jestliže existuje otevřená množina U ∈ T splňujı́cı́ x ∈U ⊆ A. Množinu všech
okolı́ bodu x značı́me T (x).

Topologický prostor můžeme ekvivalentně definovat také pomocı́ vlastnostı́ okolı́.

Definice 1.8 (topologického prostoru pomocı́ okolı́). Dvojice (X ,T ) se nazývá topo-
logický prostor, jestliže T : X →℘(℘(X)) je zobrazenı́, které pro každý bod x ∈ X
splňuje

1. X ∈T (x),

2. ∀A ∈T (x) : x ∈ A,

3. ∀A ∈T (x) ∀B⊆ X : A⊆ B =⇒ B ∈T (x),

4. ∀A,B ∈T (x) : A∩B ∈T (x),

5. ∀A ∈T (x) ∃B ∈T (x) ∀y ∈ B : A ∈T (y)
(tato podmı́nka v podstatě řı́ká, že v každém okolı́ A bodu x existuje nějaké
podokolı́, které neobsahuje žádné body hranice A).

Ukažme si, že i tato definice je ekvivalentnı́ definici pomocı́ otevřených množin. Stejně
jako v přı́padě uzávěru nejprve zadefinujme původnı́ pojem otevřené množiny pomocı́
okolı́: množina je otevřená, jestliže je okolı́m každého svého bodu, tedy

∀A⊆ X : A ∈T ⇐⇒ (∀x ∈ A)(A ∈T (x)). (1.2)

Cvičenı́ 1.9.



8 KAPITOLA 1. DEFINICE TOPOLOGICKÉHO PROSTORU

1. Ověřte, že okolı́ bodů v topologickém prostoru splňujı́ axiomy v definici 1.8.

2. Ověřte, že otevřené množiny definované předpisem (1.2) splňujı́ axiomy v defi-
nici 1.1.

3. Dokažte, že okolı́ bodů v topologickém prostoru určeném množinou otevřených
množin T splňujı́ podmı́nku (1.2).

K ověřenı́ ekvivalence definic 1.8 a 1.1 zbývá kromě faktů uvedených ve cvičenı́ 1.9 již
jen ukázat, že pokud pomocı́ libovolného zobrazenı́ T splňujı́cı́ho axiomy definice 1.8
definujeme otevřené množiny, tak se okolı́ určená těmito množinami budou shodovat
s těmi, která zadává zobrazenı́ T . Ukážeme tedy, že množina A je okolı́m bodu x právě
tehdy, když A ∈T (x).

Je-li A okolı́m x, existuje otevřená množina U ∈ T splňujı́cı́ x ∈U ⊆ A. Podle (1.2)
tedy platı́ U ∈T (x) a axiom 3 řı́ká, že i A ∈T (x).

Opačně, pokud A ∈ T (x), musı́me prokázat, že A je okolı́m x, a to tak, že najdeme
otevřenou množinu U ⊆ A obsahujı́cı́ x. Za tuto množinu je přirozené volit vnitřek
množiny A, přičemž vnitřek můžeme pomocı́ okolı́ popsat následovně:

U = {y ∈ X | A ∈T (y)}.

Takto definovaná množina U je podmnožinou A dı́ky axiomu 2. Zbývá tedy ukázat,
že U je otevřená podle předpisu (1.2). Vezmeme-li ovšem libovolný bod y ∈U , vı́me
o něm, že A ∈T (y), a tedy podle axiomu 5 existuje B ∈T (y), jejı́ž každý bod z splňuje
A ∈ T (z). Proto je B podmnožinou U a dı́ky axiomu 3 dostáváme U ∈ T (y), čı́mž je
otevřenost U dokázána.

Chceme-li zadat nějaký topologický prostor, nenı́ většinou výhodné popsat přı́mo
některý z pojmů zavedených v předchozı́ch definicı́ch. V přı́padě definice pomocı́ ote-
vřených množin lze využı́t, na jaké operace je množina T uzavřená, a popsat pouze
dostatek otevřených množin, ze kterých je již možné pomocı́ těchto operacı́ vygenerovat
celou množinu T . Pojmy, které se v této souvislosti použı́vajı́, jsou báze a subbáze.

Je-li (X ,T ) topologický prostor, potom o množině otevřených množin B⊆T řı́káme,
že je bázı́ topologie T , jestliže každý prvek T je sjednocenı́m nějakých prvků B.
Napřı́klad topologii indukovanou pseudometrikou jsme vlastně definovali pomocı́ báze
složené ze všech koulı́ B = {B(x,ε) | x ∈ X , ε ∈ R+}. Ekvivalentně ji ovšem můžeme
definovat pomocı́ báze B = {B(x,ε) | x ∈ X , ε ∈Q+}.

Cvičenı́ 1.10. Dejte přı́klad spočetné báze prostoru (Rn,E ).

Abychom mohli topologické prostory zadávat pomocı́ bázı́, potřebujeme jen vědět,
které množiny podmnožin X jsou bázı́ nějaké topologie.
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Tvrzenı́ 1.11. Množina S ⊆℘(X) je bázı́ nějaké topologie na množině X právě tehdy,
když

⋃
S = X a

∀A,B ∈S ∀x ∈ A∩B ∃C ∈S : x ∈C ⊆ A∩B. (1.3)

Cvičenı́ 1.12. Dokažte tvrzenı́ 1.11.

Podmnožina topologie S ⊆ T se nazývá subbáze topologie T , jestliže každý pr-
vek T je sjednocenı́m konečných průniků prvků S , tedy jestliže konečné průniky
prvků S tvořı́ bázi T .

Přı́klad 1.13. Množina intervalů {(−∞,a),(a,∞) | a ∈ R} je subbázı́ prostoru (R,E ).

Cvičenı́ 1.14. Ukažte, že každá množina S ⊆℘(X) je subbázı́ nějaké topologie na X .

Podobně můžeme mluvit i o bázi okolı́ nějakého bodu x prostoru (X ,T ), čı́mž myslı́me
libovolnou podmnožinu B ⊆ T (x) takovou, že pro všechna okolı́ U ∈ T (x) existuje
V ∈B splňujı́cı́ V ⊆U . Napřı́klad v libovolném metrickém prostoru má každý bod x
spočetnou bázi okolı́ tvořenou koulemi o poloměru 1/n, pro n ∈ N, se středem v x.

Máme-li na množině X definovány dvě topologie T1 a T2 splňujı́cı́ T1 ⊆T2, řı́káme,
že T1 je hrubšı́ (slabšı́, coarser) než T2 a že T2 je jemnějšı́ (silnějšı́, finer) než T1.

Tak jako v metrických prostorech, můžeme i v topologických prostorech mluvit o kon-
vergentnı́ch posloupnostech. Řı́káme, že posloupnost (xi)∞

i=1 bodů prostoru (X ,T ) kon-
verguje k bodu x ∈ X , jestliže

∀A ∈T (x) ∃n ∈ N ∀i > n : xi ∈ A,

tedy pro každé okolı́ bodu x existuje index, od kterého již všechny body posloupnosti
ležı́ v tomto okolı́.

Cvičenı́ 1.15. Charakterizujte konvergentnı́ posloupnosti v prostorech z přı́kladu 1.2.

Tvrzenı́ 1.16. Je-li A množina v topologickém prostoru (X ,T ), potom limity všech
konvergentnı́ch posloupnostı́ bodů množiny A ležı́ v uzávěru A. Proto, je-li A uzavřená,
obsahuje limity všech konvergentnı́ch posloupnostı́ svých bodů.

Následujı́cı́ přı́klad ukazuje, že na rozdı́l od metrických prostorů ovšem v obecných
topologických prostorech opačná implikace k předchozı́mu tvrzenı́ neplatı́, a uzavřené
množiny tedy nelze popsat pomocı́ konvergentnı́ch posloupnostı́. Jak uvidı́me v ná-
sledujı́cı́ kapitole, znamená to, že konvergentnı́ posloupnosti nejsou dostatečně silným
nástrojem, aby se s jejich pomocı́ dala charakterizovat spojitost zobrazenı́ mezi topolo-
gickými prostory.
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Přı́klad 1.17. Na nespočetné množině X uvažme topologii

T = {A⊆ X | A = /0 nebo X \A je nejvýše spočetná}.

Nynı́ si všimněme, že pokud posloupnost (xi)∞
i=1 konverguje k x vzhledem k topologii T ,

tak můžeme uvážit otevřené okolı́ (X \{xi | i ∈ N})∪{x} bodu x, které prokazuje, že od
jistého přirozeného čı́sla n pro všechna i > n platı́ xi = x. Tedy konvergence v prostoru
(X ,T ) je stejná jako konvergence v diskrétnı́m prostoru.

Přı́klad 1.18. Ukážeme si, že předuspořádané množiny jsou ve skutečnosti speciálnı́m
přı́padem topologických prostorů. Přesněji, předuspořádané množiny odpovı́dajı́ právě
topologickým prostorům (X ,T ), kde množina T je uzavřená na libovolné průniky.
Snadno se nahlédne, že tato podmı́nka na T je ekvivalentnı́ požadavku, aby každý
bod měl nejmenšı́ okolı́. Všimněte si, že tuto podmı́nku splňuje diskrétnı́, indiskrétnı́ i
Sierpinského prostor.

Na předuspořádané množině (X ,≤) můžeme topologii definovat tak, že za otevřené
prohlásı́me právě všechny nahoru uzavřené množiny, tedy množiny A ⊆ X splňujı́cı́
podmı́nku y≥ x ∈ A =⇒ y ∈ A. Opačně, je-li T topologie na X uzavřená na libovolné
průniky, můžeme zavést na X předuspořádánı́ předpisem x≤ y ⇐⇒ T (x)⊆T (y), tedy
bod x je menšı́ nebo roven bodu y, jestliže nejmenšı́ okolı́ x obsahuje nejmenšı́ okolı́ y.

Cvičenı́ 1.19.

1. Ukažte, že konstrukce uvedené v předchozı́m přı́kladu definujı́ vzájemně inverznı́
bijekce mezi množinou všech topologiı́ na X uzavřených na libovolné průniky a
množinou všech předuspořádánı́ na X .

2. Charakterizujte konvergentnı́ posloupnosti v topologickém prostoru odpovı́dajı́cı́m
předuspořádané množině (X ,≤).



Kapitola 2

Spojitá zobrazenı́

Definice 2.1. Jsou-li (X ,T ) a (Y,U ) topologické prostory, řı́káme, že zobrazenı́ f : X→
Y je spojité (continuous) (vzhledem k topologiı́m T a U ), jestliže pro všechna A ∈U
je f−1(A) ∈T .

Přı́klad 2.2. Zobrazenı́ id : (X ,T )→ (X ,U ) je spojité právě tehdy, když U je hrubšı́
než T .

Cvičenı́ 2.3. Dokažte, že zobrazenı́ předuspořádaných množin je izotonnı́ právě tehdy,
když je spojité vůči přı́slušným topologiı́m definovaným v přı́kladu 1.18.

Spojitost lze samozřejmě charakterizovat i pomocı́ ostatnı́ch pojmů zavedených v před-
chozı́ kapitole:

Cvičenı́ 2.4. Dokažte, že spojitost zobrazenı́ f : (X ,T )→ (Y,U ) je ekvivalentnı́ každé
z následujı́cı́ch podmı́nek:

1. Vzor každé uzavřené množiny v Y je uzavřená množina v X .

2. Pro každou podmnožinu A⊆ X platı́ f (A)⊆ f (A).

3. Pro každou podmnožinu A⊆ Y platı́ f−1(A◦)⊆ f−1(A)◦.

4. Existuje subbáze S topologie U taková, že pro všechna A∈S platı́ f−1(A)∈T .

Pokusı́me-li se popsat spojitost pomocı́ okolı́, obdržı́me navı́c definici spojitosti v bodě.
Řı́káme, že zobrazenı́ f : (X ,T )→ (Y,U ) je spojité v bodě x ∈ X , jestliže pro každé
A ∈ U ( f (x)) existuje B ∈ T (x) splňujı́cı́ f (B) ⊆ A. Jinými slovy, vzor libovolného
okolı́ bodu f (x) je okolı́m bodu x.

Cvičenı́ 2.5. Dokažte, že zobrazenı́ f : (X ,T )→ (Y,U ) je spojité právě tehdy, když je
spojité v každém bodě prostoru X .

11
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Snadno se nahlédne, že pro metrické prostory je výše uvedená definice spojitosti
v bodě ekvivalentnı́ obvyklé ε-δ -definici, a proto ze cvičenı́ 2.5 vyplývá, že v přı́padě
metrických prostorů se topologická definice spojitosti shoduje s ε-δ -definicı́.

Je dobře známo, že spojitost zobrazenı́ metrických prostorů lze popsat pomocı́ konver-
gence posloupnostı́. Následujı́cı́ tvrzenı́ ukazuje, že tuto charakterizaci je možné použı́t
pro topologické prostory za předpokladu, že topologie T je indukovaná pseudometrikou.

Tvrzenı́ 2.6 (ACω ). Pro libovolný pseudometrický prostor (X ,ρ) a topologický prostor
(Y,U ) je zobrazenı́ f : (X ,Tρ)→ (Y,U ) spojité právě tehdy, když pro každou posloup-
nost (xi)∞

i=1 v prostoru X konvergujı́cı́ k bodu x ∈ X posloupnost ( f (xi))∞
i=1 konverguje

k bodu f (x).

Důkaz. “=⇒” Ze spojitosti f vı́me, že pro libovolné okolı́ A bodu f (x) je f−1(A) okolı́m
bodu x. Protože posloupnost (xi)∞

i=1 konverguje k x, existuje přirozené čı́slo n takové,
že pro všechna i > n máme xi ∈ f−1(A), a tedy f (xi) ∈ A, což dokazuje konvergenci
posloupnosti ( f (xi))∞

i=1 k bodu f (x).
“⇐=” Obrácenou implikaci dokážeme obměnou. Předpokládáme, že existuje bod

x ∈ X , v němž nenı́ f spojité, a zkonstruujeme posloupnost konvergujı́cı́ k tomuto bodu,
jejı́ž obraz nekonverguje k f (x). Podle předpokladu existuje okolı́ A bodu f (x) takové,
že pro žádné okolı́ B bodu x neplatı́ f (B)⊆ A. Vezmeme-li tedy za B okolı́ tvaruB(x,1/i)
pro všechna přirozená čı́sla i, můžeme vybrat pro každé i bod xi ∈ B(x,1/i) splňujı́cı́
f (xi) /∈ A. Proto posloupnost (xi)∞

i=1 konverguje k x, zatı́mco posloupnost ( f (xi))∞
i=1

k bodu f (x) nekonverguje.

Vidı́me, že k důkazu obrácené implikace jsme využili faktu, že okolı́ bodu v pseu-
dometrickém prostoru jsou plně zadána posloupnostı́ bázových okolı́ tvořenou koulemi
o poloměru 1/n. Skutečně, pokud báze okolı́ bodů nejsou spočetné, může být podmı́nka
založená na konvergenci posloupnostı́ slabšı́ než požadavek spojitosti, i když cı́lový
prostor je metrizovatelný. Takovou situaci ukazuje následujı́cı́ přı́klad.

Přı́klad 2.7. Uvažme zobrazenı́ id : (R,T )→ (R,E ), kde T je topologie spočetných
komplementů definovaná v přı́kladu 1.17. Toto zobrazenı́ triviálně splňuje podmı́nku na
konvergenci posloupnostı́. Ovšem rovněž se snadno vidı́, že toto zobrazenı́ nenı́ spojité,
nebot’napřı́klad otevřený interval (0,1) má nespočetný komplement.

Pokud bychom chtěli zı́skat charakterizaci spojitosti a dalšı́ch pojmů známých z te-
orie metrických prostorů analogickou charakterizaci pomocı́ limit posloupnostı́, museli
bychom tedy mı́sto posloupnostı́ použı́t obecnějšı́ pojem, který by nám umožnil vybı́rat
body nejen ze spočetné báze okolı́ bodu jako v předchozı́m důkazu, ale z libovolné mno-
žiny zmenšujı́cı́ch se okolı́. V přı́padě metrických prostorů jsme věděli, že bázi okolı́
tvořı́ klesajı́cı́ posloupnost, a proto si vystačı́me s posloupnostmi bodů, což znamená,
že po každém bodu následuje dalšı́ bod. Obecně ovšem vı́me jen, že průnik dvou okolı́
nějakého bodu je opět jeho okolı́m, a tedy budeme vybı́rat body tak, že ke každým
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dvěma bodům budeme mı́t bod, který následuje po obou. Formálnı́m pojmem zachycu-
jı́cı́m tuto myšlenku je sı́t’. Sı́t’ N v prostoru (X ,T ) je zobrazenı́ z libovolné usměrněné
množiny (A,≤) (tj. uspořádané množiny, kde každá dvojice prvků má nějakou hornı́
závoru) do X . O sı́ti N : A→ X se řı́ká, že konverguje k bodu x ∈ X , jestliže pro každé
okolı́ U bodu x existuje a ∈ A takové, že pro všechna b ≥ a platı́ N(b) ∈U . Přestože
v našem textu nebudeme charakterizaci konvergence pomocı́ sı́tı́ použı́vat, je možné dále
popisované vlastnosti prostorů ekvivalentně zavést i pomocı́ tohoto pojmu analogicky
jako pro metrické prostory pomocı́ posloupnostı́. Uvědomte si jen, že při přechodu mezi
charakterizacı́ pomocı́ otevřených množin a pomocı́ sı́tı́ či posloupnostı́ musı́me vždy
použı́t axiom výběru.

Cvičenı́ 2.8. Dokažte, že id : (X ,T )→ (X ,T ) je spojité zobrazenı́ a že složenı́m dvou
spojitých zobrazenı́ vznikne opět spojité zobrazenı́.

V úvodu jsme si řı́kali, že v topologii nebudeme rozlišovat mezi prostory, které se na
sebe dajı́ vzájemně převést spojitou deformacı́. Ve formálnı́ definici topologicky stejných
prostorů budeme tedy požadovat existenci bijekce mezi těmito prostory, která takovou
spojitou deformaci realizuje.

Definice 2.9. Bijekce f : X → Y se nazývá homeomorfismus prostorů (X ,T ) a (Y,U ),
jestliže jsou f i f−1 spojitá zobrazenı́. Pokud mezi dvěma prostory (X ,T ) a (Y,U )
existuje homeomorfismus, řı́káme, že jsou homeomorfnı́, a pı́šeme (X ,T )∼= (Y,U ).

Poznámka 2.10. Dı́ky cvičenı́ 2.8 můžeme mluvit o kategorii, jejı́miž objekty jsou
topologické prostory a morfismy spojitá zobrazenı́. Přitom homeomorfismy jsou právě
izomorfismy v této kategorii.

Přı́klad 2.11.

1. Zobrazenı́ metrických prostorů f : 〈0,1) → {c ∈ C | |c|= 1} dané předpisem
f (x) = e2πxi je spojitá bijekce intervalu na kružnici, jejı́ž inverze ovšem spojitá
nenı́. Skutečně si později ukážeme, že interval a kružnice nejsou homeomorfnı́.

2. Pro libovolná přirozená čı́sla m 6= n nejsou euklidovské prostory Rm a Rn ho-
meomorfnı́. Důkaz tohoto tvrzenı́ ovšem nenı́ snadný; lze jej nalézt napřı́klad
v paragrafu X.1 skript [1].

3. Metrické prostory (0,1) a R jsou homeomorfnı́, což dokazuje napřı́klad zobrazenı́
x 7→ cotg(πx). Přitom si všimněte, že prostor R je úplný (tedy v něm každá cau-
chyovská posloupnost konverguje), kdežto interval (0,1) úplný nenı́. Tedy home-
omorfismy nezachovávajı́ úplnost metrických prostorů, což znamená, že úplnost
nenı́ topologická vlastnost.
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Kapitola 3

Základnı́ konstrukce topologických
prostorů

Z univerzálnı́ algebry vı́me, že z daných algeber je vždy možné zı́skávat nové algebry
pomocı́ jistých základnı́ch konstrukcı́ jako jsou podalgebry, součiny, součty či kvocienty
(homomorfnı́ obrazy). Mnohé z těchto konstrukcı́ ovšem nelze aplikovat na metrické
prostory; to je přı́pad jak obecných součinů, tak kvocientů. Situace se ovšem měnı́, pokud
mı́sto metrických prostorů uvážı́me obecné topologické prostory. Přestože topologické
prostory a algebry se v mnoha ohledech chovajı́ značně odlišně, ukážeme si, že všechny
výše uvedené operace jsou definovatelné a užitečné i v přı́padě topologických prostorů.

3.1 Podprostory

Necht’(X ,T ) je topologický prostor a Y je libovolná podmnožina X . V přı́padě algeber
je jediný způsob, jak definovat strukturu algebry na podmnožině Y algebry X tak, aby
vnořenı́ ι : Y ↪→ X bylo homomorfismem, a to navı́c pouze v přı́padě, že podmnožina Y
je uzavřená na všechny operace. Po topologickém podprostoru budeme analogicky po-
žadovat, aby vnořenı́ bylo spojité zobrazenı́. Ovšem tato podmı́nka většinou neurčuje
topologii na Y jednoznačně, nebot’ pouze vyžaduje, aby pro každou otevřenou pod-
množinu A ⊆ X byla množina ι−1(A) = A∩Y otevřená v podprostoru Y . Existuje tedy
nejhrubšı́ topologie na Y , která podmı́nku spojitosti ι splňuje, a právě tato topologie,
označovaná T |Y , je topologiı́ podprostoru Y . Dı́ky této volbě potom vzniklý podprostor
má očekávanou univerzálnı́ vlastnost, že každé spojité zobrazenı́ z libovolného pro-
storu do (X ,T ), jehož obraz je podmnožinou Y , je současně spojitým zobrazenı́m do
prostoru (Y,T |Y ). Tvořı́me-li topologii na nějaké množině tı́mto způsobem, tedy jako
nejhrubšı́ topologii takovou, že daná zobrazenı́ do jistých topologických prostorů jsou
spojitá, mluvı́me o projektivnı́ topologii vzhledem k těmto zobrazenı́m.
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Tvrzenı́ 3.1. Je-li (X ,T ) topologický prostor a Y ⊆ X , tak T |Y = {A∩Y | A ∈T }
je topologiı́ na množině Y . Tato topologie je nejhrubšı́ topologiı́ U na Y takovou, že
vnořenı́ (Y,U ) do (X ,T ) je spojité.

Topologický prostor (Y,T |Y ) definovaný v tvrzenı́ 3.1 se nazývá podprostor prostoru
(X ,T ) určený podmnožinou Y .

Přı́klad 3.2. V prostoru konečných komplementů je každý konečný podprostor diskrétnı́
a každý nekonečný podprostor je opět prostorem konečných komplementů.

Cvičenı́ 3.3. Dokažte, že pro topologický prostor (X ,T ) a podmnožinuY ⊆X je splněna
podmı́nka

∀A⊆ Y : A ∈T |Y ⇐⇒ A ∈T

právě tehdy, když Y ∈T .

Protože podprostor je dobře definovaným pojmem i v přı́padě metrických prostorů,
měli bychom ověřit, že námi definovaný pojem podprostoru topologického prostoru
skutečně zobecňuje pojem podprostoru prostoru metrického. Vezměme tedy libovolný
metrický prostor (X ,ρ) a jeho podmnožinu Y ⊆ X . Metrika na podprostoru Y je dána
zúženı́m ρ na Y ×Y , a tedy jı́ indukovaná topologie Tρ|Y 2 má bázi tvořenou koulemi
{z ∈ Y | ρ(z,y) < ε}, kde y ∈ Y a ε ∈ R+. Použijeme-li k definovánı́ topologie na Y
topologickou definici aplikovanou na prostor (X ,Tρ), dostaneme topologii Tρ |Y s bázı́
tvořenou množinami tvaru {z ∈ Y | ρ(z,x) < ε}, kde x ∈ X a ε ∈ R+. Tato báze tedy
obsahuje všechny množiny z báze topologie Tρ|Y 2 . Na druhou stranu se dá snadno
ověřit, že každá množina z této báze je vygenerována množinami báze Tρ|Y 2 , a tedy
Tρ|Y 2 = Tρ |Y .

Cvičenı́ 3.4. Dokažte, že když (X ,ρ) je metrický prostor a Y ⊆ X , tak každá množina
tvaru {z ∈ Y | ρ(z,x) < ε}, kde x ∈ X a ε ∈ R+, je sjednocenı́m nějakých množin tvaru
{z ∈ Y | ρ(z,y) < ε}, kde y ∈ Y a ε ∈ R+.

V dalšı́m textu se budeme často setkávat se dvěma významnými podprostory prostoru
(Rn,E ), a to s n-rozměrnou koulı́ Bn = {x ∈ Rn | |x| ≤ 1} a s jejı́ hranicı́, kterou je
n−1-rozměrná sféra Sn−1 = {x ∈ Rn | |x|= 1}.

3.2 Kvocienty
Duálnı́ konstrukcı́ k podprostoru je kvocient. V přı́padě algeber je pro danou algebru A
a relaci ekvivalence ∼ na A možné přirozeně definovat operaci na A/∼, pouze pokud
∼ je kongruencı́ algebry A. V přı́padě topologických prostorů lze přirozeně definovat
topologii na X/∼ pro každý topologický prostor (X ,T ) a libovolnou relaci ekvivalence
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∼ na X . Jak ovšem uvidı́me, mnoho pěkných vlastnostı́ původnı́ho prostoru se touto kon-
strukcı́ obecně nezachovává. Při definici topologie na X/∼ budeme chtı́t, aby přirozená
projekce ν : X � X/∼ byla spojitá. To znamená, že za otevřené množiny v X/∼ lze
brát pouze takové, jejichž vzor v tomto zobrazenı́ (tedy sjednocenı́ přı́slušných třı́d∼) je
otevřená množina v X . Definujeme-li tedy jako otevřené všechny množiny v X/∼, které
tuto podmı́nku splňujı́, zı́skáme nejjemnějšı́ topologii, pro niž je zobrazenı́ ν spojité. To-
pologie zı́skaná tı́mto způsobem, tedy nejjemnějšı́ topologie splňujı́cı́, že jistá zobrazenı́
do vzniklého prostoru jsou spojitá, se nazývá induktivnı́. Při této volbě topologie bude mı́t
zobrazenı́ ν rovněž očekávanou vlastnost, že každé spojité zobrazenı́ z (X ,T ) do libo-
volného prostoru (Y,U ), jehož jádro obsahuje∼, je složenı́m ν a nějakého jednoznačně
určeného spojitého zobrazenı́ z X/∼ do Y . Pro zjednodušenı́ zápisu využijeme faktu,
že relace ekvivalence odpovı́dajı́ surjektivnı́m zobrazenı́m, a celou definici formulujeme
pouze v řeči zobrazenı́.

Tvrzenı́ 3.5. Je-li (X ,T ) topologický prostor a f : X � Y surjektivnı́ zobrazenı́, tak
U = {A⊆ Y | f−1(A) ∈T } je topologiı́ na množině Y . Je-li navı́c g : (X ,T )→ (Z,V )
libovolné spojité zobrazenı́ splňujı́cı́ ker f ⊆ kerg, tak existuje jediné spojité zobrazenı́
h : (Y,U )→ (Z,V ) takové, že h◦ f = g.

Topologický prostor (Y,U ) definovaný v tvrzenı́ 3.5 se nazývá kvocient prostoru
(X ,T ).

Přı́klad 3.6.

1. Je-li∼ relace ekvivalence na uzavřeném intervalu 〈0,1〉 s jedinou netriviálnı́ třı́dou
rozkladu {0,1} obsahujı́cı́ právě krajnı́ body intervalu, pak 〈0,1〉/∼∼= S1.

2. Ztotožnı́me-li ve čtverci X = 〈0,1〉×〈0,1〉 protilehlé body dvou protilehlých stran,
tedy [0,x] ∼ [1,x] pro x ∈ 〈0,1〉, bude X/∼ válcová plocha. Ztotožnı́me-li navı́c
i protilehlé body zbylých dvou stran, tedy [x,0] ∼ [x,1] pro x ∈ 〈0,1〉, bude X/∼
homeomorfnı́ toru.

3. Pokud v předchozı́m přı́kladu ztotožnı́me jednu dvojici stran v opačném směru,
to jest [x,0]∼ [1−x,1] pro x ∈ 〈0,1〉, bude výsledný kvocient X/∼ homeomorfnı́
Kleinově láhvi.

Významným speciálnı́m přı́padem kvocientu je situace, kdy ztotožňujeme jistou pod-
množinu A prostoru (X ,T ) do jednoho bodu, tedy∼= idX ∪ (A×A). Kvocient X/∼ se
v tomto přı́padě označuje X/A.

Cvičenı́ 3.7. Ukažte, že Bn/Sn−1 ∼= Sn. Využijte tohoto faktu k důkazu, že Sn je kvoci-
entem Bn+1.
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Přı́klad 3.8. Ukážeme si přı́klad jednoduchého kvocientu metrického prostoru, který
nenı́ metrizovatelný. Uvážı́me euklidovský prostor R2 a ztotožnı́me všechny body některé
přı́mky, tedy X = R2/(R×{0}). Dokážeme, že bod b = R×{0} prostoru X nemá
spočetnou bázi okolı́, což nenı́ v metrickém prostoru možné. Předpokládejme tedy, že
množiny An ⊆ X , pro n ∈N, tvořı́ spočetnou bázi otevřených okolı́ bodu b. To znamená,
že vzory všech těchto množin v přirozené projekci ν−1(An) jsou otevřené v R2 a obsahujı́
přı́mku R×{0}. Nynı́ dojdeme ke sporu tak, že zkonstruujeme okolı́ A bodu b, které
nebude obsahovat žádnou z množin An. Přitom pro každé n zajistı́me vlastnost An * A
tı́m, jak A definujeme v rámci přı́mky {n}×R. Za tı́mto účelem zvolı́me libovolné
αn ∈ R+ splňujı́cı́ [n,αn] ∈ ν−1(An); jelikož množina ν−1(An) je okolı́m bodu [n,0],
můžeme takové αn zı́skat napřı́klad jako

sup{ε ∈ (0,1) | B([n,0],ε)⊆ ν−1(An)}
2

.

Položme A = ν(B), kde

B =
⋃

n∈N

(
(n−1,n+1)× (−αn,αn)

)
∪
(
(−∞,1)× (−1,1)

)
.

Protože ν−1(A) = B je otevřená množina v R2, je A otevřeným okolı́m bodu b. Ovšem
pro každé n ∈ N bod [n,αn] /∈ B ležı́ v ν−1(An), a tedy An * A, což je ve sporu s tı́m, že
množiny An tvořı́ bázi okolı́ b.

Jak uvidı́me v kapitole o kompaktnosti, v tomto důkazu jsme využili toho, že přı́mka
R×{0} nenı́ kompaktnı́, nebot’ji lze pokrýt pomocı́ nekonečně mnoha otevřených mno-
žin tvaru (n−1,n+1)× (−αn,αn), přičemž po odstraněnı́ kterékoli z nich některý bod
přı́mky pokryt nebude. Proto také tento důkaz nemůžeme aplikovat v přı́padě kvocientu

X =
(
〈0,1〉×R

)
/
(
〈0,1〉×{0}

)
.

Tento kvocient je nejen metrizovatelný, ale dokonce homeomorfnı́ podprostoru

{[x,y] | y ∈ (−1,1), x ∈ 〈0, |y|〉}

euklidovského prostoru R2.

3.3 Retrakty
Cvičenı́ 3.9. Necht’ X a Y jsou topologické prostory a f : X → Y a g : Y → X jsou
spojitá zobrazenı́ splňujı́cı́ f ◦g = idY . Ukažte, že potom Y je kvocient prostoru X a g je
homeomorfismus prostoru Y na podprostor X .
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Vztah mezi prostory popsaný v předchozı́m cvičenı́ je v topologii velmi důležitý,
nebot’prostor Y má vždy s prostorem X mnoho společných vlastnostı́, které se obecně
nedědı́ na podprostory ani na kvocienty. Přitom se většinou předpokládá, že Y je přı́mo
podprostorem prostoru X a zobrazenı́ g je vnořenı́ podprostoru:

Definice 3.10. Pokud Y je podprostor topologického prostoru X a současně existuje
spojité zobrazenı́ r : X→Y splňujı́cı́ r(y) = y pro všechna y∈Y , řı́káme, žeY je retraktem
prostoru X , a zobrazenı́ r nazýváme retrakcı́ X na Y .

Přı́klad 3.11.

1. Libovolný oblouk je retraktem kružnice.

2. V kapitole ?? si ukážeme, že n-rozměrná sféra Sn nenı́ retraktem (n+1)-rozměrné
koule Bn+1, přestože je jejı́m podprostorem i kvocientem.

3.4 Součiny
Dalšı́ konstrukcı́, kterou definujeme, je součin. Pro jednoduchost se nejprve podı́vejme
na přı́pad součinu dvou prostorů, který umı́me definovat i v přı́padě metrických prostorů.
Vybereme-li si z ekvivalentnı́ch metrik na součinu metrických prostorů (X1,ρ1) a (X2,ρ2)
metriku

ρ((x1,x2),(y1,y2)) = max{ρ(x1,y1),ρ(x2,y2)},
bude koule o poloměru r se středem v bodě (x1,x2) součinem koulı́ o poloměru r se středy
v bodech x1 a x2. Takže bázi topologie součinu budou tvořit právě součiny bázových
množin v prostorech X1 a X2. Takto se také obecně zadefinuje součin dvou topologických
prostorů (X1,T1) a (X2,T2): na množině X1×X2 zadáme topologii bázı́

{U×V |U ∈T1, V ∈T2}.

Všimněme si nynı́, že tutéž topologii můžeme rovněž zadat pomocı́ subbáze

{U×X2 |U ∈T1}∪{X1×V |V ∈T2}.

Přitom množiny U×X2 a X1×V jsou vlastně právě vzory otevřených množin z prostorů
X1 a X2 v projekcı́ch p1 : X1×X2 → X1 a p2 : X1×X2 → X2. Tedy topologie součinu
je definována jako nejhrubšı́ topologie na X1×X2 taková, že obě projekce jsou spojité.
Jedná se tedy, stejně jako v přı́padě podprostorů, o projektivnı́ topologii. Touto definicı́
se rovněž zaručı́ očekávaná univerzálnı́ vlastnost součinu: libovolná spojitá zobrazenı́
z nějakého prostoru do X1 a X2 jednoznačně určujı́ spojité zobrazenı́ z tohoto prostoru
do X1×X2.

Přı́klad 3.12. Součin dvou kružnic je homeomorfnı́ toru.
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Nynı́ stejným způsobem zavedeme topologii i na nekonečných součinech topologic-
kých prostorů.

Definice 3.13. Pro libovolný systém topologických prostorů (Xi,Ti), pro i ∈ I, je jejich
součinem prostor ∏

i∈I
(Xi,Ti) = (∏

i∈I
Xi,T ), kde T je topologie generovaná subbázı́

{p−1
i (U) | i ∈ I, U ∈Ti}.

Báze součinové topologie generovaná subbázı́ v definici obsahuje právě množiny

k⋂
j=1

p−1
i j

(U j), kde k ∈ N0, i j ∈ I, U j ∈Ti j . (3.1)

To napřı́klad znamená, že pro každé okolı́ A libovolného bodu součinu ∏Xi se na všech
složkách s výjimkou konečně mnoha musejı́ v prvcı́ch množiny A vyskytovat všechny
body přı́slušného prostoru Xi.

Cvičenı́ 3.14. Ukažte, že topologie indukovaná standardnı́mi ekvivalentnı́mi metrikami
na součinu konečně mnoha metrických prostorů je právě součinová topologie.

V dalšı́m textu se často setkáme s užitı́m následujı́cı́ univerzálnı́ vlastnosti součinu.

Tvrzenı́ 3.15. Necht’(Y,U ) a (Xi,Ti), pro i ∈ I, jsou topologické prostory a (X ,T ) =
∏
i∈I

(Xi,Ti). Jsou-li fi : (Y,U )→ (Xi,Ti), pro i ∈ I, spojitá zobrazenı́, pak existuje právě

jedno spojité zobrazenı́ f : (Y,U )→ (X ,T ) splňujı́cı́ pi ◦ f = fi pro všechna i ∈ I. Toto
zobrazenı́ je dáno předpisem f (y) = ( fi(y))i∈I .

Důkaz. Nejprve si všimněme, že uvedený předpis zobrazenı́ f jednoznačně vyplývá
z podmı́nky na složenı́ s projekcemi. K dokončenı́ důkazu tvrzenı́ tedy stačı́ ověřit, že
toto zobrazenı́ f je spojité. Proto vezměme libovolnou množinu patřı́cı́ do standardnı́
subbáze prostoru (X ,T ) a ukažme, že jejı́ vzor v f je otevřená množina v (Y,U ).
Množina ze subbáze je tvaru p−1

i (U), kde U ∈Ti, a jejı́ vzor je f−1(p−1
i (U)) = f−1

i (U),
což je ovšem otevřená množina v prostoru (Y,U ) dı́ky spojitosti f−1.

Spojité zobrazenı́ f z tvrzenı́ 3.15 se obvykle značı́ ( fi)i∈I . Toto zobrazenı́ je tedy
definováno jako jediné zobrazenı́ takové, že všechny diagramy

(Y,U )
( fi)i∈I //

f j
''OOOOOOOOOOOOOO

∏
i∈I

(Xi,Ti)

p j

��
(X j,T j) ,
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pro j ∈ I, komutujı́.
Důležitým speciálnı́m přı́padem tvrzenı́ 3.15 je situace, kdy prostor (Y,U ) je rovněž

součinem nějakých prostorů (Yi,Ui), pro i∈ I, a pro každé i∈ I je dáno spojité zobrazenı́
gi : (Yi,Ui)→ (Xi,Ti). Potom můžeme za fi brát složenı́ gi ◦ p̄i, kde p̄ j značı́ přirozenou
projekci z ∏

i∈I
(Yi,Ui) na prostor (Y j,U j). Vzniklé zobrazenı́, obvykle označované ∏

i∈I
gi,

je tedy určeno komutativitou následujı́cı́ch diagramů pro všechna j ∈ I:

∏
i∈I

(Yi,Ui)
∏
i∈I

gi

//

p̄ j

��

∏
i∈I

(Xi,Ti)

p j

��
(Yj,U j) g j

// (X j,T j) .

Nynı́ si ukážeme, že součinová topologie charakterizuje právě bodovou konvergenci,
tedy konvergenci probı́hajı́cı́ na všech složkách součinu nezávisle.

Tvrzenı́ 3.16. Necht’(Xi,Ti), pro i ∈ I, jsou topologické prostory a x = (xi)i∈I a xk =
(xk,i)i∈I , pro k ∈ N, libovolné body prostoru ∏

i∈I
(Xi,Ti). Potom posloupnost (xk)∞

k=1

konverguje k bodu x právě tehdy, když pro všechna i∈ I posloupnost (xk,i)∞
k=1 konverguje

k bodu xi.

Důkaz. “=⇒” Předpokládejme, že posloupnost (xk)∞
k=1 konverguje k x, a uvažme libo-

volné i ∈ I. Pro libovolnou otevřenou množinu U ⊆ Xi obsahujı́cı́ bod xi potřebujeme
ukázat, že od určitého indexu patřı́ již všechny členy posloupnosti (xk,i)∞

k=1 do U . K tomu
si stačı́ povšimnout, že podle definice součinové topologie je množina p−1

i (U) otevřená
v prostoru ∏

i∈I
(Xi,Ti) a obsahuje bod x, a tedy od určitého indexu patřı́ všechny body

posloupnosti (xk)∞
k=1 do p−1

i (U). Proto od tohoto indexu i body xk,i = pi(xk) patřı́ do
množiny pi(p−1

i (U)) = U .
“⇐=” Necht’nynı́ posloupnost (xk,i)∞

k=1 konverguje k xi, pro všechna i ∈ I. Stačı́ nám

ukázat, že pro libovolnou bázovou otevřenou množinu U =
k⋂

j=1
p−1

i j
(U j) v ∏

i∈I
(Xi,Ti)

obsahujı́cı́ x, kde U j je otevřená v (Xi j ,Ti j), existuje index, od kterého již všechny body
posloupnosti (xk)∞

k=1 patřı́ do U . Protože pro každé j = 1, . . . ,k patřı́ bod xi j = pi j(x) do
množiny U j, z předpokladu vı́me, že existuje k j ∈ N takové, že pro každé k > k j platı́
xk,i j ∈U j. Protože indexů k j je jen konečně mnoho, můžeme za k0 zvolit největšı́ z nich,
a potom pro libovolné k > k0 dostáváme pi j(xk) = xk,i j ∈U j, pro všechna j = 1, . . . ,k.
Jinými slovy, pro k > k0 máme xk ∈U , což jsme chtěli dokázat.

Následujı́cı́ přı́klad vysvětluje, proč nenı́ možné v definici otevřených množin v sou-
činu topologických prostorů povolit omezovánı́ na otevřené množiny na nekonečně
mnoha složkách současně.
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Přı́klad 3.17. Podmnožina A = (−1,1)N prostoru posloupnostı́ reálných čı́sel (R,E )N

nenı́ otevřená. Všimněte si, že napřı́klad posloupnost posloupnostı́ (xk)∞
k=1, kde xk ∈RN

je dána předpisem

(xk)i =

{
0 pro i < k,
1 pro i≥ k,

konverguje bodově ke konstantnı́ posloupnosti (0)∞
i=1 ∈RN. Přitom všechny posloupnosti

xk ležı́ mimo A, ale jejich limita do A patřı́, což znamená, že množina RN\A nenı́ uzavřená
podle tvrzenı́ 1.16.

Pokud mı́sto konvergence bodové uvažujeme na součinu metrických prostorů kon-
vergenci stejnoměrnou, je snadné zavést metriku, která tuto konvergenci popisuje. Stačı́
definovat vzdálenost ρ((xi)i∈I,(yi)i∈I) jako supremum hodnot ρ(xi,yi) pro i∈ I, přı́padně
rovnu 1, pokud toto supremum neexistuje nebo je většı́ než 1. Přitom si uvědomte, že
k popisu stejnoměrné konvergence na součinu nenı́ postačujı́cı́ znát topologii na jednot-
livých prostorech Xi, nebot’musı́me být schopni porovnávat vzdálenosti bodů použitých
v různých složkách.

Ukážeme si nynı́, že bodovou konvergenci na součinu metrických prostorů obecně
metrikou popsat nelze, pokud indexová množina je nespočetná.

Přı́klad 3.18. Uvažujme topologický prostor RR, tedy prostor reálných funkcı́ reálné
proměnné s bodovou konvergencı́. Ukážeme, že konstantnı́ funkce (0)r∈R nemá spo-
četnou bázi okolı́, a proto tento prostor nemůže být metrizovatelný. Za tı́mto účelem
vezmeme libovolná okolı́ Vj, pro j ∈ N, bodu (0)r∈R a nalezneme nějaké okolı́ tohoto
bodu, v němž nenı́ ani jedno z okolı́ Vj obsaženo. Protože každé okolı́ Vj musı́ obsahovat
nějakou otevřenou množinu tvaru (3.1), existuje pouze konečně mnoho r j,1, . . . ,r j,n j ∈R
takových, že na přı́slušné složce se v prvcı́ch Vj neobjevujı́ všechna reálná čı́sla, tedy
pr(Vj) = R pro všechna r /∈ {r j,1, . . . ,r j,n j}. Jelikož čı́sel r j,k je dohromady jen spočetně
mnoho, můžeme si zvolit s ∈ R různé od všech čı́sel r j,k, a tudı́ž splňujı́cı́ ps(Vj) = R
pro všechna j ∈N. Potom ovšem množina p−1

s ((−1,1)) je hledaným otevřeným okolı́m
bodu (0)r∈R neobsahujı́cı́m ani jednu z množin Vj.

Pro nejvýše spočetné indexové množiny je součin metrických prostorů vždy metrizo-
vatelný, nebot’spočetně mnoho nezáporných reálných čı́sel jsme schopni sečı́st takovým
způsobem, aby se změna na libovolné složce projevila na celkovém součtu.

Tvrzenı́ 3.19. Jsou-li (Xi,ρi), pro i∈N, metrické prostory, je topologie součinu (X ,T )=
∏

i∈N
(Xi,Tρi) indukovaná metrikou ρ definovanou formulı́

ρ((xi)i∈N,(yi)i∈N) =
∞

∑
i=1

1
2i ·

ρi(xi,yi)
1+ρi(xi,yi)

.
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Poznámka 3.20. Všimněte si, že v definici metriky ρ je každá metrika ρi upravena tak,
aby vzdálenost žádných dvou bodů nepřekročila hodnotu 1, ale přitom se nezměnila
přı́slušná indukovaná topologie. Tato úprava spolu s volbou váhy i-té složky 1

2i zajišt’ujı́,

aby vzniklá řada byla shora omezená absolutně konvergentnı́ řadou
∞

∑
i=1

1
2i , a tedy byla

sama konvergentnı́.

Důkaz. Ukážeme, že každé bázové okolı́ libovolného bodu x = (xi)i∈N v prostoru (X ,T )
obsahuje nějaké bázové okolı́ bodu x v prostoru (X ,Tρ), a opačně, že každé bázové
okolı́ x v prostoru (X ,Tρ) obsahuje nějaké bázové okolı́ x v prostoru (X ,T ).

Každé bázové okolı́ (3.1) bodu x v (X ,T ) obsahuje okolı́ tvaru

n

∏
i=1
B(xi,ri)×

∞

∏
i=n+1

Xi ,

pro nějaká n ∈ N a ri ∈ R. Ovšem toto okolı́ obsahuje okolı́

B
(

x,min
{ 1

2i ·
ri

1+ ri
| i = 1, . . . ,n

})
bodu x v prostoru (X ,Tρ).

Naopak, pro každé bázové okolı́B(x,r) bodu x v (X ,Tρ) můžeme zvolit n∈N takové,
že 1

2n < r
2 . Potom okolı́

n

∏
i=1
B
(

xi,
r

2n− r

)
×

∞

∏
i=n+1

Xi

bodu x v (X ,T ) je obsaženo v B(x,r), nebot’

n

∑
i=1

1
2i ·

r
2n−r

1+ r
2n−r

< n · r
2n

=
r
2

a současně
∞

∑
i=n+1

1
2i =

1
2n <

r
2

.

Přı́klad 3.21. Důležitým přı́kladem spočetného součinu metrických prostorů je Canto-
rovo diskontinuum (Cantor set), což je podprostor intervalu 〈0,1〉 obsahujı́cı́ právě ta
čı́sla, pro která existuje zápis ve trojkové soustavě využı́vajı́cı́ pouze čı́slice 0 a 2. Tento
prostor je totiž homeomorfnı́ prostoru {0,2}N, kde {0,2} je dvoubodový diskrétnı́ pro-
stor, přičemž přı́slušný homeomorfismus zobrazuje posloupnost (an)n∈N na čı́slo majı́cı́
v trojkové soustavě zápis 0,a1a2a3 . . .
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Cvičenı́ 3.22. Dokažte, že zobrazenı́ definované v předcházejı́cı́m přı́kladu je homeo-
morfismus.

Cvičenı́ 3.23. Dokažte, že všechny projekce ze součinu neprázdných topologických
prostorů jsou retrakce.

3.5 Součty
Poslednı́ základnı́ konstrukcı́, kterou si v této kapitole popı́šeme, je součet topologických
prostorů. Tato konstrukce vlastně znamená, že všechny původnı́ prostory dohromady
začneme chápat jako jediný prostor, v němž se žádné dva původnı́ prostory k sobě nikde
nepřibližujı́. Poněvadž se jedná o duálnı́ konstrukci k součinu, přı́slušná topologie bude
definována jako induktivnı́.

Definice 3.24. Pro libovolný systém topologických prostorů (Xi,Ti), pro i ∈ I, je jejich
součtem topologický prostor definovaný na disjunktnı́m sjednocenı́ všech Xi, tedy na
množině

⋃
i∈I

(Xi×{i}), bázı́ {U×{i} | i ∈ I, U ∈Ti}.

Přı́klad 3.25. Každý diskrétnı́ prostor je součtem všech svých jednobodových podpro-
storů.

Cvičenı́ 3.26. Ukažte, že pro libovolné topologické prostory (Xi,Ti) je pro všechna j ∈ I
vnořenı́ ι j : X j →

⋃
i∈I

(Xi×{i}), definované předpisem ι j(x) = (x, j), spojité zobrazenı́

prostoru (X j,T j) do součtu.

Cvičenı́ 3.27. Ukažte, že jsou-li (Xi,ρi), pro i ∈ I, pseudometrické prostory, potom
předpis

ρ((x, i),(y, j)) =

{
1, pokud i 6= j,
min{ρi(x,y),1}, pokud i = j,

kde i, j ∈ I, x ∈ Xi a y ∈ X j, definuje pseudometriku na disjunktnı́m sjednocenı́ Xi, která
indukuje topologii součtu prostorů (Xi,Tρi).

Součet topologických prostorů má následujı́cı́ univerzálnı́ vlastnost, která je duálnı́
k vlastnosti součinu.

Tvrzenı́ 3.28. Necht’(Y,U ) a (Xi,Ti), pro i ∈ I, jsou topologické prostory, (X ,T ) je
součet prostorů (Xi,Ti), kde X =

⋃
i∈I

(Xi×{i}), a ιi : Xi→ X je přirozené vnořenı́. Jsou-

li fi : (Xi,Ti)→ (Y,U ), pro i ∈ I, spojitá zobrazenı́, pak existuje právě jedno spojité
zobrazenı́ f : (X ,T )→ (Y,U ) splňujı́cı́ f ◦ ιi = fi pro všechna i ∈ I. Toto zobrazenı́ je
dáno předpisem f ((x, i)) = fi(x).

Cvičenı́ 3.29. Dokažte tvrzenı́ 3.28.
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separabilnı́, 5
Sierpinského, 4
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uzávěr, 5

vnitřek, 5
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26


	Obsah
	Definice topologického prostoru
	Spojitá zobrazení
	Základní konstrukce topologických prostoru
	Podprostory
	Kvocienty
	Retrakty
	Souciny
	Soucty

	Literatura

