Téma 6.: Ovérovani normality dat, vybéry z alternativniho rozloZeni

Kolmogoroviiv — Smirnoviv test normality dat
Testujeme nulovou hypotézu, ktera tvrdi, Ze ndhodny vybér X, ..., X, pochazi z normalniho
rozlozeni s parametry p a o°. Distribuéni funkci tohoto rozloZeni oznaéme ®r (x). Necht’ Fy(x)

je vybérova distribu¢ni funkce. Testovou statistikou je statistika D, = sup |Fn x)—- D, (x)|.

Nulovou hypotézu zamitdme na hladiné vyznamnosti a, kdyZz D, > Dy(a), kde Dy(a) je tabelo-
vand kritickd hodnota.

V ptipadé, Ze nezname parametry p a o normalniho rozloZeni (coZ je nejéast&jsi piipad),
zméni se rozloZeni testové statistiky Dy. V takovém piipadé jde o Lilicforsovu modifikaci
Kolmogorovova — Smirnovova testu. PfisluSné modifikované kvantily byly ur¢eny pomoci
simulac¢nich studii.

Poznamka ke K-S testu ve STATISTICE

Test normality poskytuje hodnotu testové statistiky (ozn. max D) a dvé p-hodnoty. (p-hodnota
vyjadiuje pravdépodobnost, s jakou ¢iselné realizace xy, ..., x, ndhodného vybéru Xj, ..., X,
podporuji nulovou hypotézu, je-1i pravdiva. P-hodnotu porovnavame s nami zvolenou hladi-
nou vyznamnosti a. Jestlize p-hodnota < a, pak Hy zamitame na hladiné vyznamnosti a, je-li
p-hodnota > a, pak Hy nezamitame na hladin¢ vyznamnosti a.) Prvni p-hodnota se vztahuje k
ptipadu, kdy stfedni hodnotu p a rozptyl 6 zname predem, druhé (ozn. Lilieforsovo p) se
vztahuje k piipadu, kdy p a 6 nezname. Objevi-li se ve vystupu p = n.s. (tj. non significant),
pak hypotézu o normalité nezamitame na hladin¢ vyznamnosti 0,05.

Shapiriv — Wilkiiv test normality dat

Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, Ze ndhodny vybér X, ..., X, pochéazi z rozlozeni N(u, ).
Test je zalozen na zjiSténi, zda body v Q-Q grafu jsou vyznamné odliSné od regresni piimky
proloZené témito body.

(S-W test se pouziva predevsim pro vybéry mensich rozsahtli, n < 50, ale nyni jiz existuje mo-
difikace pro velkd n. V systému STATISTICA je implementovano rozsifeni na n kolem
5000.)

Test dobré shody pro normalni rozloZeni
Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, ze ndhodny vybér X, ..., X, pochazi z normalniho rozlozeni
s distribu¢ni funkci O(x).

e Data rozdélime do r tfidicich intervali ij,u " >, j=1,.,r

e Zjistime absolutni Cetnost n; j-tého tfidiciho intervalu.

e Vypocteme pravdépodobnost p;, Ze ndhodna veli€ina X s distribu¢ni funkci O(x) se
bude realizovat v j-tém tfidicim intervalu. Plati-li nulova hypotéza, pak p; = ®(u;+) -
(D(Uj).
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e Vypocteme testovou statistiku: K = > S "7 Plati-li nulova hypotéza, pak K =

i=1 np ;
v*(r-1-k), kde k je po&et odhadovanych parametri normalniho rozlozeni. (Obvykle
z dat z dat odhadujeme stfedni hodnotu i rozptyl, tedy k = 2.)

e Stanovime kriticky obor W = <X21— $-1-k ™.

e Nulovou hypotézu zamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti a, kdyz K € Vv .
(Aproximace se povazuje za vyhovujici, kdyZnp; > 5,j=1, ..., 1.)



Upozornéni: Hodnota testové statistiky K je siln¢ zavisla na volb¢ tfidicich intervalii. Navic
pfi nesplnéni podminky np; > 5, j =1, ..., r je tfeba nékteré intervaly sluCovat, coz vede ke
ztraté informace.

Ukol : U 45 studentek VSE v Praze byla zji§tovana vyska a obor studia (1 — narodni hospo-
dafstvi, 2 — informatika). Hodnoty jsou ulozeny v souboru vyska.sta. Pomoci Lilieforsovy
modifikace K-S testu, pomoci S-W testu a pomoci testu dobré shody testujte na hladin€ vy-
znamnosti 0,05 hypotézu, Ze data pochédzeji z normalniho rozloZzeni. Pomoci N-P grafu po-
sud’te vizualné predpoklad normality.

Navod:

1. zpusob provedeni Lilieforsova a S-W testu: Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky —
Tabulky ¢etnosti — OK — Proménné X — OK — Normalita — zaSkrtneme Lilieforstv test a S-W
test — Testy normality.

Testy nomality (vyska.sta)

N | max D Lillief ors w p
Proménna p
X vyska 48  0,155621 p<,01 | 0965996 @ 0,176031

Vystupni tabulka obsahuje pocet pozorovani, hodnotu testové statistiky Lilieforsovy modifi-
kace K-S testu (max D = 0,155621), p-hodnotu (p < 0,01), testovou statistiku S-W testu (W =
0,965996) a odpovidajici p-hodnotu (p = 0,176031). Vidime, Ze Lilieforsiv test zamita hypo-
tézu o normalité na hladiné vyznamnosti 0,05, zatimco S-W test nikoli.

2. zplisob provedeni Lilieforsova a S-W testu: Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky —
Popisné statistiky — OK — Proménné X — OK — Normalita — zaskrtneme K-S test & Lilieforsav
test a S-W test — Tabulky ¢etnosti (nebo Histogram).

Tabulka Cetnosti:X vyska (vyska.sta)

K-S d=,15562, p<,20; Lilliefors p<,01

Shapiro-WilksW=,96600, p<,17603

Cetnost | Kumulativ ni Rel.cetn. Kumul. % Rel.Cetn. Kumul. %
Kategorie cetnost (platnych) (platnych) vSech vSech
150,0000<x<=155,0000 1 1 2,08333 2,0833 2,08333 2,0833
155,0000<x<=160,0000 2 3 4,16667 6,2500 4,16667 6,2500
160,0000<x<=165,0000 11 14| 22,91667 29,1667 | 22,91667 29,1667
165,0000<x<=170,0000 22 36 | 45,83333 75,0000 @ 45,83333 75,0000
170,0000<x<=175,0000 5 41 10,41667 85,4167 = 10,41667 85,4167
175,0000<x<=180,0000 5 46 10,41667 95,8333 | 10,41667 95,8333
180,0000<x<=185,0000 2 48 4,16667 100,0000 4,16667 100,0000
ChD 0 48 0,00000 0,00000 100,0000
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Histogram: X: vyska

K-S d=,15562, p<,20 ; Liliefors p<,01
Shapiro-WilksW=,96600, p<,17603
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V tomto piipadé dostaneme v zéhlavi tabulky ¢i histogramu stejné informace jako pomoci
piedeslého zplisobu.

1. zpusob provedeni testu dobré shody: Statistiky - Prokladani rozdéleni — ponechdme im-
plicitni nastaveni na normalni rozlozeni — OK — Proménna X — OK — na zélozce Parametry
zmeénime Pocet kategorii na 7 (podle Sturgesova pravidla) — Vypocet.

Proménna: X, Rozdéleni:Normalni (vyska.sta)
Chi-kvadrat = 1,09280, sv =1 (uprav.), p =0,29585

Horni Pozorov ané Kumulativ. Procent Kumul. % Oc¢ekav. |Kumulativ. Procent Kumul. %

hranice Cetnosti Pozorov ané Pozorov ané Pozorov ané Cetnosti Ocekav . Ocekav . Ocekav.

<=157,14286 1 1 2,08333 2,0833  1,19706 1,19706 2,49387 2,4939
162,28571 6 7 12,50000 14,5833 5,51484 6,71189  11,48924 13,9831
167,42857 12 19 25,00000 39,5833 | 13,46220 20,17409  28,04624 42,0293
172,57143 19 38 39,58333 79,1667 15,89146 36,06555 33,10721 75,1366
177,71429 6 44 12,50000 91,6667 9,07700 45,14255 | 18,91042 94,0470
182,85714 2 46 4,16667 95,8333 2,50365 47,64620 5,21594 99,2629
< Nekone¢no 2 48 4,16667 100,0000 0,35380 48,00000 0,73708 100,0000

Pti tomto roztiidéni dat do 7 intervall nejsou splnény podminky dobré aproximace, ve tiech
intervalech jsou teoretické Cetnosti pod 5. Zménime tedy dolni mez na 159 a horni na 178.

Proménna: X, Rozdéleni:Normalni (vyska.sta)
Chi-kvadrat = 3,85268, sv =4, p =0,42631

Horni Pozorov ané Kumulativ . Procent Kumul. % Oc¢ekav. |Kumulativ. Procent Kumul. %

hranice Cetnosti Pozorov ané Pozorov ané Pozorov ané Cetnosti Ocekav . Ocekav . Ocekav.

<=161,71429 3 3 6,25000 6,2500 |5,722996 5,72300 | 11,92291 11,9229
164,42857 7 10 14,58333 20,8333 5,675946 11,39894 | 11,82489 23,7478
167,14286 9 19 18,75000 39,5833 7,862633 19,26157 | 16,38048 40,1283
169,85714 11 30 22,91667 62,5000 8,812455 28,07403 | 18,35928 58,4876
172,57143 8 38 16,66667 79,1667 7,991516 36,06555 | 16,64899 75,1366
175,28571 3 41 6,25000 85,4167 5,863558 41,92910 |12,21575 87,3523
< Nekone¢no 7 48 14,58333 100,0000 |6,070896 48,00000 | 12,64770 100,0000

V tomto piipad¢ jsou podminky dobré aproximace splnény. Testova statistika se realizuje
hodnotou 3,85268, p-hodnota je 0,42631, tedy na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05
hypotézu o normalit¢ nezamitadme. Podivejme se jeSté na histogram s prolozenou Gaussovou
kiivkou: Na zalozce Zakladni vysledky zvolime Graf pozorovaného a o¢ekavaného rozdéleni.




Proménna: X, Rozdéleni:Normalni
Chi-kvadrat test = 3,85268, sv=4, p = 0,42631

Pocet pozorovani

2/ \

160,1429 165,5714 171,0000 176,4286
162,8571 168,2857 173,7143 179,1429

Kategorie (horni meze)

Je nutné upozornit,ze pii jiné volbé tiidicich intervali mizeme dostat zcela odlisné vysledky
— vyzkousejte sami.

2. zpisob provedeni testu dobré shody: ukdzeme na jiném piikladu. Byl potfizen ndhodny
vybér rozsahu n = 100. Jeho Ciselné realizace byly rozttidény do 5 ekvidistantnich tiidicich
intervalt o délce 0,04, pficemz dolni mez prvniho tfidiciho intervalu je 3,92. Absolutni ¢et-
nosti jednotlivych tfidicich intervalt jsou: 11, 20, 44, 19, 6. Vybérovy prumér se realizoval
hodnotou m = 4,02 a vyberova smérodatna odchylka hodnotou s = 0,04. Na asymptotické
hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze nahodny vybér pochazi z normélniho rozloze-
ni.

Navod: Vytvotime novy datovy soubor o ¢tyfech proménnych X, X, nj, npj a péti piipa-
dech. Do proménné X; napiSeme dolni meze tfidicich intervalu (tj. 3,92 3,96 4 4,04 4,08),
do proménné X, napiSeme horni meze tfidicich intervali (tj. 3,96 4 4,04 4,08 4,12), do
proménné nj napiSeme pozorované Cetnosti (tj. 11 20 44 19 6) a kone¢né do proménné npj
ulozime teoretické Cetnosti tak, Ze do Dlouhého jména této proménné napiseme
=100*(INormal(X2;4,02;0,04)-INormal(X1;4,02;0,04))

Statistiky — Neparametricka statistika — Pozorované vs. o¢ekavané y2 — OK — Proménné —
Pozorované ¢etnosti nj, o¢ekavané Cetnosti npj — OK — Vypocet.

Pozorované vs. oGekavané cetnosti (Tabulka26)
Chi-Kvadr. =6,706286 sv =4 p = ,152251
POZN.: Nestejné soucty pozor. a oCek. Cetnosti
pozorov . ocekav. P-0O (P-O)"2
Pripad nj npj /0

c: 1 11,0000 6,05975 4,94025 | 4,027562

C: 2 20,0000 | 24,17303 | -4,17303 | 0,720398
C: 3 44,0000 | 38,29249 5,70751 | 0,850706
C: 4 19,0000 | 24,17303 | -5,17303 | 1,107030
C:. 5 6,0000 6,05975 @ -0,05975 | 0,000589
Sct 100,0000 | 98,75807 1,24193 | 6,706286

Testova statistika K se realizuje hodnotou 6,706286, avsak zde je uveden pocet stupiii vol-
nosti 4, coz neni v poradku, nebot’ r-k-1 =5 -2 — 1 =2. Odpovidajici asymptotickd p-hodnota
neni tedy spoctena spravné. Otevieme novy datovy soubor o jedné proménné a jednom piipa-
du a do jejiho Dlouhého jména napiseme =2*min(IChi2(6,706286;2);1-1Chi2(6,706286;2))



Dostaneme p-hodnotu 0,069949, tedy na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05 hypotézu o
normalit¢ nezamitame.

Vykresleni N-P plotu pro data o vySce studentek: Grafy — 2D Grafy — Normalni pravdépo-
dobnostni grafy — Proménna X — odskrtneme Neurcovat primérnou pozici svazanych pozoro-
vani, zaskrtneme S-W test — OK

Normalni p-graf z X

vyska.sta 1v*48c

Oc¢ekavana normalni hodnota
o

-3
150 155 160 165 170 175 180 185 190

| X: SW-W =0,966; p = 0,1760 | Pozorovana hodnota

Body se vyskytuji v celkem tésné blizkosti ptimky, lze je tedy povazovat za realizace ndhod-
ného vybéru z normélniho rozlozeni.

Upozornéni: K-S test a S-W test lze provést i pti kresleni histogramu. Pti vytvareni histo-
gramu zaSkrtneme na zalozce Detaily K-S test a S-W test.

Histogram z X

vyska.sta 1v*48c

X =48*4,1429*normal(x; 168,6042; 5,8446)

Pocet pozorovani
o

:/4 = |

155 163,285714 171,571429 179,857143
4E0 44008 48 ’428571 175,714286 184

X: D =0,1556; p < 0,2000; Lilliefors-p < 0,01;
SW-W =0,966; p =0,1760

X

Samostatny tkol: Testy normality a grafické ovéfeni normality proved'te jak pro vysky stu-
dentek oboru narodni hospodafstvi, tak pro vyska studentek oboru informatiky.

Pro kontrolu:

Vysledky pro obor narodni hospodaistvi:



Testy nomality (vyska.sta)
Zhrnout podminku: z=1

N | max D Lillief ors W p
Proménna p
X vyska 28  0,167473 p<,05 0,970969 @ 0,606793

Vidime, ze Lilieforsova varianta K-S testu zamita hypotézu o normalité na hladiné¢ vyznam-
nosti 0,05 (p-hodnota je mensi nez 0,05), zatimco S-W test hypotézu o normalité nezamita (p-
hodnota je vétsi nez 0,05).

Vysledky pro obor informatika:

Testy nomality (vyska.sta)

Zhrnout podminku: z=2

N | max D Lillief ors W p
Proménna P
X vyska 20 0,172301 p<,15 0,922747  0,111924

V tomto piipad¢ ani jeden z testll hypotézu o normalité nezamitd na hladin€ vyznamnosti
0,05.

Upozornéni: V archivu zavérecnych praci https://is.muni.cz/auth/th/77721/prif m/ je uloZena
diplomovéa prace Dominika Griizy ,,Ovéfovani normality*.

Ulohy o vybérech z alternativniho rozloZeni

Ukol 1.: Vlastnosti vybérového priméru z alternativniho rozloZeni

Mezi americkymi voli¢i 60% osob voli republikany a 40% demokraty. Jaka je pravdépodob-
nost, ze v ndhodném vybéru 100 americkych voli¢ii budou voli¢i republikanti v mensin€? Vy-
pocet proved’te jak presné, tak pomoci aproximace normalnim rozlozenim.

Navod:

X1, ..., Xj00 je ndhodny vybér z A(0,6), X; = 1, kdyz i-ta osoba voli republikany,

Xi=0jinak, 1= 1, ..., 100. Zavedeme statistiku Y90 = X; + ... + Xj00, Y100 ~ Bi(100; 0,6) (viz
skripta Teorie pravdépodobnosti a matematicka statistika, sbirka piikladd, piiklad 8.10.),
E(Y100) = n% = 100.0,6 =60, D&, , = n% €9 =100.0,6.0,4 = 24 Ozna¢me P qo(y) dis-

. N . , I3 [ ( lOO \ t 100~
tribuéni funkci ndhodné veli¢iny Yig0, @, (y) = Z l\ )l),6 0,4 .
-\t

Presny vypocet: P(Y100 < 50) = P(Y100<49) = ®100(49) = 0,016761686.

Vytvotime datovy soubor o jedné proménné a o jednom piipadu. Do Dlouhého jména této
proménné napiseme =IBinom(49;0,6;100). Funkce IBinom(x;p;n) pocitd hodnotu distribucni
funkce rozlozeni Bi(n,p) v bod¢ x.

Ptiblizny vypocet: uzijeme disledek Moivreovy - Laplaceovy integralni véty (viz skripta Za-
kladni statistické metody, véta 6.3.1.1.). Nejdiive ovéfime splnéni podminky dobré aproxima-
cend (1- 9)= 100.0,6.0,4 =24 > 9. Podminka je splnéna.

P(Y100 <50) =P(Y100<49) = ©(49), kde ©(49) je hodnota distribu¢ni funkce rozloZeni

N(60; 24) v bodé 80.

Vytvotime datovy soubor o jedné proménné a o jednom piipadu. Do Dlouhého jména této
proménné napiSeme =INormal(49;60;sqrt(24)).

Zjistime, ze ®(49) = 0,012372.

Ptesny vypocet Aproximativni vypocet
1 1
Prom1 Prom1
1]0,016762 1]0,012372



https://is.muni.cz/auth/th/77721/prif_m/

Ukol 2.: Asymptoticky interval spolehlivosti pro parametr 9 alternativniho rozloZeni
Muize politicka strana, pro niz se v piedvolebnim priizkumu vyslovilo 60 z 1000 dotazanych
osob, ocekavat se spolehlivosti asponi 0,95, Ze by v této dobé ve volbach piekrocila 5% hrani-
ci pro vstup do parlamentu?

Navod:

Zavedeme nahodné veliCiny X, ..., X000, pficemz X; = 1, kdyZ i-t4 osoba se vyslovi pro da-
nou politickou stranu a X; = 0 jinak, 1= 1, ..., 1000. Tyto ndhodné¢ veli¢iny tvofi nahodny vy-
bér z rozlozeni A(9 ). V tomto ptipadé n = IOOO m = 60/1000 = 0,06, a.= 0,05, uj.q =up9s =
1,645.

Ovéteni podminky n$ (1- 9 ) > 9: parametr  nezname, musime ho nahradit vybérovym
pramérem. Pak 1000.0,06.0,94 = 56,4 > 9.

95% levostranny interval spolehlivosti pro 9 je

[ [m€-m_ V! [0,06 €= 0,06 )
Ilm- [ ;o= 0,06 |—————2= ;% | (viz skripta Zakladni statistické
L n Joi 1000 S

metody, dasledek 6.3.2.2.)

Vytvotime datovy soubor o jedné proménné a o jednom piipadu. Do Dlouhého jména této
proménné napiSeme =0,06-sqrt(0,06*0,94/1000)*VNormal(0,95;0;1). Vyjde 0,047647.

S pravdépodobnosti pfiblizné 0,95 tedy 9 > 0,03. ProtoZe tento interval zahrnuje i hodnoty
niz8i nez 0,05, nelze vyloucit, ze strana ziskd méné€ nez 5% hlasi.

Ukol 3: Testovani hypotézy o parametru 9 alternativniho rozloZeni

Urcita cestovni kancelaf organizuje zahrani¢ni zdjezdy podle individudlnich piani zdkaznikd.
Z nékolika minulych let vi, Ze 30% vSech takto organizovanych zjezdi ma za cil zemi X. Po
zhorseni politickych podminek v této zemi se cestovni kancelai obava, ze se zajem o tuto ze-
mi mezi zakazniky sniZi. Ze 150 ndhodné vybranych zédkaznikl v tomto roce ma 38 za cil
praveé zemi X. Potvrzuji nejnové;jsi data pokles zajmu o tuto zemi? Volte hladinu vyznamnosti
0,05.

Navod:
Mame nahodny vybér X, ..., Xs¢ z rozlozeni A(0,3). Testujeme Hy: 8 = 0,3 proti levostran-
né alternativé Hy: 9 < 0,3. V tomto piipad¢ je testovym kritériem statistika

M-: . .
T, = ——=—=, ktera v pfipadé platnosti nulové hypotézy ma asymptoticky rozlozeni N(0,1)

/c(l— 2)
n

(viz skripta Zakladni statistické metody, véta 6.3.3.1.). Musime ovéfit splnéni podminky n 9
(1- 9 ) >9:150.0,3.0,7 = 31,5 > 9. Vypocteme realizaci testového kritéria:

38 _
)3
— 150 = - 24722 . Kriticky obor: W = =%, —u _ ) = “» —[645).

/c(l— 2) /03( —33)

Protoze testoveé krlterlum nepatii do kritického oboru, Hy nezamitdme na asymptotické hladi-
n¢ vyznamnosti 0,05. S rizikem omylu nejvyse 5% tedy nase data neprokazala pokles zajmu
zakaznikl cestovni kancelare o zemi X.

Vytvofime datovy soubor o dvou proménnych a jednom piipadu. Vypocteme realizaci testo-
vého kritéria tak, Ze do Dlouhého jména prvni proménné zapiSeme odpovidajici vzorec, tj.
=(38/150-0,3)/sqrt(0,3*0,7/150). Do Dlouhého jména druhé proménné napiSeme
=VNormal(0,95;0;1), ¢imzZ ziskdme kvantil ug g5 a testové kritérium porovnadme s opacnou
hodnotou tohoto kvantilu.




1 2
Prom1 Prom2
-1,24722 | 1,644854

-

Protoze testové kritérium neni mensi nez opacné hodnota ptislusného kvantilu, nulovou hypo-
tézu nezamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.



