Neparametrické testy o medianech

Motivace: Pti aplikaci t-testii ¢i analyzy rozptylu by mély byt splnény urcité

piedpoklady:

- normalita dat (pro vybéry vétSich rozsahli (n > 30) nema mirné poruseni
normality zavazny dopad na vysledky)

- homogenita rozptyli

- intervalovy ¢i pomérovy charakter dat

Pokud nejsou tyto piedpoklady splnény, pouzijeme tzv. neparametrické testy,

které nevyzaduji ptredpoklad o konkrétnim typu rozlozeni (napt. normalnim),

sta¢i napt. predpokladat, Ze distribu¢ni funkce rozlozeni, z néhoz nahodny vybér

pochazi, je spojita.

Nevyhoda - ve srovnani s klasickymi parametrickymi testy jsou neparametrické

testy slabsi, tzn., ze nepravdivou hypotézu zamitaji s mensi pravdépodobnosti

nez testy parametrické.

V této kapitole se omezime na ty neparametrické testy, které jsou zaloZeny na

potadi a tykaji se mediant. Nazyvaji se pofadové testy.

Pojem poradi a priimérného poradi

Necht’ Xj, ..., X, je ndhodny vybér.

Vektor (X(l), ceeny X(n)), kde X(l) <..< X(n) S€ naZ}'/Vé uspof'édany IléllOdHy V}’/bél‘
a statistika X;) se nazyva i-ta poradkova statistika,1=1, ..., n.

Poradim R; statistiky X; rozumime pocet téch ndhodnych veli¢in X4, ..., X, které
nabyvaji hodnoty mensi nebo rovné X;, tj. R; = cardj; X; < Xi}.

V praxi se muze stat, ze néktera pozorovani jsou si rovna a vytvareji skupiny
shodnych ¢isel. Pak témto shodnym ¢isliim ptifadime pramérné potadi odpovi-
dajici takové skuping€.

Ptiklad: Mame ¢isla2 1,8 2,1 2,4 1,9 2,1 2 1,8 2,3 2,2. Stanovte jejich po-
radi.
Resent:

poradi 1 |2 |13 |4 |5 |6 |7 |8 10
primé&rné potadi|1,5/1,5|3 ]4,5/4,5[6,5]6,5|8 10

usp.hodnoty 1,8/1,8/1,912 |2 [2,1|2,1|2,2]2,3|2/4
9
9

Jednovybérovy znaménkovy test a jeho asymptoticka varianta

Necht’ X, ..., X, je ndhodny vybér ze spojitého rozlozZeni se spojitou distribucni
funkei @(x). Necht’ x50 je medidnem tohoto rozlozeni, tj. ®(xs0) = 0,5. Necht’
c je realna konstanta. Testujeme hypotézu Hy: x50 = ¢ proti oboustranné alterna-
tivé Hy: Xo50 # ¢ (resp. proti levostranné alternativé H;: X 50 < ¢ resp. proti pra-
vostranné alternativé H;: x50 > ¢).

Postup provedent testu:



a) Utvotime rozdily Y; = X; — ¢, 1= 1, ..., n. (Jsou-li n¢které rozdily nulové¢, pak
za n bereme jen poc¢et nenulovych hodnot.)

b) Zavedeme statistiku S, ', ktera udava pocet téch rozdilfi, které jsou kladné.
Plati-li Ho, pak S;" ~ Bi(n,1/2), tedy E(S;") =1n/2, D(S;") = n/4.

c¢) Stanovime kriticky obor.

Pro oboustrannou alternativu ho budou tvofit ty hodnoty testové statistiky S,

které jsou blizké 0 nebo n, tedy W = <0,k1> [ <k2,n> , kde nezaporna cela ¢isla
ki, ko, splituji podminky

+ G + a
Pl <)% pls, 2k, )<
Pro levostrannou alternativu: W = <O,k1> , kde nezaporné celé ¢islo k; spliuje

podminku P(SZ+ < kl)s a

Pro pravostrannou alternativu: W = <k2 ,n> , kde nezaporné celé ¢islo k; spliuje

podminku P(SZ+ > kz)s a
(Cisla ki, k, pro oboustranny test i pro jednostranné testy lze najit ve statistic-
kych tabulkach.)

d) Hy zamitame na hladiné vyznamnosti a, kdyz S,” OW .

Asymptoticka varianta testu:
Pro velka n (prakticky n > 20) Ize vyuzit asymptotické normality statistiky S;".

S, E(SZ+) S,

‘

Testova statistika U, =22 — ==z
ol

rozloZeni N(0,1).

Kriticky obor

- pro oboustrannou alternativu: W = (— 00, = Uy_q/5) 0 (W) _g2,%),

2

ma za platnosti Hy asymptoticky

- pro levostrannou alternativu: W = (~co,~u, )s
- pro pravostrannou alternativu: W = <u1_a,oo).
Hy zamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti a, kdyz U, OW.

Aproximace rozlozenim N(0,1) se zlep$i, kdyZ pouzijeme tzv. korekci na nespo-

+_n+1

22272 piiGemz 1/2 piiGteme, kdyz

\/%

. TP . S
jitost. Testova statistika pak ma tvarU, = -~
Sz <n/2 a odedteme v opaéném piipadé.

Priklad: U 10 ndhodn¢ vybranych vzorkii benzinu byly zjistény nasledujici
hodnoty oktanového ¢isla: 98,2 96,8 96,3 99,8 96,9 98,6 95,6 97,1
97,7 98,0. Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze median oktano-
vého Cisla je 98 proti oboustranné alternativé.



Reseni:

Testujeme Hy: x¢ 50 = 98 proti oboustranné alternativé H;: X 50 # 98, kde x¢ 50 je
median rozlozeni, z néhoz pochéazi nahodny vybér X, ..., Xj,.

rozdily x;—98:0,2 -1,2 -1,7 1,8 -1,1 0,6 -2,4 -0,9 -0,3 0,0

S; =3, nenulovych rozdild je 9. Ve statistickych tabulkach najdeme pron=9 a
o = 0,05 kritické hodnoty k; = 1, k, = 8. Protoze kriticky obor W =(0,1) 0 (8,9)

neobsahuje hodnotu 3, nemtizeme Hy zamitnout na hladin€ vyznamnosti 0,05.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Vytvotime novy datovy soubor se dvéma proménnymi a 10 ptipady. Do pro-
ménné X napiSeme hodnoty oktanového Cisla a do proménné konst uloZime ¢is-
lo 98.

Statistiky —Neparametricka statistika — Porovnani dvou zavislych vzorki — OK —
1. seznam proménnych X, Druhy seznam proménnych konst — OK — Znamén-
kovy test.

Znaménkovy test (oktanove cislo)
Oznacené testy jsou vyznamné na hladiné p <,05000

Poget | procent z Uroven p
Dvojice proménnych [ riznych v<V
X & konst 9 66,66667 0,666667 0,504985

Vidime, Ze nenulovych hodnot n = 9. Z nich zapornych je 66,7%, tj. 6. Hodnota
testové statistiky Sz = 9 — 6 = 3. Asymptoticka testova statistika Uy (zde ozna-
¢ena jako Z) se realizuje hodnotou 0,6667. Odpovidajici asymptoticka p-
hodnota je 0,505, tedy na asymptotické hladin€é vyznamnosti 0,05 nezamitdme
hypotézu, ze median oktanového ¢isla je 98.

Upozornéni: V tomto ptipad€ neni splnéna podminka pro vyuziti asymptotické
normality statistiky Sz, tj. n > 20. Je tedy vhodng&jsi najit v tabulkach kritické
hodnoty pro znaménkovy test. Pron =9 a a = 0,05 jsou kritické hodnoty k; =1,
k, = 8. Protoze kriticky obor W =(0,1) 0 (8,9) neobsahuje hodnotu 3, nezamitdme

H, na hladin€ vyznamnosti 0,05. Dostavame tyz vysledek jako pii pouZiti asym-
ptotického testu.

Parovy znaménkovy test

Necht’ (X1, Yy), ..., (Xy, Yy,) je ndhodny vybér ze spojitého dvourozmérného roz-
loZeni. Testujeme Hy: Xo.50 - Yo.50 = € proti Hy: Xo.50 - Yo.50 # € (resp. proti jed-
nostrannym alternativam). Utvoiime rozdily Z; = X; — Y;,1 =1, ..., n a testujeme
hypotézu o medidnu z s, tj. Ho: zos0 = ¢ proti H: zy 50 # c.

Priklad: U osmi osob byl zméfen systolicky krevni tlak pied pokusem a po
ném.

¢.osoby 1 2 3 4 5 6 7 8

tlak pted 130 185 162 136 147 181 138 139



tlak po 139 190 175 135 155 175 158 149

Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze pokus neovlivni systolicky
krevni tlak

Reseni:

Testujeme Hy: zy 50 = 0 proti oboustranné alternativé H;: zy 5o # 0, kde z, 5 je
medidn rozloZeni, z néhoZ pochazi rozdilovy nahodny vybér Z, = X; - Yy, ...
715 = Xg— Ys. Vypocteme rozdily mezi tlakem pied pokusem a po pokusu, ¢imz
ulohu pfevedeme na jednovybérovy test.

rozdily x;—y;:-9 -5 -13 1 -8 6 -30 -10

Testova statistika S;” = 2.Ve statistickych tabulkach najdeme pron=8 a 0. =
0,05 kritické hodnoty k; = 0, k, = 8. Protoze kriticky obor W =008 neobsahuje
hodnotu 2, nemizeme H() zamitnout na hladin¢ vyznamnosti 0,05. Znamena to,
ze s rizikem omylu nejvyse 0,05 je zvySeni krevniho tlaku stejné pravvdépodob-
né jako jeho pokles.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Vytvotime novy datovy soubor se dvéma proménnymi a 8 ptipady. Do promén-
né X napiSeme hodnoty tlaku pied pokusem, do proménné Y hodnoty tlaku po
pokusu.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnani dvou zavislych vzorkt — OK

— 1. seznam proménnych X, 2. seznam proménnych Y — OK — Znaménkovy test.

Znaménkovy test (tlak.sta)
Oznacené testy jsou vyznamné na hladiné p <,05000

Pocet | procent Z Uroveri p
Dvojice proménnych [ rliznych v<V
X &Y 8 75,00000 1,060660 0,288844

Vidime, ze nenulovych hodnot n = 8. Z nich zédpornych je 75%, tj. 6. Hodnota
testové statistiky S, = 8 — 6 = 2. Asymptoticka testova statistika Uy (zde ozna-
¢end jako Z) se realizuje hodnotou 1,06066. Odpovidajici asymptoticka p-
hodnota je 0,2888, tedy na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 nezamitame
hypotézu, Ze zvyseni krevniho tlaku stejné pravdépodobné¢ jako jeho pokles.

Jednovybérovy Wilcoxoniiv test a jeho asymptoticka varianta

Fank Wilcoxon 1 892 — 1965): Americky statistik a chemik



Necht’ X, ..., X, je ndhodny vybér ze spojitého rozlozeni s hustotou ¢(x), ktera
je symetricka kolem medidnu X 50, tj. ¢(Xo.s50 +X) = @(Xo,50 - X). Necht’ ¢ je redlna
konstanta.

Testujeme hypotézu Hy: Xg50 =

proti oboustranné alternativé H;: x50 # ¢ nebo

proti levostranné alternativé H;: X 50 < ¢ nebo

proti pravostranné alternativé H;: x50 > c.

Postup provedeni testu:
a) Utvofime rozdily Y; = X; —c, 1 =1, ..., n. (Jsou-li n¢které rozdily nulové, pak
za n bereme jen pocet nenulovych hodnot.)

b) Absolutni hodnoty | Y; | usporadame vzestupné podle velikosti a spocteme
poradi R;.

c) Zavedeme statistiky
Sw' =D R;", coz je soucet poradi ptes kladné hodnoty Y;,
Y,>0
Sw~ = D_R;", coz je soucet pofadi pfes zaporné hodnoty Y.
Y,<0
Pfitom plati, Ze soudet Sw' + Sw =n(n+1)/2.
Je-li Hy pravdiva, pak E(Syw ') = n(n+1)/4 a D(Sw") = n(n+1)(2n+1)/24.

d) Testova statistika = min(Sw ', Sw’) pro oboustrannou alternativu,
= Sw' pro levostrannou alternativu,
= Sw’ pro pravostrannou alternativu.

e) Hyzamitdme na hladiné vyznamnosti a, kdyz testova statistika je mensi nebo
rovna tabelované kritické hodnot¢.

Asymptotickd varianta jednovybérového Wilcoxonova testu:
Pro n > 30 Ize vyuzit asymptotické normality statistiky Sy, .

+ + + _ n(n+l)
Plati-li Hy, pak U, = >V By ) _sv" " ~N(0,1).

VDlsy”) \/n(ni e
Kriticky obor:

pro oboustrannou alternativu W = (-0, -u,_ 1) O{uy_g2,),

pro levostrannou alternativu W = (-0, — Ug)s
pro pravostrannou alternativu W = {ul_a,oo)
H, zamitame na asymptotické hladin€ vyznamnosti a, kdyz U, OW.

Predpoklady pouZiti jednovybérového Wilcoxonova testu:



- rozlozeni, z néhoz dany ndhodny vybér pochazi, je spojité

- hustota tohoto rozloZeni je symetricka kolem medidnu

- sledovana veli¢ina X ma aspon ordinalni charakter

(Neni-li splnén ptedpoklad o symetrii hustoty kolem medianu, 1ze pouzit napf.
znaménkovy test.)

Priklad: Pro zadani piikladu s oktanovym ¢islem benzinu proved’te jednovybe-
rovy Wilcoxonilv test.

Reseni:

Testujeme hypotézu Hy: x50 = 98 proti oboustranné alternativé H;: x50 # 98.
Absolutni hodnoty rozdila x; — 98 setfidime vzestupné podle velikosti (pfitom
vynechame nulovy rozdil a kladné rozdily znacime tu¢né):

abs (x;,—98) 0,2 0,3 0,6 09 1,1 1,2 1,7 1,8 2,4

pofadiRy, 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Soucet potadi pies kladné hodnoty rozdili: Sy’ = 12

Soucet potadi ptes zaporné hodnoty rozdilt: Sy = 33

Testova statistika = min(12,33) = 12, tabelovana kritick4a hodnota pro a = 0,05 a
n =9 je 5. Protoze 12 > 5, Hy nezamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Utvoiime novy datovy soubor se dvéma proménnymi a 10 ptipady. Do promén-
né oktan napiSeme zjisténé hodnoty a do proménné konst ulozime ¢islo 98.
Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnani dvou zavislych vzorka — OK
— 1. seznam proménnych oktan, 2. seznam proménnych konst — OK — Wilcoxo-
nlv parovy test.

Wilcoxonudv parovy test (oktan.sta)
Oznacené testy jsou vyznamné na hladiné p <,05000

Pocet T z Uroveri p
Dvojice proménnych | platnych
oktan & konst 10/ 12,00000 1,243933 0,213525

Vystupni tabulka poskytne hodnotu testové statistiky SW' (zde oznadena T),
hodnotu asymptotické testové statistiky U, a p-hodnotu pro U,. V tomto piipadé
je p-hodnota 0,213525, tedy nulova hypotéza se nezamita na asymptotické hla-
din€ vyznamnosti 0,05.

Parovy Wilcoxonuv test

Necht’ (X1, Y), ..., (X, Y,) je ndhodny vybér ze spojitého dvourozmérného roz-
loZeni. Testujeme Hy: Xo50 - .50 = ¢ proti H;: X 50 - Yos0 # € (resp. proti jed-
nostrannym alternativam). Utvoiime rozdily Z; = X; — Y;, 1 =1, ..., n a testujeme
hypotézu o medidnu z 5o, tj. Ho: zos0 = ¢ proti H: zy 50 # c.



Priklad: Pro data z ptikladu o sytolickém krevnim tlaku proved'te parovy Wil-
coxonuv test.

Reseni:

Testujeme Hy: zy 50 = 0 proti oboustranné alternativé H;: zy 5o # 0, kde z, 5 je
medidn rozloZeni, z néhoZ pochazi rozdilovy nahodny vybér Z, = X; - Yy, ... Zg
= Xg - Yg.

Absolutni hodnoty rozdili x; — y; setfidime vzestupné podle velikosti (kladné
rozdily znac¢ime tu¢né):

abs(xi—y) 1 5 6 8 9 10 13 20

pofadiR;, 1 2 3 4 5 6 7 8

Soudet potfadi pies kladné hodnoty rozdili: Sw' = 4

Soucet poradi pfes zaporné hodnoty rozdili: Sy = 32

Testova statistika = min(4,3) = 4, tabelovana kritickd hodnota pro a = 0,05 an =
8 je 3. Protoze 4 > 3, Hy nezamitame na hladiné vyznamnosti 0,05.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Pouzijeme datovy soubor, ktery jsme jiz vytvofili pro aplikaci znaménkového
testu.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnani dvou zavislych vzork — OK
— 1. seznam proménnych X, 2. seznam proménnych Y — OK — Wilcoxontv pa-
rovy test.

Wilcoxonuv parovy test (tlak.sta)
Oznacené testy jsou vyznamné na hladiné p <,05000

Poget T z Uroveni p
Dvojice proménnych | platnych
X &Y 8/ 4,000000/ 1,960392 0,049951

Testova statistika (zde oznacend jako T) nabyva hodnoty 4, asymptoticka testo-
va statistika (oznacend jako Z) nabyva hodnoty 1,960392, odpovidajici asympto-
tickd p-hodnota je 0,049951, tedy na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05
nulovou hypotézu zamitdme. To je v rozporu s vysledkem, k némuz jsme dosp¢-
1i pfi ru€nim vypoctu. Je to zpisobeno tim, Ze neni dodrZzena podminka pro pou-
ziti asymptotické varianty Wilcoxonova testu — rozsah vybéru ma byt aspon 30.

Priklad (na asymptotickou variantu Wilcoxonova testu):

30 ndhodné vybranych osob mélo nezavisle na sobé bez ptfedchoziho nacviku
odhadnout, kdy od daného signélu uplyne 1 minuta. Byly ziskany nasledujici
vysledky (v sekundach): 53 48 45 55 63 51 66 56 50 58 61 51 64 63 59
47 46 58 52 56 61 5748 62 54 49 51 46 53 58.

Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze medidn rozlo-
zeni, z néhoz dany ndhodny vybér pochézi, je 60 sekund proti oboustranné alter-
nativé (nulova hypotéza vlastné tvrdi, ze polovina osob délku jedné minuty pod-
hodnoti a druh4 nadhodnoti).



Refeni:

Testujeme Hy: x50 = 60 proti oboustranné alternativé H;: x¢ 50 # 60.
Obvyklym zptisobem stanovime statistiku Sy’ = 55.

Asymptoticka testova statistika:

Sw+ _E(SW+) ) SW+ _ n(Tn B 55— 30(340+1) - 365

[ ( +) B n(n+1)(2n+1) B 30(30+1)(2.30+1) B
Dsw \/ 24 \/ 24

Kriticky obor:

W= (_ ©,~ ul—u/2> O <ul—a/2900) :(_ ©,= uo,975> O <u0,9759°°) :(_ ©,= 1=96> 0 <1’96’°°)°
Testova statistika se realizuje v kritickém oboru, tedy Hy zamitame na asympto-
tickeé hladin€ vyznamnosti 0,05.

U, =

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Utvoiime novy datovy soubor se dvéma proménnymi a 30 ptipady. Do promén-
né odhad napiSeme zjisténé hodnoty a do proménné konst uloZime cislo 60.
Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnani dvou zavislych vzorki — OK
— 1. seznam proménnych odhad, Druhy seznam proménnych konst — OK — Wil-
coxonuv parovy test.

Wilcoxonuv parovy test (odhad minuty)
Oznacené testy jsou vyznamné na hladiné p <,05000

Pocet T z Uroveri p
Dvojice proménnych [ platnych
odhad & konst 30 55,00000 3,65088C 0,000261

Testova statistika (zde oznacena jako T) nabyva hodnoty 55, asymptoticka tes-
tova statistika (oznacend jako Z) nabyva hodnoty 3,65088, odpovidajici asym-
ptotickd p-hodnota je 0,000261, tedy na asymptotické hladin€¢ vyznamnosti 0,05
nulovou hypotézu zamitame.

Dvouvybérovy Wilcoxoniiv test a jeho asymptoticka varianta

Necht’ X, ..., Xya Yy, ..., Yy, jsou dva nezavislé nahodné vybéry ze dvou spoji-
tych rozloZeni, jejichZ distribucni funkce se mohou lisit pouze posunutim.
Oznaéme X, 5o median prvniho rozlozeni a y, 5o medidn druhého rozloZeni. Tes-
tujeme hypotézu, ze distribu¢ni funkce téchto rozlozeni jsou shodné neboli me-
diany jsou shodné proti alternativé, ze jsou rozdilng, tj.

Ho: X050 - Yo,50 = 0 proti Hy: X0,50 - Y0,50 F 0.

Postup provedeni testu:

a) VSechn+ m hodnot X, ..., X,a Yy, ..., Yy, usporddame vzestupné podle ve-
likosti.

b) Zjistime soucet potadi hodnot X, ..., X, a ozna¢ime ho T;.
Soucet potadi hodnot Yy, ..., Y, oznacime T,.



¢) Vypocteme statistiky U, = mn +n(n+1)/2 - T, , U, = mn + m(m+1)/2 - T,.
Pfitom plati U, + U, = mn.
d) Pokud min(U,,U,) < tabelovana kriticka hodnota (pro dan¢ rozsahy vybéra

m, n a dané a), pak nulovou hypotézu o totoZnosti obou distribu¢nich funkci
zamitame na hladin€ vyznamnosti a. V tabulkdch: n = min{m,n} am =
max {m,n}.

Asymptoticka varianta dvouvybérového Wilcoxonova testu:
Pro velkd n, m (n, m > 30) Ize vyuzit asymptotické normality statistiky Uj.

— mn

. — 1 2 .
Plati-li Hy, pak Uy —\/7 ~N(0,1), kde U; = min(U ,U,).
i mn(m+n+1) O 1°~2
12

Kriticky obor:

pro oboustrannou alternativu W = (— 00, = Uy g5 ) 0 (W) _g2,%),

pro levostrannou alternativu W = (~co,~ Ug)s

pro pravostrannou alternativu W = (ul_a,oo)

H, zamitame na asymptotické hladin¢ vyznamnosti a, kdyz U, OW.

Ptedpoklady pouziti dvouvybérového Wilcoxonova testu:

- dané dva ndhodné vybéry jsou nezavisle

- rozlozeni, z nichZ dané dva ndhodné vybéry pochazeji, jsou spojita

- distribu¢ni funkce téchto rozlozeni se mohou liSit pouze posunutim

- sledovana veli¢ina mé aspoii ordinélni charakter

(Neni-li splnén ptedpoklad, ze distribu¢ni funkce se mohou liSit pouze posunu-
tim, 1ze pouzit napt. dvouvybérovy Kolmogoroviiv — Smirnoviv test.)

Priklad: Vyrobce urcitého vyrobku se ma rozhodnout mezi dvéma dodavateli
polotovart vyrabéjicich je riiznymi technologiemi. Rozhodujici je procentni ob-
sah urcité latky.

1. technologie: 1,52 1,57 1,71 1,34 1,68

2. technologie: 1,75 1,67 1,56 1,66 1,72 1,79 1,64 1,55

Na hlading€ vyznamnosti 0,05 posud’te pomoci dvouvybérového Wilcoxonova
testu, zda je opravnény predpoklad, ze ob¢ technologie poskytuji stejné procento
ucinné latky.

Reseni:

Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujeme Hy: X¢ 50 - Yo,s0 = O proti oboustranné al-
ternativé H: Xo.50 - Yoso # 0.

usp.h. 1,34 1,52 1,55 1,56 1,57 1,64 1,66 1,67 1,68 1,71 1,72 1,75 1,79

potadi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

T, =1+2+5+9+10=27,T,=3+4+6+7+8+11+12+13=064

U, =58+5.6/2-27=28,U,=58+89/2-64=12



Kritickd hodnota pro a = 0,05, min(5,8) = 5, max(5,8) = 8 je 6. Protoze
min(28,12) = 12 > 6, nemizeme na hladin¢ vyznamnosti 0,05 zamitnout hypoté-
zu, ze ob¢ technologie poskytuji stejné procento ucinné latky.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Utvofime novy datovy soubor se dvéma proménnymi a 13 ptipady. Do promén-
né X napiSeme zjiSténé hodnoty a do proménné ID napiSeme 5x €islo 1 pro prvni
technologii a 8x Cislo 2 pro stary druhou technologii.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnani dvou nezavislych vzorkl —
OK — Proménné — Seznam zavislych proménnych X, Nezav. (grupov.) promén-
na [D — OK — M-W U test.

Upozornéni: Ve STATISTICE je dvouvybérovy Wilcoxontv test uveden pod
nazvem Manniiv — Whitneyuv test.

Mann-Whitneyuv U test (dve technologie.sta)
Dle promén. ID
Oznacené testy jsou vyznamné na hladiné p <,05000

S¢t por. | S¢t por. U z Uroveni p z Uroverip [N platn. |N platn. | 2*1str.
Proménna | skup. 1 | skup. 2 upravené skup. 1 | skup. 2 | pfesné p
X 27,00000 64,00000 12,00000 -1,17108 0,241567 -1,17108 0,241567 5 8 0,284382

Ve vystupni tabulce jsou soucty potadi Ty, T,, hodnota testové statistiky

min(U;, U,) oznacena U, hodnota asymptotické testové statistiky U, (oznacena
Z), asymptoticka p-hodnota pro Uja pfesna p-hodnota (ozn. 2*1str. pfesné p —ta
se pouziva pro rozsahy vybéri pod 30). V naSem piipad¢ presna p-hodnota =
0,284382, tedy Hy nezamitame na hladin¢ vyznamnosti 0,05.

Vypocet je vhodné doplnit krabicovym diagramem.
1,9 T T

0 Median
1,3 : : [ 25%-75%
1 2 T Min-Max
ID
Je ztejmé, Ze prvni technologie poskytuje vesmés nizsi procento ucinné latky

nez druha technologie a také vykazuje ponékud vétsi variabilitu.




Kruskaluv - Wallisuv test

William Kruskal (1919 — 2005): Wilson Allen Wallis (1912 — 1988):
Americky matematik Americky matematik
Necht je dano r > 3 nezavislych nahodnych vybért o rozsazich ny, ... , n . Pred-

pokladame, ze tyto vybéry pochazeji ze spojitych rozlozeni. Oznacme
n=n, + .. +n.Naasymptotické hladin€ vyznamnosti a chceme testovat hypo-
tézu, ze vSechny tyto vybéry pochézeji z t€hoz rozlozeni.

Postup testu:

a) Vsech n hodnot sefadime do rostouci posloupnosti.
b) Urcime potadi kazdé hodnoty v tomto sdruzeném vybéru.
¢) Oznaéme Tj soucet poradi téch hodnot, kter¢ patii do j-teho vybéru, j=1, ...,
r (kontrola: musi platit T, + ... + T = n(n+1)/2).
12 sz
n(n +1) Z :

=17

d) Testova statistika m4 tvar: Q = =3(n+1). Plati-li Hy, ma statis-
tika Q asymptoticky rozlozeni y’(r-1).
¢) Kriticky obor: W = <X21-u( ~1),00).

f) H, zamitneme na asymptotické hladin€ vyznamnosti o, kdyz Q > 1, 2(r-1).

Priklad: V roce 1980 byly ziskany tfi nezavislé vybéry obsahujici udaje o prii-
mérnych ro¢nich piijmech (v tisicich dolart) ¢tyt socialnich skupin ve tfech
ruznych oblastech USA.

jizni oblast: 6 10 15 29

pacificka oblast: 11 13 17 131

severovychodni oblast: 7 14 28 25

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze ptijmy v téchto oblastech se
nelisi.



ReSeni:
Vypoclty uspoiradame do tabulky

Usp. hodnoty  [6]7]10|11]13]14|15]17]25|28[29]131
Poradi 1.vybéru|1| |3 7 11
Poradi 2.vybéru 4 15 8 12
Poradi 3.vybéru| |2 6 9 110

Ty=1+3+7+11=22,
T,=4+5+8+12=29,
T; = 2+6+9+10=27,

r 2 2 2
12 z J —3(n+1): 12 (22 +29 +27 _303=0.5,
n(n+1 = 1203( 4 4 4

)
=<Xm( o) = (a2} )= (5991,

Protoze Q < 5,991, Hy nezamitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.
Rozdily mezi praimérnymi ro¢nimi piijmy v uvedenych tiech oblastech se ne-
prokazaly.

Medianovy test

Vychozi situace je stejna jako u K-W testu

Postup testu:

a) Vsech n hodnot uspofddame do rostouci posloupnosti.

b) Najdeme median X, 5 t€chto n hodnot.

c) Oznacme P; pocet hodnot v j-tém vybéru, které jsou vétsi nebo rovny media-

nu Xop, 50-
2

r P.
d) Testova statistika ma tvar Qy =4> ——-n. Plati-li Hy, ma statistika Qy
=t 1
asymptoticky rozlozeni y*(r-1).
e) Kriticky obor: W =<X21—a( ~1),00).

f) H, zamitneme na asymptoticke hladin€ vyznamnosti a, kdyz Qu > %14 *(r-1).
Priklad:

Pro data o primérnych ro¢nich ptijmech proved’te medidnovy test. Hladinu vy-
znamnosti volte 0,05.

ReSeni:
Usp. hodnoty 6 710111314 1517 2528 29 131
Median je primér 6. a 7. uspofadan¢ hodnoty: x,, = 14 ; 15 14,5.

V prvnim vybéru existuji 2 hodnoty, které jsou vétsi nebo rovny 14,5, stejné tak
1 ve druhém a tfetim vybéru, tedy P, = P, = P; = 2.



- P/’
Testova statistika: Qy, =4> ——-n = 4B(22 +2° +22)} -12=0
=

Kriticky obor: W = (x’1-a (r =1),00) = (X 0.5 (2), ) = (5,991, e0)

Protoze Qv < 5,991, Hy nezamitame na asymptotické hladin€¢ vyznamnosti 0,05.

Metody mnohonasobného porovnavani

Zamitneme-li hypotézu, ze vSechny nahodné vybé&ry pochézeji z téhoz rozlozeni,
zajima nas, které dvojice ndhodnych vybért se 1i8i na zvolené hladin¢€ vyznam-
nosti. Testujeme Hy: k-ty a -ty ndhodny vybér pochazeji z t€hoz rozlozeni, k, 1 =
1, .., r, k#1proti H;: aspon jedna dvojice vybéri pochazi z riiznych rozlozeni.

a) Neményiho metoda (Peter Neményi 1927 — 2002: Americky matematik ma-

d’arského ptivodu)

- VSechny vybéry maji tyZ rozsah p (tfidéni je vyvazene¢).

- VypocCteme | T - Tk | .

-V tabulkéch najdeme kritickou hodnotu (pro dané p, r, a ).

- Pokud | T - Tk | > tabelovana kritick4 hodnota, pak na hladin€ vyznamnosti o
zamitame hypotézu, ze I-ty a k-ty vybér pochazeji z téhoz rozlozeni.

b) Obecna metoda mnohonasobného porovnavani

n_ T

- VypocCteme T

n, n,

- Ve specialnich statistickych tabulkach najdeme kritickou hodnotu hxw(a ).
Pii vétsich rozsazich vybérd je mozno ji nahradit kvantilem y;. *(r-1).

> \/L (L + L]n(n +1)h,,, (a), pak na hladiné¢ vyznamnosti o

1 _

.. |T, T
- Jestlize —k

n, n, 12{n, n,

zamitame hypotézu, Ze I-ty a k-ty vyber pochazeji z téhoz rozloZeni.

Priklad:

Ctyfi laboranti provedli analytické stanoveni procenta niklu v oceli. Kazdy
hodnotil pét vzorkd.

Laborant A: 4,15 4,26 4,10 4,30 4,25

Laborant B: 4,38 4,40 4,29 4,39 4,45

Laborant C: 4,23 4,16 4,20 4,24 4,27

Laborant D: 4,41 4,31 4,42 4,37 4,43

Na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze vSechny Ctyfi
nahodné vybéry pochézeji ze stejného rozlozeni. Pokud nulovou hypotézu za-
mitnete, zjistéte, které dvojice vybéri se lisi.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:



Vytvotime novy datovy soubor o dvou proménnych a 20 ptipadech. Do pro-
ménné nikl napiSeme zmétené hodnoty, do proménné laborant napiSeme 5x1 pro
1. laboranta atd. az 5x4 pro 4. laboranta.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnani vice nezavislych vzorkil - OK
— Seznam zavislych proménnych nikl, Nezav. (grupovaci) proménna laborant —
OK — Summary: Kruskal-Wallis ANOVA & Median test. Ve dvou vystupnich
tabulkach se objevi vysledky K-W testu a medidnového testu.

Kruskal-Wallisova ANOVA zaloz. na pof.; nikl (nikl v oceli)
Nezavisla (grupovaci) proménna Jlaborant
Kruskal-Wallistv test: H ( 3, N=20) =13,77714 p =,0032

Zavisla: |Kéd | Pocet Soucet
nikl platnych | poradi
1 1 5/ 29,00000
2 2 5 75,00000
3 3 5 27,00000
4 4 5 79,00000

Medianovy test, celk. median = 4,29500; nikl (nikl v oceli
Nezavisla (grupovaci) proménna : laborant
Zavisla: Chi-Kvadr. = 13,60000 sv = 3 p =,0035
nikl 1 | 2 | 3 | 4 |Celkem
<= Median: pozorov. | 4,00000 1,00000 5,00000 0,00000 10,00000
ocekav.| 2,50000 2,50000 2,50000 2,50000
poz.-o¢.| 1,50000 -1,50000 2,50000 -2,50000
> Median: pozorov. 1,00000 4,00000 0,00000 5,00000 10,00000
ocekav.| 2,50000 2,50000 2,50000 2,50000
poz.-o¢.| -1,50000 1,50000 -2,50000 2,50000
Celkem: oc¢ek.| 5,00000 5,00000 5,00000 5,00000 20,00000

Oba testy zamitaji hypotézu o shod¢ medianti v danych ¢tyfech skupinach, ale
K-W test je ponékud siln¢j$i (p-hodnota = 0,0032, zatimco p-hodnota pro medi-
anovy test je 0,0035).

Nyni provedeme mnohonasobné porovnavani, abychom zjistili, které dvojice
laborantt se 1i8i. Zvolime Vicenas. porovnani primérného potadi pro vs. skupi-
ny.

Vicenasobné porovnani p hodnot (oboustr.);nikl (nikl v oceli)
Nezavisla (grupovaci) proménna laborant
Kruskal-Wallistv test: H ( 3, N=20) =13,77714 p =,0032
Zavisla: 1 2 3 4
nikl R:5,8000| R:15,000 | R:5,4000 | R:15,800
1 0,083641 1,000000 0,045158
2 0,083641 0,061779 1,000000
3 1,000000 0,061779 0,032664
4 0,045158 1,000000 0,032664

Tabulka obsahuje p-hodnoty pro porovnani dvojic skupin. Vidime, Ze na hladiné
vyznamnosti 0,05 se 1i$i laboranti A, D a laboranti C, D.
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Kritické hodnoty znaménkového testu pron==6, 7, .., 20, a = 0,05 a a = 0,01

n |a=0,05 |a=0,01
ki ko ki |k
6 |0 |6 - -
7 |0 |7 - -
8 |0 |8 0 |8
9 |1 |8 0 1|9
10 |1 |9 0 |10
11 |1 10 |0 |11
12 12 |10 |1 11
13 (2 |11 |1 12
14 12 |12 |1 13
1513 (12 |2 |13
16 |3 |13 |2 |14
17 14 (13 |2 |15
18 (4 |14 |3 |15
19 (4 |15 |3 |16
20 (5 |15 |3 |17

Zdroj: Andg¢l, J.: Matematicka statistika. (Tabulka XVIIL.8).



Kritické hodnoty jednovybérového Wilcoxonova testu pron==6, 7, .., 30, a = 0,05 a a = 0,01

n |oa=0,05 o=0,01
krit. hodnota |krit. hodnota
6 |0 -
7 12 -
8 |3 0
9 |5 1
10 |8 3
11 |10 5
12 |13 7
13 |17 9
14 |21 12
15 |25 15
16 |29 19
17 |34 23
18 40 27
19 |46 32
20 (52 37
21 |58 42
22 |65 48
23 |73 54
24 |81 61
25 (89 68
26 (98 75
27 (107 83
28 | 116 91
29 (126 100
30 | 137 109

Zdroj: Andg¢l, J.: Matematicka statistika. (Tabulka XVIIIL.9).



Kritické hodnoty Neményiho metody, r =3, 4, .., 10,n =

1,2,...,25,0=0,05

T

3

4

5

6

7

8

9

10

3,3

4,7

6,1

7,5

9,0

10,5

12,0

13,5

8,8

12,6

16,5

20,5

24,7

28,9

33,1

37,4

15,7

22,7

29,9

37,3

44,8

52,5

60,3

68,2

23,9

34,6

45,6

57,0

68,6

80,4

92,4

104,6

33,1

48,1

63,5

79,3

95,5

112,0

128,8

145,8

43,3

62,9

83,2

104,0

125,3

147,0

169,1

191,4

54,4

79,1

104,6

130,8

157,6

184,9

212,8

240,9

O NQA| N[N [V (N —|B

66,3

96,4

127,6

159,6

192,4

225,7

259,7

294,1

O

75,9

114,8

152,0

190,2

229,3

269,1

309,6

350,6

10

92,3

134,3

177,8

222,6

2684

315,0

3624

410,5

11

106,3

154,8

205,0

256,6

3094

363,2

4179

473,3

12

120,9

176,2

233,4

292,2

352,4

413,6

476,0

539,1

13

136,2

198,5

263,0

329,3

397,1

466,2

536,5

607,7

14

152,1

221,7

293,8

367,8

443,6

520,8

599.4

679,0

15

168,6

245,7

325,7

407,8

491,9

577,4

664,6

752,8

16

185,6

270,6

358,6

449,1

541,7

635.,9

732,0

829,2

17

203,1

296,2

392,6

491,7

593,1

696,3

801,5

907,9

18

221,2

322,6

427,6

535,5

646,1

758,5

873,1

989,0

19

239,8

349,7

463,6

580,6

700,5

8224

946,7

1072,4

20

258,8

3717,6

500,5

626,9

756,4

888,1

1022,3

1158,1

21

278,44

406,1

5384

674,4

813,7

9554

1099,8

1245,9

22

298,4

435,3

5717,2

723,0

872,3

1024,3

1179,1

1335,7

23

3189

465,2

616,9

772,7

9324

1094,8

1260,3

1427,7

24

339,8

495,8

657,4

823,5

993,7

1166,8

1343,2

1521,7

25

361,1

527,0

698.,8

875,4

1056,3

12404

1427,9

1611,6

Zdroj: Blatna, Dagmar: Neparametrické metody. Tabulka T21/1.



Kritické hodnoty dvouvybérového Wilcoxonova testu prom=1,2,..,30,n=1,2,...,30,a=
0,05

n

m |1 (2|3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 10 |11 [12 13 14 15 16 17 18 19 20
1 -

2 |- |-

3 (- |- -

4 |- |- |- 0

5 |- 0 1 2

6 |- |- |1 |2 |3 |5

7 |- |- |1 |3 [5 |6 |8

8 |- |0 ]2 |4 |6 |8 10 |13

9 |- 1012 14 |7 10 |12 |15 |17

10 [- [0 |3 |5 |8 11 |14 |17 |20 |23

11 [-- [0 |3 |6 |9 13 |16 [19 |23 |26 |30

12 |- |1 |14 |7 11 |14 |18 |22 |26 |29 |33 |37

13 |- [1 14 |8 12 |16 |20 [24 |28 |33 |37 |41 |45

14 |- |15 |9 13 |17 |22 |26 |31 |36 |40 |45 |50 |55

15 |- [1 |5 10 |14 [19 [24 [29 |34 |39 |44 |49 |54 |59 |64

16 |- |1 ]6 11 |15 [21 |26 |31 [37 [42 [47 [53 |59 |64 |70 |75

17 |- |2 |6 11 |17 [22 [28 |34 [39 |45 |51 |57 |63 |69 |75 |81 87

18 |- [2 |7 12 |18 [24 [30 [36 |42 |48 |55 |61 67 174 |80 |8 |93 |99

19 |- [2 |7 13 |19 [25 [32 [38 [45 |52 |58 |65 |72 |78 |85 192 |99 106 | 113

20 |- |2 |8 14 120 [27 |34 [41 [48 [55 [62 [69 |76 |83 [90 |98 105 | 112 | 119 [127
21 |- |2 |8 15 |22 [29 [36 [43 |50 |58 |65 |73 |80 |88 |96 103 | 111 |[119 [126 |134
22 |- (3 ]9 16 |23 |30 [38 [45 [53 |61 |69 |77 |85 |93 101 [109 |117 |125 |133 |141
23 |- 1319 17 |24 [32 [40 [48 |56 |64 |73 |81 89 198 106 | 115 | 123 [132 | 140 [149
24 |- |3 [10 |17 |25 |33 |42 |50 [59 [67 |76 [85 |94 102 |111 [120 |129 |138 |147 [156
25 |- [3 |10 |18 |27 |35 |44 |53 |62 |71 |80 [&9 |98 107 | 117 [126 |[135 [145 | 154 |16l
26 |- |4 |11 |19 |28 |37 [46 |55 |64 |74 |83 |93 102 | 112 |122 [132 | 141 |151 [161 |171
27 |- |4 |11 |20 |29 |38 |48 |57 |67 |77 |87 |97 107 | 117 |127 [137 | 147 | 158 |168 |178
28 |- |4 [12 |21 |30 [40 |50 |60 [70 [80 |90 [101 |111 122 |132 [143 |[154 |164 |175 |186
29 |- [4 [13 |22 |32 |42 |52 |62 |73 |83 |94 [105 |116 |127 |138 [149 |160 |171 | 182 [193
30 |- |5 |13 |23 |33 |43 |54 |65 |76 |87 |98 |109 |120 |131 |143 |154 |[166 |177 | 189 |200

Zdroj: Andg¢l, J.: Matematicka statistika. (Tabulka XVIII.10a).



