Zakladni pojmy

Resené piiklady
Priklad. Dokazte: Vn € N : 64|3*"3 + 40n — 27.

Resend. Diikaz povedeme matematickou indukei:
1. n=1: 323 4 40n — 27 = 3273 + 40 — 27 = 243 + 40 — 27 = 256 = 4 - 64
2. Necht 64|32"" + 40n — 27 pron € {1,2,...,k}.

3. k=n+ 1. Pak 3263 4 40k — 27 = 32D+ 4 40(n + 1) — 27 =
= 32342 | 40 4 40 — 27 = 32 - 323 4 40n — 27 + 40 =
= 9. (323 4 40n — 27) — 8- (40n — 27) + 40 =
= 9. (323 4 400 — 27) — 64 - 5n + 256 = 9 - (3273  40n — 27) + 64(4 — bn)

Priklad. Necht (u,v) = 1. Dokazte, ze (u + v,u — v) je rovno bud 1 nebo 2.

Resend. Jak u, tak v mize byt bud sudé, nebo liché.

1. u - sudé, v - sudé
Neni splnén predpoklad (u,v) = 1.

2. u-liché, v - liché, tj. u=2k+ 1, v=2l+1, k1 €Z
Predpokladejme, ze existuje prvocislo p # 2 : p|(u + v) A p|(u — v)., tj. plati

u+v =pm,meZ

u—v =pn,nel

Ze souctu téchto dvou rovnic plyne, Ze p|u, z jejich rozdilu plyne p|v, coz je spor se
zadanim.
Tedy plati: (u +v,u—v)=2k+14+2[+1,2k+1-21—-1)=2.

3. u - liché, v - sudé
Soucet i rozdil ¢isel u, v v tomto pfipadé je vzdy liché ¢islo, jejich spolecnym déli-
telem tedy nemtze byt ¢islo 2. Pokud by cisla u, v byla soudélna a jejich nejvétsim
spolecnym délitelem bylo ¢islo k, pak by soucet i rozdil byl délitelny timto k, a to
by také bylo nejvétsim spolec¢nym délitelem souctu a rozdilu u, v. Protoze k = 1, je
i(u+v,u—v)=Fk=1.



4. v - liché, u - sudé
Analogicky jako predchozi pripad.

0

Priklad. Pomoci Euklidova algoritmu uréete nejvétsiho spoleéného délitele éisel 3% — 1 a
305 — 1.

Resend.

365 - 1 — (345 o 1) . 320 4 (320 o 1)

3 1=03%-1)-3®+3)+(3°—-1)

30 —1=3"-1)- 3% +39+3+1)+0
(345—1,365—1):35—1 [l

Priklad. Pomoci predchoziho piikladu uréete Bezoutovu rovnost pro ésla 35 —1 a 3% —1.

Reseni. 1o (35 1) (3135 ) =
— (345 1) [(365 ) (345 1)320](325 + 35) —
_ (345 1) (325 4 35)(365 1) 4 (345 - 1)(345 4 325) _
— (345 1)(345 + 325 1) o (365 o 1)(325 + 35)

Priklad. Urcete, zda jsou dana cisla nesoud€lna, popt. po dvou nesoudélna:
1. 6,10,15
2.3,7,16
3. 21,31,41,51

Reseni. 1. (6,10,15) = 1, (6,10) = 2, (6,15) = 3, (10,15) = 5. Cisla 6,10, 15 jsou
nesoudélna, ale nejsou po dvou nesoudélna.

2. (3,7,16) =1, (3,7) = 1, (7,16) = 1, (3,16) = 1. Cisla 3,7, 16 jsou nesoudélna i po

dvou nesoudélna.

3. (21,31,41,51) = 1, (21,31) = 1, (21,41) = 1, (21,51) = 3, (31,41) = 1, (31,51) = 1,
(41,51) = 1. Cisla 21, 31,41, 51 jsou nesoudélna, ale nejsou po dvou nesoudélna.
U

Priklad. Naleznéte Va € Z, pro kterd (a — 3)|(a — 3)



Resent.

(a® — 3):(a—3)=d*+3a+9
—a® + 3d?
— 3a® -3
—3d® +9a
9a — 3
—9a 4+ 27
24

(a—3)|(a®>—=3)A(a—3)|[(a—3)(a*+3a+9)= (a—3)|24= 3Tk €Z:24=Fk - (v — 3)
délitelé cisla 24: {£1, 42, 43, +4, +6, +8, +12, +24}
ac{4,5,6,7,9,11,1527,2,1,0, -1, -3, -5, -9, —21} O

Priklad. Naleznéte nejvétiho spole¢ného délitele (319, 754) = d a urcete Bezoutovu rovnost.
Reseni.
754 =319 -2+ 116
319 =116-2+ 87
116 = 87-1+ 29
87= 29-3+ 0

(319, 754) = 29

29 =116 —87-1 =
=116 — (319 — 116 - 2) =
— (754 — 319-2) — (319 — (754 — 319-2) - 2) =
— 754 —319-2—3194754-2—319-4 =
= 754-3 + 319 (=7)



