Kapitola 1

Dynamika vékoveée
strukturované populace

1.1 McKendrickova-von Foersterova parcialni di-
ferencialni rovnice

1.1.1 Odvozeni rovnice

Uvazujme populaci tvofenou jedinci, ktefi se od sebe 1isi v jediné charakteristice
— véku. Tato populace se vyviji v Case. Stav populace popiSeme jeji hustotou u,
ktera zavisi na Case t a na véku jedinci a, tedy u = u(t, a). Velikost populace je
vyjadiena pomoci jeji hustoty: mnozstvi jedincti, jejichz vék je v Case t z intervalu

[a1, az2] je dén integralem
as

[ a0

ai

Hustota je tedy integrabilni funkce u : [0,00)? — R. Zména velikosti populace je
urcena dvéma procesy — rozenim a umiranim.

Proces umirani lze povazovat za ndhodny. Budeme o ném pfedpokladat, ze se
jedna o proces Poissontiv, tj. ze pravdépodobnost imrti jedince za kratky casovy
interval je imérna délce At tohoto intervalu; koeficient timérnosti oznac¢ime .
Klasické pravdépodobnost, Ze jedinec, ktery mél v ¢ase t vék z intervalu [a, a+ Aal,
zemie v ¢asovém useku délky At je tedy rovna

at+At+Aa
f u(t + Aa, £)dE
at+At .
at+Aa ’

[ ult§)dg

a

At =1—

1



2 1 VEKOVE STRUKTUROVANA POPULACE

integral ve jmenovateli vyjadifuje mnozstvi jedincd, ktefi v ¢ase ¢ méli vék z in-
tervalu [a,a + Aal, integral ve citateli vyjadiuje mnozstvi jedinct, ktefi v case
t + At méli vék z intervalu [a + At,a + At + Aal, tj. téch, ktefi v uvazovaném
¢asovém intervalu nezemfeli, pouze zestarli o At. V integralu z Citatele provedeme
substituci £ = s + At a celou rovnost vynasobime jmenovatelem. Dostaneme

a+Aa a+Aa at+Aa
AL / u(t,&)dE = / u(t, &)dE — / u(t + Aa, s + At)ds.

Necht At = Aa, tj. uvazované malé rozpé&ti véku a ¢asovy interval jsou stejné. Pak
posledni rovnost snadno upravime na tvar

a+Aa
(u(t + Aa, &+ Aa) —u(t, &) + ,uu(t,f)Aa)d«E =0.

a

Predpokladejme dale, Ze hustota u je spojité diferencovatelna, a tedy také spojita
funkce. V takovém piipadé z faktu, ze Aa bylo zvoleno libovolné, plyne!

u(t + Aa,a + Aa) — u(t,a) = —pu(t,a)Aa.
Levou stranu této rovnosti upravime podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté:

u(t + Aa,a + Aa) — u(t,a) = %(t + 91Aa,a+ Aa)Aa + %(t, a + Y2Aa)Aag;

v tomto piipadé %, resp. % oznacuje derivaci podle prvni, resp. podle druhé

proménné a 1, ¥2 jsou éisla z intervalu (0,1). Celkem tak dostaneme rovnost

(%(t + %1 Aa,a+ Aa) + %(t7 a+ 192Aa)) Aa = pu(t, a)Aa.

1Plati totiz

Lemma 1. Necht funkce f je spojitd na intervalu [a,b). Jestlife pro kaZdé a € (a,b) plati
«

J f(z)dz =0 pak f(a) =0.

a

Dikaz. Pfipustme, ze f(a) < 0 a polozme & = f% (a). Pak € > 0. Ze spojitosti funkce f plyne
existence kladného &isla § takového, Ze pro kazdé = € [a,a + §) plati |f(z) — f(a)|] < ¢, takze
f(z) < fla)4+e = %f(a). Bez jmy na obecnosti lze pfedpokladat, ze § < b—a. Pak z pfedpokladu

a z véty o monotonnosti integralu vzhledem k integrované funkci plyne

a+6

a+6
0= [ te < [ Sf@a

%5]”((1) <0,

coz je spor. Moznost f(a) > 0 vylou¢ime analogicky. O
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Po vydéleni ¢islem Aa a naslednym limitnim pifechodem Aa — 0 obdrZime rovnost

@(t )_;’_@
ot 4 Oa

O koeficientu p budeme predpokladat, ze zavisi pouze na véku a, nikoliv na
hustoté populace nebo na ¢ase, tj. u = p(a). V tomto pfipadé hodnoty funkce p
nazyvame specifickd umrtnost ve véku a; typicky pribéh funkce p je zndzornén
na obr. 1.1.1 a). Umrtnost novorozencii je relativné velka. Pak a7 do jistého véku
(vétsinou do dospélosti, ukonéeni individudlniho vyvoje) klesd. Dale zlistane na
néjaké nizké trovni a po dosazeni hranice stafi opét roste; zpocatku linearné a
nakonec jako konvexni funkce.

Obecné budeme o funkci p predpokladat, Ze je definovana a spojita na intervalu
[0,aprr), kde apr < 00, je na tomto intervalu nezédpornd a plati

(t,a) = —pul(t,a). (1.1)

apnr

[ nierae = o (1.2)
0

to znamend, Ze v piipadé ay < oo je lim p(a) = oo.
a—an —

7 procesu umirani jsme tedy odvodili, Ze hustota populace je feSenim linearni
parcialni diferencialni rovnice

Oou  Ou
Fn + %0 = —u(a)u. (1.3)
Tato rovnice byva nazyvana McKendrickova-von Foersterova.

Obratme nyni pozornost k procesu rozeni. Je-li populace tvofena nepohlavné
se rozmnozujicimi organismy, lze mluvit o potomcich né€jakého jedince. V piipadé
pohlavniho rozmnozovani je vhodné se omezit na potomky samic; jedincem po-
pulace tedy budeme rozumét samici, jejimi potomky pouze dcery. Pocet potomkt
jedince za kratky casovy usek délky At je ndhodné veli¢ina, oznacme ji B. Je ro-
zumné piedpokladat, Ze jeji stfedni hodnota EB roste s délkou At ¢asového tseku;
v nejjednodussim pripadé, ze je mu pfimo imérna s koeficientem 3. Tedy

EB = BAL

Podobné jako v pfipadé tmrtnosti budeme predpokladat, ze koeficient 5 zavisi
pouze na véku jedince, nikoliv na hustoté populace nebo na case, tj. 8 = S(a).
V takovém piipadé ho nazyvame specifickd porodnost ve véku a. Typicky pribéh
funkce [ je znézornén na obrdazku 1.1.1 b). Novorozeni jedinci zadné potomky
nemaji, mohou je mit aZz po dosazeni jistého véku a; (dospélosti). Pak porodnost
naroste do jisté maximalni hodnoty a po néjaké dobé miize zacit klesat a v néjakém
véku ar vymizi. Vék ar (menopauza) miize byt mensi nez typickd doba zivota (tak
je tomu naptiklad v pfipadé ¢lovéka) nebo vétsi (jako u vétsiny obratlovei).

Obecné budeme o funkci 3 predpokladat, Ze je nezdpornd na intervalu (az, ar),
na [0,as] U [ar,o0) je nulova (tj. Suppf = [as,ar]) a na kazdém podintervalu
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[t 1 3
/3*

a) b)

Obrazek 1.1: Typicky pribéh a) specifické timrtnosti a b) specifické porodnosti
zéavislé na véku

intervalu [0, 00) je integrabilni. Pro hodnoty ay, a7, ap plati 0 < a;y < ar < oo,
ar < apr; o vztahu hodnot ar a ap; nepredpokladame obecné nic.

Predpokladejme, Ze uvazovany Casovy usek At je natolik kratky, aby véky a a
a+ At bylo mozno povazovat za stejné, porodnost (+) a hustotu u(¢, -) v libovolném
Case t bylo moZzné povazovat za konstantni funkce. Pro i = 0,1,2,... ozna¢me
a; = i1At. MnozZstvi jedinca véku mezi a; a a; 11 v ¢ase t je

aj41 a;+At a;+At
/ u(t, €)dé = / ul(t, €)dé ~ / u(t, a)de = ult, a;) At,

takZe ocekavany pocet jejich potomku je priblizné, ale dostate¢né presné, roven
(u(t,a;)At)B(a;)At.

Pocet vSech novorozenci za ¢asovy tusek od ¢ do t+ At je souc¢tem potomku jedinct
vsech plodnych vékovych kategorii, tj.

i (t,a;)At) 3 azAt<ZBaz taZAt>At,

i=0
kde n je takové prirozené ¢islo, ze iAt > ar. Tento pocet novorozenci lze souc¢asné
ztotoznit s po¢tem jedinci véku mezi a9 = 0 a a; = At v Case t, tedy vyjadrit
hodnotou

At At
/u(t,{)d{ R~ /u(t,O)d§ = u(t,0)At.
0 0

Porovnanim téchto dvou vyjadfeni poctu novorozenct v ¢asovém useku délky At

dostaneme
n—1

u(t,0) ~ Z Bla;)u(t, a;)At.

=0
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Tato pfiblizna rovnost je tim pfesnéjsi, ¢im je Casovy usek At krat$i. Vyraz na
jejl levé strané je integralnim souctem pifislusnym k funkci f dané predpisem
f(a) = B(a)u(t,a) a déleni {0, At,2At, ..., (n — 1)At,ar} intervalu [0, ar]. Podle
pfedpokladii je funkce [ na intervalu [0, ar] integrabilni, funkce u(t, ) je zde spo-
jitd (dokonce diferencovatelnd). Z toho plyne, Ze funkce 3(-)u(t,-) je na intervalu
[0, ar] integrabilni, takze prava strana posledni pfiblizné rovnosti konverguje pro

At — 0 k integrilu
JEGHEnT
0

Vzhledem k tomu, Ze pro a > ar je 3(a) = 0, miZeme v horni mezi integralu psat
symbol co. Pro hustotu novorozencii v ¢ase t tedy dostavame vyjadieni

:/ﬁ@mwo%. (1.4)
0

Parcialni diferencidlni rovnice (1.3) a integralni rovnice (1.4) popisuji ¢asovy
vy voj hustoty vékové strukturované populace J aké bude velikost a vékové sloieni
v néjakém pocatecnim casovém okamziku ty. Budeme tedy predpokladat, Ze zname
pocatecni hustotu populace

ulto, @) = pla). (15)
Jesté ukdzeme, ze soustava rovnic (1.3), (1.4) m4 vlastnost autonomnich sys-
témi — FeSeni nezdvisi na volbé poéateéniho okamziku ¢o. Bud tedy u(¢,a) FeSeni
tohoto systému s pocateéni podminkou (1.5). Polozme v(t,a) = u(t + o, a). Pak
je
Ov(t,a)  Ou(t+to,a) Ot +1to) Ou 94 4t a) du(t,a)  Ou
ot O(t+to) ot ot 0, 4/

9a a—(t+t0, a),
tedy

Ov(t,a) Jr81}(t, a) Ou
ot da Ot

— (t+to, )+%(t+to, a) = —p(a)u(t+to,a) = —p(a)v(t, a),

a dale
0/ /

v(0,a) = u(to,a) = ¢(a).

Funkce v je tedy FeSenim systému (1.3), (1.4), (1.5) s tg = 0. Bez ijmy na obecnosti
tedy lze predpokladat, ze to = 0.
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Modelem vyvoje vékové strukturované populace je tloha pro linearni parcidlni
diferencialni rovnici prvniho fadu:

% + % = —p(a)u prot >0, a€ (0,an), (1.6)
u(0,a) = ¢(a) proa € (0,apn), (1.7)
u(t.0) = [ BOu(t O pro >0 (1.9

0

pritom v = u(t,u) oznacuje hustotu jedincd véku a v Case t, u(a) je specifickd
amrtnost zavisla na véku, G(a) je specifickd porodnost zavisla na véku.

Funkce p : [0,ap) — [0,00) je spojitd a spliiuje podminku (1.2), funkce 3 :
[0,00) — [0, 00) je nezdpornd, integrabilni a spliiuje podminku Supp 8 = [as, an];
pritom 0 < ap < o0, 0 < ar <ar <00, ar < ap.

1.1.2 Analytické feseni

Hleddme Feseni rovnice (1.6) s podminkami (1.7), (1.8).
Charakteristicka soustava oby¢ejnych diferencidlnich rovnic pfislusna k rovnici
(1.6) je
dt da du
—=1, —=1 —=- :
ds " ds " ds ,u(a(s))u
Reseni prvnich dvou rovnic je

t=1t(s)=s+C1, a=a(s)=s+Cs, (1.9)

kde C1, Cs jsou konstanty. Dosazenim posledniho vztahu do tfeti z charakteristic-
kych rovnic dava rovnici se separovanymi proménnymi

du
E = 7#(5 + CQ)U,

jejiz Teseni je
— [ u(r+Ca)dr
u=u(s) =Cse 0 o (1.10)
kde Cj5 je konstanta. Odeétenim rovnosti (1.9) eliminujeme parametr s a dostaneme
vyjadieni
t—a=Cy— Cy = const,

které lze interpretovat jako soustavu rovnobéznych pfimek v roviné (¢, a), viz obr.
1.1.2. Tyto primky pro C7 > Cs, tj. pro t > a protinaji osu ¢, na niz je zadana
podminka (1.8), v opaéném pfipadé protinaji osu a, na niz je zadand podminka
(1.7). Podminka na ose a je zaddna explicitné hodnotami funkce ¢. Na ose t je
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(1) t

Obrazek 1.2: Pramét charakteristik rovnice (1.6) do roviny (¢, a)

rovnosti (1.8) podminka vyjiddfena pouze implicitné; zatim nezndmou funkci za-
davajici podminku na ose ¢t oznacime =z, tj.

z(t) = [ B(&)ult,§)dE. (1.11)
/

Pii hledani feseni alohy (1.6), (1.7), (1.8) tedy musime rozlisit dva p¥ipady: a > ¢
aa<t.
Necht nejprve a > t. V tomto piipadé je parametrické vyjadieni okrajové
podminky (1.7)% tvaru
t=0, a=o0, u=y(o).

Dosazenim s = 0 do (1.9) a (1.10) a porovnénim s parametrickym vyjadfenim
podminky dostaneme

t=C1 =0,
a=Cy =0, (1.12)
u=Cs = (o). (1.13)

Toto vyjadfeni konstant C; a Co dosadime do (1.9), tj.
t=s (1.14)

a=s84+0

a eliminaci parametru s dostaneme parametr ¢ ve tvaru ¢ = a — t. Ten spolu
s vyjadienim (1.13) konstanty C3 a (1.12) konstanty Cy dosadime do (1.10) a
s vyuzitim (1.14) dostaneme

_ (t4+a—t)dr
u=u(t,a) = p(a—t)e {" .

2Vécné spravngjsi by v tomto piipadé bylo mluvit o po¢ateéni podmince. V obecném popisu
feSeni linearnich parcidlnich rovnic je obvykle pouzivan pojem ,okrajova podminka“
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V integralu vystupujicim v exponentu provedeme substituci £ = 7+ a —t. Vysled-
kem je vyjadfeni feSeni tlohy (1.6), (1.7) pro aps > a >t > 0 ve tvaru

- |
u(t,a) = pla—t)e ¢ .

Pro zjednoduseni zapisu polozime
l(a)=e © pro a € [0, anr). (1.15)

a a a—t
Z toho, ze [ p(£)d€ = [ p(£)dE — of w(€)d¢ plyne

a—t 0

- | ouea j(a)
e ot = .
l{a—1)

Z tohoto vyjadfeni dostaneme FeSeni tlohy (1.6), (1.7) pro apsr > a >t > 0 ve
tvaru
l(a)

lla—1t)

Vénujme jesté pozornost interpretaci funkce ! dané vztahem (1.15). Kohortou
rozumime skupinu jedincti narozenych v jednom okamziku, tj. jedincd stejného
véku. Pokud se vSichni jedinci z kohorty narodili v case tg = 0, pak jejich vék
v Case t je roven t, takZe hustota kohorty je u(t,t), nebo jinak, hustota jedincti
z kohorty, ktefi se dozili véku a je u(a,a). Podle (1.16) s pfihlédnutim k (1.15)
plati u(a,a) = ¢(0)i(a) = u(0,0)l(a), neboli

u(t,a) = pla —t) (1.16)

_ u(a,a)
l(a) = 20.0)°

To znamend, Ze l(a) je podilem hustoty jedincti z kohorty, ktefi se dozili véku a a
pocatedni hustoty kohorty; hodnotu I(a) lze tedy interpretovat jako pravdépodob-
nost, ze jedinec se dozije véku a. Z tohoto divodu byva funkce | nazyvana funkce
preziti.

Funkce [ je vztahem (1.15) definovand na intervalu [0, aps) a mé vlastnosti

10)=1, I'(a)=—p(a)e ° = —p(a)l(a), (1.17)

je tedy nerostouci. Podle (1.2) plati

lim I(a) = 0;

a—apn; —

pravdépodobnost, ze se jedinec dozije v€ku aps je tedy nulova. V pfipadé€ aps < oo
je tedy vék aps maximalni moznéa doba zivota jedince. Pokud ajs < oo, mizeme
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dodefinovat I(a) = 0 pro a > ayp; funkce pfeziti je pak definovand na celém
intervalu [0, 00) a je zde spojita.
Necht nyni a < t. Parametrické vyjadieni okrajové podminky (1.8) je tvaru
t=o0, a=0, u=uz(o).
Analogickym postupem jako v ptipadé a > t dostaneme vyjadieni feSeni tlohy
(1.6), (1.8) pro t > a > 0 ve tvaru
u(t,a) = x(t — a)l(a). (1.18)

Hledejme nyni vyjadfeni funkce x. Integral (1.11) definujici funkci z rozdélime
na soucet dvou — v mezich od 0 do ¢t a od ¢t do co. V prvnim z nich je funkce u
vyjadiena vztahem (1.18), ve druhém vztahem (1.16), tj.

1©)
I(E—1)

z(t) = [ BE)z(t = HUEAE+ [ B(E)p(€ —1) dg.
/ /

Ve druhém integralu provedeme v ném substituci £ — t = n; integra¢ni proménou
pak zase oznac¢ime £. Timto zpisobem dostaneme integralni rovnici pro neznamou
funkci z ve tvaru

W(t+¢)
1(6)

x(t) = /ﬂ(é)l(f)x(t*§)d§+/ﬂ(t+€)s&(§) dg. (1.19)
0 0

V piipadé aps < oo musi byt ¢(£) = 0 pro £ > aps. V horni mezi druhého integrélu
je tedy mozno psét aps. Rovnice (1.19) se nazyva Lotkova integrdlni rovnice. Jejim
feSenim x(t) = u(t,0) je hustota novorozenych jedincii v case t. Je vidét, Ze tato
hustota zavisi na porodnosti 3, pocatecni hustoté populace ¢ a na jisté funkci [,
ktera zavisi na tmrtnosti p.

Pfi oznaceni

It +¢)
L&)

K(t6) = (- olit—€), ) = / Bt + £)p(6) a

1ze rovnici (1.19) pfepsat v jednodussim tvaru

£(t) — / K(t,€)a(€)dé = f(1).

Jedna se tedy o integralni rovnici Volterrova typu.

Reseni tlohy (1.6), (1.7), (1.8) je pro aps > a >t > 0 dano vyrazem (1.16) a
prot > a > 0 je ddno vyrazem (1.18). Pfitom z je FeSenim Lotkovy integralni
rovnice (1.19) a funkce pfeziti [ je pro a < aps ddna vyrazem (1.15), pro a > ap
je nulova.
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1.1.3 Reseni se stabilni vékovou strukturou

Budeme hledat podminky, za jakych m4 tloha (1.6), (1.7), (1.8) feSeni ve tvaru
sou¢inu dvou funkci, z nichZ jedna zavisi pouze na prvni proménné (¢asu t) a
druhd pouze na druhé proménné (véku a). Pfedpoklddejme tedy, Ze feSeni je dano
vyrazem

u(t,a) = T(t)A(a), (1.20)
kde T': [0,00) — R, A:[0,ar) — R jsou diferencovatelné funkce. Po dosazeni do
rovnice (1.6) dostaneme

T'(t)A(a) + T()A'(a) = —pu(a)T(t)A(a).

Tuto rovnost vydélime souéinem 7'(¢t)A(a) a vSechny ¢leny, v nichZ se vyskytuje
proménnd a, prevedeme na jednu stranu. Pro vSechna ¢ € (0,00), a € (0,an)
takova, ze T'(t) # 0 # A(a), tedy plati

(A, T
(Am>+”(0 ) (1.21)

Na pravé strané této rovnosti tedy je vyraz, ktery zavisi pouze na t, nikoliv na a,
vyraz na levé strané nezavisi na t. To je mozno splnit jediné tehdy, kdyz vyrazy na
obou strandch rovnosti jsou konstantni funkci své proménné. Oznac¢me jeji hodnotu
. Dostavame tedy

T'(t) _

T(t)

Snadnou tpravou dostaneme linedrni homogenni obycejnou diferencialni rovnici
prvniho ¥4du 77 = AT pro neznédmou funkci T, jejiz FeSeni je

T(t) = T(0)eM. (1.22)

Tato funkce zfejmé spliiuje podminku T'(¢t) # 0 pro libovolné ¢ > 0, pokud po-
¢ateni hodnota T'(0) # 0. Konstanté A se samoziejmé musi rovnat i leva strana

rovnosti (1.21), tedy
A'(a)
— = A
(G + ut@
Po jednoduché upraveé opét dostaneme linedrni homogenni oby¢ejnou diferencialni
rovnici A’ = —(A + u(a))A, jejiz feseni je

Aa) = A(0)e o' era, (1.23)

Toto TeSeni také spliiuje podminku A(a) # 0 pro vSechna a € (0,ap), pokud
A(0) # 0. Dosazenim (1.22) a (1.23) do (1.20) s vyuzitim oznadeni (1.15) dosta-
neme

u(t,a) = T(0)A(0)l(a)e =),
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Piimym dosazenim se lze pfesvédcit, Ze tato funkce splituje rovnici (1.6) pro libo-
volné redlné hodnoty A, T'(0), A(0). Aby byla splnéna pocateéni podminka (1.7),
musi platit
u(0,a) = T(0)A(0)l(a)e™** = p(a),

tedy

p(a) = pol(a)e™, (1.24)
kde g = T(0)A(0) je néjaka konstanta. Reseni rovnice (1.6) s poc¢ateéni podmin-
kou (1.7) tedy je tvaru

u(t,a) = ol(a)ert=9).

Zbyvé urcit hodnotu konstanty A tak, aby byla splnéna okrajové podminka (1.8),
tj. aby platilo

u(t.0) = al(0)e™ = [ BO ol 9.
0

Tuto rovnost vydélime nenulovym vyrazem poe** a vzhledem k tomu, ze [(0) = 1
podle (1.17), dostaneme

1= [ B de. (1.25)
/

Na (1.25) se lze divat jako na rovnici pro nezndmou hodnotu A. Oznaéme

B(\) = / BOUE)e e,

Funkce ® je definovana na R a je spojita. Predpokladejme, Ze funkce (3 je ohrani-
¢end, tj. Ze existuje
p* =sap{B(£) : £ =0}.

Piedpoklady o funkci § formulované na str. 6 zaruci, ze 8* > 0. Podle (1.17) je
1(€) <1 pro & > 0. Podle véty o monotonnosti integralu tedy pro kazdé A\ € R
plati

oo o0 1 0o "
0<d(\) = /6(§)l(§)e_’\5d§ < B /e_’\5d§ =3 {—e—kﬁ] _ &
0 0 A o A
a odtud dale plyne
0< /\lim D(N) < )\lim B— =0,

tedy /\lim ®(N) =0.
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Podle prvni véty o stfedni hodnoté integralniho poctu existuje takové ¢islo

B e 0,87, ze
/ B(E)eede = / e,

Za predpokladu, ze

JEGIE (1.26)

je B> 0. Vzhledem k tomu, #e funkce [ je podle (1.17) nerostouci, plati

B()) = / BOUE)ede = / BEOI(E)e4de > I(ar) / B(e)ede =
0 ar ar

art
7)\(11 _ eanT

= fl(ar) /e%dg = Bl(aﬂ%,

ar
takze podle de 'Hospitalova pravidla je

e—kaz o e—)\aT

lim ®(\) = Gl(ar) lim ———— =

A——00 A——00 A

= Bl(aT) /\liril (fa[efA‘” + aTefA“T) =

= Bl(ar) /\hm e M (aTef’\(an‘”) — (1]) = 00.

——00
Déle podle véty o derivaci integralu zavislého na parametrechje
0]

() = 51 [ O as = 1 [ e as -
0 ar

. / EA(E)I(E)eEde < 0.

Celkem tedy z pfedpokladu (1.26) plyne, Ze leva strana rovnice (1.25) je spojita
funkce realné proménné A klesajici od nekonecna k nule. To znamend, ze rovnice
(1.25) mé jediné feSeni. Toto FeSeni je kladné, pokud ®(0) > 1, zdporné pokud
®(0) < 1 a nulové pokud ®(0) = 1. Oznacme

5= (0) = / BEONE)E. (1.27)
0
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7 dosud provedenych tvah muzZzeme formulovat zaveér:

Necht plati (1.26), A je jediné redlné feseni rovnice (1.25) a pocateéni funkce ¢
je tvaru (1.24), kde ¢q je kladna konstanta a I funkce preziti. Pak tloha (1.6),
(1.7), (1.8) mé Feseni

u(t,a) = ol(a)ert=9), (1.28)

Az do konce oddilu 1.1.3 budeme pfedpoklddat, ze uloha (1.6), (1.7), (1.8) ma
Feseni tvaru (1.28).

Ozna¢me t(a) = I(a)e™?. Funkci 1 lze vzhledem k (1.24) povazovat za po-
pis pocatecni vékové struktury populace — hustotu jedinct véku a > 0 vzhledem
k hustoté novorozencii. Vysledek (1.28) 1ze zapsat ve tvaru

u(t, a) = povo(a)e™

a interpretovat tak, Ze v pribéhu casu se vékova struktura populace neméni, je
tedy v tomto smyslu stabilizovana.

Ponévadz podle (1.17) je 1(a) < e~*%, integrdl [ 1(a)da konverguje. Ozna¢me
0

N = N(t) celkovou velikost populace v ¢ase t. Plati

N(t) = 7u(t, a)da = /Oogaow(a)e)‘tda = pgert 71/)(a)da.
0 0 0

Pii oznaceni No = g [ ¢(a)da je
0

N(t) = Noe. (1.29)

Velikost populace se stabilizovanou vékovou strukturou se v ¢ase méni podle
Malthusova zdkona (1.29), tj. exponencialné roste nebo vymira; vnitini mira pfi-
rozeného riistu A, kterd je feSenim rovnice (1.25), mé stejné znaménko jako vyraz
S —1, kde S je ddno vztahem (1.27).

Ponévadz

P (a) = %l(a)e_)‘a =1"(a)e ™ — M(a)e™ ™ = —(u(a) + Nl(a)e™

a funkce 1 je nezaporné, je v pripadé A > 0, tj. v pfipadé nevymirajici populace,
max {¢(a) : a = 0} = 9(0);

to znamend, Ze hustota novorozenych jedinci je nejvétsi. Pokud v populaci se
stabilizovanou vékovou strukturou je hustota nejvétsi pro néjaky vék a > 0, pak

populace vymira.
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