Model neuronu

Idealizovany neuron (axon): Vélec, jehoz priumér je vzhledem k délce zanedbatelny (lze ho tedy
povazovat za jednorozmérny objekt). Uvnitf i vné je kapalina, v niZ jsou rozptyleny rtizné ionty,
zejména Na™, KT, Cl~. Jejich koncentrace je jind vné a uvnitf neuronu a tedy uvniti neuronu
je jiny elektricky potencidl nez vng, neuron je polarizovdn. (Konkrétnég, iontt KT je v neuronu
vice nez v okoli, ionti Na* méné; piitom celkové mnozstvi kladnjch iont v neuronu je mensi
ne7 v okolnim prosttedi.) Povrch neuronu (plast vélce) je tvofen membréanou, v niz jsou specifické
iontové kandalky schopné propoustét ionty. Tyto kandlky se mohou uzavirat nebo otevirat, jinak
feceno, pocet kanalkli se mize ménit.

Pres membranu se ionty pohybuji ptsobenim elektrostatické sily, v neuronu difuzi.

Vedeni impulsu v neuronu zacina depolarizaci — zménou elektrického potencidlu. Je-1i depo-
larizace mala, neuron se témétr bezprostredné vrati do svého obvyklého stavu. Vétsi depolarizace
(zména potencialu asi o —25mV) vSak vyvola nasledujici zmény:

- Tontové kanélky pro sodik se vlivem depolarizace oteviou a kladné sodikové ionty proudi do
neuronu, ¢imz dale zvétsi polarizaci. Tento proces zpusobi, Ze neuron mé kladny naboj, je
opacné polarizovdn. Tato faze je fazi zdvihu (upstroke phase).

- Po delsi dobé (fadové ms) se oteviou iontové kanalky pro draslik a draslikové ionty vytékaji
z neuronu. Sodikové ionty s nimi po jistou dobu drzi krok a potencial se témér nemeéni. To
je faze excitace.

- Nakonec vytékajici draslikové ionty premohou pritékajici sodikové ionty, takze neuron bude
mit opét zdporny naboj a ten uzavie iontové kanalky pro sodik. Zaporny naboj bude dokonce
vétsi, nez je rovnovazna polarizace, neuron je hyperpolarizovan. Tato faze je fazi poklesu
(downstroke phase).

- Vétsina iontovych kandalkt pro sodik je uzaviena a potfebuje ¢as k zotaveni, nez mohou
byt opét otevieny. To je obdobi netecnosti (refractory period), v némz ma neuron vice nez
obnovenou polarizaci, ale nereaguje na zadny dalsi podnét.

- Pomalu se iontové kanalky pro draslik uzaviou a iontové kanalky pro sodik opét za¢nou byt
aktivni. To je fize obnovy (recovery phase).
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Obrazek 1: Schématické znazornéni ¢asového pribéhu membranového potencidlu



OznaCme: t ... Cas,
z ... poloha na neuronu,
V =V(t,x) ... napéti na membrané neuronu.
Membranové napéti V (rozdil potencidli uvniti a vné neuronu) je uréeno koncentraci iontt uvnitf
neuronu; koncentraci iontd ve vnéjsim prostiedi povazujeme za konstantni. Pohyb iontd (a tedy
vyvoj napéti V') je popsdn rovnici rekce-diftize. Reakce vyjadifuje zménu koncentraci iontd v ur-
Citém misté neuronu, zavisi tedy na membranovém napéti V' a na mnozstvi iontovych kanalkd,
které zapiSeme jako k-rozmérny vektor w; jeho i-ta slozka vyjadifuje mnozstvi kanalku jednoho
(i-tého) typu, napf. aktivaéni kandlky pro Na™, tj. takové, jimiz mohou sodikové ionty proudit do
neuronu. Dostavame tedy rovnici
ov 02V
5 = D 92 + I(V,w).
Funkce I je v prvni proménné V linearni; pfi pevném mnozstvi kanalki je mnozstvi proslych ionta
Gmérné napéti.

Budeme predpokladat, ze pri konstantnim membranovém napéti V' se mnozstvi iontovych
kanalkt i-tého typu ustali na jisté hodnoté w; oo = w; o (V') a Ze tato zména je v ¢ase exponencialni,
tj.

w;(t) = wi,eo + (wi(0) — wi,oo(V))e_pi(V)t pro ¢t > 0;
pritom p;(V) > 0. Funkce w; = w;(t) (polet iontovych kanalkd i-tého typu) je tedy FeSenim
obycejné linearni diferencialni rovnice

% = pi(V)( = wi + wi,eo (V).
Pfi oznadeni
—p1(V) 0 0
P=P(V)=diag (- pi(V), —p2(V),...,—pr(V)) = 0 _P2:(V) (:J |
0 0 (V)

P1(V)w1,00(V)

a=q(V)= pz(V)ujg,oo(v)
PVt (V)

dostaneme model neuronu tvofeny jednou parcialni diferencidlni rovnici a k-rozmérnym systémem
obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic

oV 0%V
—=D—F> +1 t R
dw

1. zjednoduseni

Budeme uvazovat pouze tfi typy iontovych kanalkd. Oznac¢me tedy m mnozstvi aktivacnich ka-
nélkd pro sodikové ionty (propousti Na™ dovniti neuronu), k mnozstvi inaktiva¢nich kandlkt pro
sodikové ionty (propousti Na™ z neuronu do vnéjsiho prostiedi), n mnozstvi aktiva¢nich kanalkt
pro draslikové ionty (propousti K dovnitf neuronu), tj.

m=m(t) =wi(t), h=h(E)=wst), n=n(t)=wst)

a dale
Moo(V) =w1,0(V), hoo(V) = w200(V), Noo(V) = ws,00(V),

)



Empiricky bylo zjisténo, ze
I(V,m,h,n) = —D(gnam®h(V — Vxa) + gxn*(V = Vk) + g (V — V1)).

Pritom
Vk < VL < WNa, 9L < gk < 9Na-

1
Oznac¢me dale C = D Timto zpisobem dostaneme slavné Hodgkinovy-Huxleyho rovnice

oV 0%V
CE = W — gNamBh(V — VNa) — gKn4(V — VK) — gL(V — VL),
dm dh dn
Tm(V)E =mu (V) — m, Th(V)E = hoo(V) — h, Tn(V)E =ne(V) —n.

Pro funkce meo, hoo a N plati

dmeo(V) _ dheo(V) dne(V) . o L B
v o a0 ay o0 hm mee(V) = fim heo(V) = Hm neo(V) = 0.

Jednotky volime tak, aby

lim Mmoo (V)= lim heo(V) = lim n(V)=1.

V—oo V——o0 V—oo

2. zjednoduseni

Veli¢iny C' a 7,,,(V) jsou fadové mensi nez veliiny 7, (V) a 7,(V), tj. zmény veli¢in V' a m jsou
rychlejsi nez zmény velicin h a n. Na zakladé tohoto pozorovani 1ze sestavit jednodussi model, ob-
sahujici pouze dvé stavové proménné: rychlou proménnou v vyjadiujici excitaci (1ze si ji pfedstavit
jako membrénové napéti) a pomalou proménnou w vyjadiujici obnovu (lze si ji pfedstavit jako
vodivost membrany pro sodikové ionty). Tento model sestava z jedné parcidlni a jedné obycejné
diferencialni rovnice

v 0% dw
E - @ + f(’U, w)v E
Tyto rovnice se nazyvaji zobecnéné FitzHughovy-Nagumovy. Obvykle uvazovany tvar funkci f a
gje

€ = g(v,w).

g(v,w) =v —bw — ¢,

vV —w, v<a

1—v—w, v>a

flo,w) =v(v—a)(l —v) —w nebo f(v,w){

3. zjednoduseni

Budeme ptredpokléddat, ze pocateéni impuls byl rovnomérné rozlozen podél neuronu, takze po-
¢atecni hodnota V(0,2) = Vi nezéavisi na prostorové proménné x. ReSeni tedy také nezavisi na
prostorové proménné, V(t,z) = V(t), a Hodgkinovy-Huxleyho rovnice se zjednodusi na tvar

dv
CE = —gnam>h(V — Via) — gxn*(V — V&) — go(V = V1),

dm dh dn

Tm(V)E =mo(V) — m, Th(V)E = hoo(V) — h, Tn(V)E =n(V) —n.
Zobecnéné FitzHughovy-Nagumovy rovnice v prostorové nezavislém tvaru jsou
d d
e = fww), T =g(vw).



V obou pripadech dostaneme nelinearni systém obycejnych diferencialnich rovnic.

Prvni slozka v FeSeni oby¢ejnych FitzHughovych-Nagumovych rovnic (tedy rozdil potenciala
na membrané neuronu) mé vSechny kvalitativni vlastnosti pozorované u skuteéného neuronu: pfi
malé depolarizaci se polarita vrati do klidového stavu. Pfi vetsim pocateénim stimulu napéti na
membrané prudce vzroste, néjakou dobu zlstane v excitovaném stavu, posléze klesne na nizsi nez
klidovou hodnotu a postupné se na klidové hodnoté ustali.

File  Edit  View Insert Format Window
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> restart:with(DEtools):with(plots):
Warning, the name chongecoords has been redefined

> Eqgl:=epsilon*diff{v(t),bt)=(wv(t)*{wv(bt)-a)*(1l-vw(t))-w(t));
> Eq2:=diff (w(t),t)=v(t)-b*w(t)-c;

Egli=¢

&

EV(L‘)]=V(?) (wiEy — @) (L - wig)) - wie)
) i

Eg2:= Ew(..‘)= Wi -awid)- ¢

> epsilon:=0.003;a:=0.1;b:=0.5;¢:=0.;v01:=0.25:v02:=0.1:w0:=0:tmax:=1.5:

> pl:=plot({x*(x-a)*({1-x), (x-c)/b},x=-0.3..1,color=[blue,black], labels=["v", "w"]):

> p2:=DEplot{[Eql,Eq2], [v(t),w(t)],t=0..1.,v=-0.3..1,w=0..0.16, [[v(0)=v01,w(0)=w0], [v(0)=v02,w(0)=w0]], steps
ize=0.005):

> display(pl,p2);

» soll:=dsolve({Eql,Eq2, v(0)=v01l,w{0)=w0}, {v{t) , w(t)}, type=mmeric, range=0. . tmax):

> 50l2:=dsolve ({Eql,Eq2, v(0)=v02,w{0)=w0}, {v{t) ,w(t)}, type=mmeric, range=0. . tmax):

>

>

>

pl:=odeplot(soll, [[t,w(L), thickness=2]],refine=1, view=-0.35..1,labhels=["t", "v"]):
p2:=odeplot(sol2, [[t,w(t), thickness=2]], refine=1, view=-0.35..1,color=hlue):
display(pl,p2);
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Obrazek 2: Numerické feseni obycejnych FitzHughovych-Nagumovych rovnic

d d
sd—?;:v(v—a)(l—v)—w, —w=v—bw—c

dt
se=20.003,a=0.1,b=05ac=0.
a) Pouzité ptikazy jazyka Maple.
b) Fazovy portrét a dvé trajektorie.
¢) Pribéh prvni slozky feseni v pro dvé rizné pocateéni hodnoty v(0) = 0.25 a v(0) = 0.1. V obou

’

pripadech byla poc¢ateéni hodnota w(0) = 0.



