Téma €. 3.: Jednoducha linearni regrese I

Priklad 1.: (Ptiklad je ptevzat z knihy Jifi Andél: Matematicka statistika, SNTL/Alfa, Praha,
1978, str. 111)

U automobilu Skoda 120 byla zméfena spotieba benzinu (v 1/100 km) v zavislosti na rychlosti
(v km/h).

rychlost |40 |50 |60 |70 |80 |90 |100 |110
spotfeba |5,7 |54 |52 |52 |58 16,0 |7,5 |8,1

a) Data znazornéte graficky dvourozmérnym teckovym diagramem a najdéte vhodnou
regresni funkci.

Vytvotime novy datovy soubor se dvéma proménnymi X a Y a 8 ptipady. Zaznamename do
néj zjisténé hodnoty.

Grafy — Bodové grafy — vypneme Typ proloZeni — Proménné X, Y - OK

Bodovy graf z Y proti X
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Z dvourozmérného teckového diagramu je patrno, Ze vhodnou regresni funkci bude parabola:

m(x:By.B,.B,) =By +Bx +B,x".
K datovému souboru tedy ptiddme novou proménnou Xkv a do jejiho Dlouhého jména
napiSeme = X2

1 2 3

X Y Xkv
1 40 57 1600
2 50 54 2500
3 60 52 3600
4 70 5,2 4900
5 80 5,8 6400
6 90 6 8100
7 100 7,5 10000
8 110 8,1 12100

b) Vypoctéte odhady regresnich parametri a napiste rovnici regresni paraboly.
Statistiky — Vicerozmérna regrese — Zavisle proménna Y, nezavisle proménné X, Xkv - OK —
OK — Vypocet: Vysledky regrese.



Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (spotreba)
R=,98403165 R2=,96831829 Upravené R2=,95564561
F(2,5)=76,410 p<,00018 Smérod. chyba odhadu : ,22973

Beta |Sm.chyba B Sm.chyba t(5) | Urovenip
N=8 beta B
Abs.Clen 9,751786/ 0,945689 10,31183| 0,000148
X -3,38045 0,602292 -0,150536/ 0,026821| -5,61264 0,002483
Xkv 4,22756, 0,602292 0,001244, 0,000177 7,01912 0,000905

Rovnice regresni paraboly: y =9,751786 — 0,150536 x + 0,001244xkv

c¢) Najdéte odhad rozptylu, vypoctéte index determinace a interpretujte ho.

Vratime se do Vysledky — vicendsobna regrese — Detailni vysledky — ANOVA.

Analyza rozptylu (spotreba)

Souget |sv| Pramér F Uroveri p
Efekt étverct ctverct
Regres. | 8,064881| 2| 4,032440| 76,40988 0,000179
Rezid. [0,263869 5 0,052774
Celk. 8,328750

Odhad rozptylu najdeme na ¥adku Rezid., ve sloupci Primér étvercd, tedy s* = 0,05277.

Index determinace je uveden v zahlavi piivodni vystupni tabulky pod oznacenim R2. V nasem
pripadé ID* = 0,9683, tedy variabilita spotieby benzinu je z 96,8% vysvétlena regresni
parabolou.

d) Urcete 95 % intervaly spolehlivosti pro regresni parametry.
Ve vystupni tabulce vysledki regrese pfidame za proménnou Uroveii p dvé nové proménné

dm (pro dolni meze 95% intervalll spolehlivosti pro regresni parametry) a hm (pro horni meze
95% intervall spolehlivosti pro regresni parametry). Do Dlouhého jména proménné dm resp.

hm napiSeme: =v3-v4*VStudent(0,975;5) resp. =v3+v4*VStudent(0,975;5)

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (spotreba)
R=,98403165 R2=,96831829 Upravené R2=,95564561
F(2,5)=76,410 p<,00018 Smérod. chyba odhadu : ,22973

Beta |Sm.chyba B Sm.chyba t(5) | Uroveh p dm hm
N=8 beta B =v3-v4* =v3+v4
Abs.¢len 9,751786/ 0,945689 10,31183/ 0,000148| 7,320815 12,18276
X -3,38045 0,602292 -0,15053€/ 0,026821 -5,61264 0,002483 -0,21948 -0,08159
Xkv 422756 0,602292) 0,001244, 0,000177 7,01912 0,000905 0,000788 0,0017

Vidime, Ze
7,320815 < By < 12,18276 s pravdépodobnosti aspon 0,95,
-0,21948 < B; < -0,08159 s pravdépodobnosti aspon 0,95,
0,000788 < B, <0,0017 s pravdépodobnosti aspon 0,95

e) Na hladin€ vyznamnosti 0,05 proved’te celkovy F-test.
Testovou statistiku F-testu a odpovidajici p-hodnotu najdeme v zahlavi vystupni tabulky
regrese. Zde F = 76,41, p-hodnota < 0,00018, tedy na hladin¢ vyznamnosti 0,05 zamitame
hypotézu o nevyznamnosti modelu jako celku. (Vysledky F-testu jsou rovnéz uvedeny




v tabulce ANOVA.)

f) Na hladin¢ vyznamnosti 0,05 proved'te dil¢i t-testy a vypoctéte relativni chyby odhada
regresnich parametrt.

Vysledky dil¢ich t-testl jsou uvedeny ve vystupni tabulce regrese.

Testova statistika pro test hypotézy Hy: o =0 je 10,31183, p-hodnota je 0,000148. Hypotézu
0 nevyznamnosti parametru f3 tedy zamitdme na hladiné vyznamnosti 0,05.

Testova statistika pro test hypotézy Hy: B; = 0 je -5,61264, p-hodnota je 0,002483. Hypotézu
0 nevyznamnosti parametru f3; tedy zamitdme na hladiné vyznamnosti 0,05.

Testova statistika pro test hypotézy Hy: B, =0 je 7,01912, p-hodnota je 0,000905. Hypotézu o
nevyznamnosti parametru f3; tedy zamitame na hladiné vyznamnosti 0,05.

K upravené vystupni tabulce s mezemi intervalti spolehlivosti pfidame proménnou chyba. Do
jejiho Dlouhého jména napiSeme

=100*abs(0,5*(hm-dm)/v3)

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (spotreba)
R=,98403165 R2=,96831829 Upravené R2=,95564561
F(2,5)=76,410 p<,00018 Smérod. chyba odhadu : ,22973

Beta |Sm.chyba B Sm.chyba t(5) Uroverfi p dm hm chyba
N=8 beta B =v3-v4*| =v3+v4| =100*a
Abs.¢len 9,751786  0,945689 10,31183| 0,000148 7,320815 12,18276 24,92847
X -3,38045 0,602292 -0,150536 0,026821 -5,61264 0,002483 -0,21948 -0,08159 45,79987
Xkv 4,22756 0,602292 0,001244 0,000177 7,01912/ 0,000905 0,000788 0,0017 36,62259

Vidime, Ze chyby odhadt jsou velké, v fadu desitek procent.

g) Urcete regresni odhad spotieby benzinu pfi rychlosti 80 km/h.

Pro vypocet predikované hodnoty zvolime Rezidua/ptedpoklady/piedpovédi - Predpoveédi
zavisle proménné X: 80, Xkv 6400 OK. Ve vystupni tabulce je hledand hodnota oznacena
jako Piedpoveéd’: 5,6708

h) Znazornéte data s prolozenou regresni funkci.

Do dvourozmérného teckového diagramu nakreslime regresni piimku tak, Ze v tabulce 2D
Bodové grafy zvolime na zalozce Detaily Typ proloZeni: Polynomialni, OK. Stupen
polynomu je implicitn€ nastaven na 2, 1ze zménit na zaloZzce Moznosti 2.

Bodovy graf z Y proti X
spotreba 3v*8c
Y =9,7518-0,1505*x+0,0012*x"2
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1) Vypoctéte stiedni absolutni procentudlni chybu predikce (MAPE)



Ve vysledcich Vicenasobné regrese zvolime zalozku Rezidua/piedpoklady/predpoveédi —
Rezidualni analyza — Ulozit — Ulozit rezidua a pfedpovédi — Vybrat X, Y — OK. Ve vzniklé
tabulce odstranime proménné 5 — 10, pfiddme proménnou chyby a do jejiho Dlouhého jména
napiSeme

=100*abs(v4/v2)

Pak spocteme primér této proménné a zjistime, Ze MAPE = 2,15%.

Priklad 2.: U Sesti obchodnikt byla zjistovana poptavka po ur¢itém druhu zbozi loni
(veli¢ina X - v kusech) a letos (veli¢ina Y - v kusech).

Cislo. obchodnika |1 |2 |3 |4 |5 |6
poptavka loni (X) {20]60|70|100|150|260
poptavka letos (Y) | 50|60 (60| 120|230 |320

a) Orientacné ovéite predpoklad, Ze data pochéazeji z dvourozmérného normalniho rozlozeni.
Vypoctéte vybeérovy koeficient korelace mezi X a Y, interpretujte jeho hodnotu a na hladiné
vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze X a Y jsou nezavislé ndhodné veliCiny.

b) Predpokladejte, ze zavislost letoSni poptavky na lonské 1ze vystihnout regresni piimkou.
Sestavte regresni matici, vypoctéte odhady regresnich parametrti a napiste rovnici regresni
pfimky. Interpretujte parametry regresni piimky.

c¢) Najdéte odhad rozptylu, vypoctéte index determinace a interpretujte ho.

d) Najdéte 95% intervaly spolehlivosti pro regresni parametry a zjistéte relativni chyby
odhadii regresnich parametri.

e) Na hladin€ vyznamnosti 0,05 proved’te celkovy F-test.

) Na hladin¢ vyznamnosti 0,05 proved’te dil¢i t-testy.

g) Vypoctéte regresni odhad letosni poptavky pii lotiské poptavee 110 kusti.
h) Nakreslete dvourozmérny teckovy diagram s proloZenou regresni piimkou.
1) Spoctéte stfedni absolutni procentudlni chybu predikce (MAPE)

J) Proved’te analyzu rezidui.

Reseni:
Vytvotime novy datovy soubor se dvéma proménnymi X a Y a 6 ptipady:

1 2

X Y
1 20 50
2 60 60
3 70 60
4 100 120
5 150 230
6 260 320




a) Orientacné ovéite predpoklad, Ze data pochézeji z dvourozmérného normalniho rozlozeni.
Vypoctéte vyberovy koeficient korelace mezi X a Y, interpretujte jeho hodnotu a na hladiné
vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze X a Y jsou nezavislé ndhodné veliCiny.

Zobrazime dvourozmérny teckovy diagram s proloZenou elipsou 95% konstantni hustoty
pravdépodobnosti, s jehoZ pomoci posoudime dvourozmérnou normalitu dat: Grafy — Bodové
grafy — vypneme Typ prolozeni — Proménné X, Y - OK . Na zaloZce Detaily vybereme Elipsa
Normalni — OK. Ve vzniklém dvourozmérném te€kovém diagramu zménime rozsah
zobrazenych hodnot na vodorovné a svislé ose, abychom vidéli celou elipsu
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Ze vzhledu diagramu je patrné, Ze ptredpoklad dvourozmérné normality je opravnény a Ze
mezi lonskou a leto$ni poptavkou existuje vecelku silna pfima linearni zévislost.

Testovani hypotézy o nezavislosti: Statistika — Zakladni statistiky /Tabulky - Korelacni matice
— OK — 2 seznamy proménnych X, Y, OK. Na zdloZzce MozZnosti zaskrtneme Zobrazit detailni
tabulku vysledki — Souhrn.

Korelace (Tabulka1)
Oznat. korelace jsou vyznamné na hlad. p <,05000
(Celé pripady vynechany u ChD

Prom. X & [ Primér |Sm.Odch. | r(X.Y) r2 t p N| Konst. Smér. Konst. | Smérnic

prom. Y zav.Y | zav:Y | zav.. X | zav.: X

X 110,0000 85,3229

Y 140,0000 111,1755] 0,971977| 0,944738 8,269474 0,001167 6 0,686813 1,266484| 5,566343 0,745955

Ve vystupni tabulce najdeme hodnotu vybérového korelaéniho koeficientu Ry, (r=0,971977,
tzn. Ze mezi X a Y existuje velmi silnd pfima linedrni zavislost), realizaci testoveé statistiky t =
8,269474 a p-hodnotu pro test hypotézy o nezavislosti (p = 0,001167, Hy tedy zamitame na
hladin€ vyznamnosti 0,05).

b) Piedpokladejte, Ze zavislost letoSni poptavky na lonské 1ze vystihnout regresni pfimkou.
Vypoctéte odhady regresnich parametrd a napiste rovnici regresni piimky. Interpretujte
parametry regresni pimky.

Statistiky — Vicerozmérna regrese — Zavisle proménna Y, nezavisle proménna X - OK — OK —
Vypocet: Vysledky regrese.



Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (Tabulka1)
R=,97197702 R2=,94473932 Upravené R2=,93092415
F(1,4)=68,384 p<,00117 Smérod. chyba odhadu : 29,219

Beta |Sm.chyba B Sm.chyba t(4) |Uroveh p
N=6 beta B
Abs.C¢len 0,686813 20,64236 0,033272 0,975052
X 0,971977 0,117538| 1,266484 0,15315| 8,269474 0,001167

Ve vystupni tabulce najdeme koeficient by ve sloupci B na fadku ozna¢eném Abs. ¢len,
koeficient b; ve sloupci B na fadku oznaceném X. Rovnice regresni piimky:
y=0,686813 + 1,266484 x.

Znamena to, ze pii1 nulové lofiské poptavce by letoSni poptavka Cinila 0,6868 kust a pfi
zvySeni loniské poptavky o 10 kust by se letosni poptavka zvedla o 12,665 kust.

c¢) Najdéte odhad rozptylu, vypoctéte index determinace a interpretujte ho.

Vratime se do Vysledky — vicendsobna regrese — Detailni vysledky — ANOVA.

Analyza rozptylu (Tabulka1)

Souget |sv| Pramér F Urovet p
Efekt étverct ctvercu
Regres. | 58384,89| 1| 58384,89| 68,38420 0,001167
Rezid. 3415,11 4/ 853,78
Celk. 61800,00

Odhad rozptylu najdeme na fadku Rezid., ve sloupci Primér &tverci, tedy s* = 853,78.

Index determinace je uveden v zahlavi ptivodni vystupni tabulky pod ozna¢enim R2. V nasem
piipadé ID* = 0,9447, tedy variabilita letosni poptavky je z 94,5% vysvétlena regresni
pfimkou.

d) Najdéte 95% intervaly spolehlivosti pro regresni parametry.

Ve vystupni tabulce vysledki regrese pfidame za proménnou Uroveii p dvé nové proménné
dm (pro dolni meze 95% intervalll spolehlivosti pro regresni parametry) a hm (pro horni meze
95% intervall spolehlivosti pro regresni parametry). Do Dlouhého jména proménné dm resp.
hm napiSeme: =v3-v4*VStudent(0,975;4) resp. =v3+v4*VStudent(0,975;4)

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (Tabulka1)
R=,97197702 R2=,94473932 Upravené R2=,93092415
F(1,4)=68,384 p<,00117 Smérod. chyba odhadu : 29,219

Beta |Sm.chyba B Sm.chyba t(4) | Uroven p dm hm
N=6 beta B =v3-v4*V | =v3+v4*
Abs.¢len 0,686813 20,64236 0,033272 0,975052 -56,6256€ 57,99918
X 0,971977 0,117538| 1,266484 0,15315/ 8,269474 0,001167 0,841266 1,691701

Vidime, Ze -56,63 < By < 58 s pravdépodobnosti aspon 0,95 a 0,841< 3; < 1,692
s pravdépodobnosti asponi 0,95.

e) Na hladin¢ vyznamnosti 0,05 proved’te celkovy F-test.

Testovou statistiku F-testu a odpovidajici p-hodnotu najdeme v zahlavi vystupni tabulky
regrese. Zde F = 68,384, p-hodnota < 0,00117, tedy na hladin€ vyznamnosti 0,05 zamitame



hypotézu o nevyznamnosti modelu jako celku. (Vysledky F-testu jsou rovnéz uvedeny
v tabulce ANOVA.)

f) Na hladin¢ vyznamnosti 0,05 proved’te dil¢i t-testy a vypoctéte relativni chyby odhadt
regresnich parametra.

Vysledky dil¢ich t-testl jsou uvedeny ve vystupni tabulce regrese. Testova statistika pro test
hypotézy Hy: Bo =0 je 0,033272, p-hodnota je 0,975052. Hypotézu o nevyznamnosti useku
regresni pfimky tedy nezamitdme na hladin€ vyznamnosti 0,05. Testova statistika pro test
hypotézy Hy: B; =0 je 8,269474, p-hodnota je 0,001167. Hypotézu o nevyznamnosti smérnice
regresni piimky tedy zamitdme na hladin¢ vyznamnosti 0,05.

K upravené vystupni tabulce s mezemi intervalti spolehlivosti pfidame proménnou chyba. Do
jejiho Dlouhého jména napiSeme

=100*abs(0,5*(hm-dm)/v3)

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Prom2 (Tabulka1)
R=,97197702 R2=,94473932 Upravené R2=,93092415
F(1,4)=68,384 p<,00117 Smérod. chyba odhadu : 29,219

Beta |Sm.chyba B Sm.chyba t(4) Uroveri p dm hm chyba
N=6 beta B =v3-v4*V | =v3+v4* |=100*abs
Abs.clen 0,686813 20,64236 0,033272 0,975052 -56,6256 57,99918 8344,681

Prom1 0,971977 0,117538 1,266484  0,15315 8,269474 0,001167 0,841266 1,691701 33,57463

Vysledek pro parametr y: Protoze p = 0,975 < 0,05, hypotézu o nevyznamnosti regresniho
parametru By (tj. posunuti regresni pifimky) nezamitame na hladin¢ vyznamnosti 0,05.
Vysledek pro parametr Bi: ProtoZze p = 0,0012 < 0,05, hypotézu o nevyznamnosti regresniho
parametru f; (tj. smérnice regresni pfimky) zamitame na hladin¢€ vyznamnosti 0,05.

g) Vypoctéte regresni odhad leto$ni poptavky pii loniské poptavce 110 kusii.
Pro vypocet predikované hodnoty zvolime Rezidua/ptedpoklady/piedpovédi Predpovedi

zavisle proménné X: 110 OK. Ve vystupni tabulce je hledand hodnota oznac¢ena jako
Ptedpoved.

Predpovézené hodnoty (Tabulka1
proménné: Y
B-vaz. |Hodnota | B-vaz.

Proménna * Hodnot
X 1,266484 110,0000 139,3132
Abs. ¢len 0,6868
Predpovéd 140,0000
-95,0%LS 106,8803
+95,0%LS 173,1197

Pti loniské poptavee 110 kust je predikovana hodnota letoSni poptavky 140 kust.
h) Nakreslete dvourozmérny teckovy diagram s prolozenou regresni piimkou.

Do dvourozmérného teckového diagramu nakreslime regresni ptimku tak, ze v tabulce 2D
Bodové grafy zvolime Typ prolozeni: Linearni, OK.



Bodovy graf z Y proti X
Tabulka1 2v*6c

Y =0,6868+1,2665*x
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1) Vypoctéte sttedni absolutni procentualni chybu predikce (MAPE)

Ve vysledcich Vicenasobné regrese zvolime zalozku Rezidua / predpoklady / ptedpovedi —
Rezidudlni analyza — Ulozit — UloZit rezidua a ptedpovédi — Vybrat v§e — OK. Ve vzniklé
tabulce odstranime proménné 5 — 10, pfiddme proménnou chyby a do jejiho Dlouhého jména
napiSeme

=100*abs(v4/v2)

Pak spocteme primér této proménné a zjistime, Ze MAPE = 25,17%.

j) Proved’te analyzu rezidui.

Posouzeni nezévislosti rezidui pomoci Durbinovy — Watsonovy statistiky:

Statistiky — Vicenasobna regrese — proménna Zavisla: y, nezavislad x — OK — na zéloZzce
Residua/ptedpoklady/predpovédi vybereme Reziduélni analyza - Detaily — Durbin-Watsonova
statistika:

Durbin- Sériové
Watson.d | korelace
Odhad | 2,022847 -0,113505

Hodnota této statistiky je blizka 2, svédci o tom, Ze rezidua jsou nekorelovana.

Posouzeni homoskedasticity rezidui
Rezidudlni analyza — Bodové grafy — Pfedpovédi vs. rezidua

Pfedpovézené hodnoty vs. rezidua
Zavisla proménna : Y
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Rezidua jsou kolem 0 rozmisténa nadhodné.

Testovani nulovosti stiedni hodnoty rezidui:



Pro proménnou Rezidua z tabulky uloZzené pomoci Rezidudlni analyzy provedeme
jednovybérovy t-test: Statistiky - Zakladni statistiky/tabulky — t-test, samost. vzorek — OK —

roménné Rezidua — OK.

Primeér | Sm.odch. |N| Sm.chyba | Referenéni t SV p
Proménna konstanta
Rezidua -0,000003 26,13469 6 10,66944 0,00 -0,00000C 5| 1,000000

Na hladin¢ vyznamnosti 0,05 nezamitame hypotézu, ze stiedni hodnota rezidui je 0.

Posouzeni normality rezidui:
Na zalozce Pravdépodobnostni grafy zvolime Norméalni pravdépodobnostni graf rezidui:

Normalni p-graf rezidui
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Rezidua

Rezidua se fadi kolem ideélni pfimky, Ize tedy soudit, Ze se fidi normalnim rozloZeni.



