Téma €. 6.: Mnohonasobna a parcialni korelace, mnohonasobna regrese

Priklad 1.: Vynosy pSenice (pfiklad je pfevzat ze skript Michalek Jaroslav, Osecky Pavel, PeSek
Josef, Rod Jan, Vondracek Jiii: Biometrika, SNTL Praha 1982)

Béhem 30 let od roku 1913 do roku 1942 byly na 20 vybranych farmach ve Svédsku v oblasti
Kalmar sledovany nasledujici ¢tyii ndhodné veliCiny:

Y ... prumérny vynos pSenice z podzimni setby (v kg/ha)

Xj ... primernd teplota vzduchu béhem ptedchozi zimy (fijen - biezen) v oblasti Kalmar (ve °C)
X2 ... prumérnd teplota vzduchu béhem vegetacniho obdobi (duben - zaii) v oblasti Kalmar (ve °©
0

X3 ... celkové srazky béhem vegetac¢niho obdobi, pocitané jako primér ze tii riiznych
meteorologickych stanic (v mm)

1 2 3 4
Y X1 X2 X3
1 1990 2,7 12,8 230
2 1950 3,1 13,7 268
3 1630 1,9 12 188
4 1720 1,3 11,7 315
5 1560 1 12,7 180
6 1680 1,6 12 261
7 1980 2,3 12,2 216
8 2180 1,7 12,8 346
9 2370 3,1 13,1 131
10 1790 1.1 11,8 256
11 2400 1,6 11,2 327
12 1410 0,1 11,8 320
13 2570 3,7 13,2 382
14 2180 1.1 12,5 279
15 2150 2,5 12,2 351
16 2530 0,8 10,5 324
17 2100 0,8 10,9 196
18 2330 3,6 12,4 381
19 1850 1,6 10,7 237
20 2230 1,9 12,5 289
21 2310 2,2 11,9 338
22 2600 3 13,5 267
23 2480 3,2 12,3 372
24 1940 2,8 12,3 367
25 2770 2,1 13,5 358
26 2570 3,3 12,9 202
27 2510 3,8 13,4 311
28 1420 -1,1 11,3 172
29 810 -0,4 11,3 194
30 1990 -2,4 11,2 261

Budeme predpokladat, ze nahodny vektor (Y, Xi, Xz, X3)’ se fidi ¢tyfrozmérnym normalnim
rozloZenim, tedy naSe data jsou realizacemi ndhodného vybéru rozsahu 30 z tohoto normalniho



rozloZeni.

Ukol 1.: Pomoci dvourozmérnych te¢kovych diagrami znazorndte zavislost mezi viemi dvojicemi
nahodnych veli¢in. Vypoctéte vybérove korelacni koeficienty pro vSechny dvojice nahodnych
veli¢in a na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézy o nezavislosti.
Reseni:
Grafy - Maticové grafy - Proménné - Vybrat vSe - OK
Maticovy graf
psenice.sta 4v*30c

Statistiky - Zéakladni statistiky/tabulky - Korelacni matice - OK - 1 seznam proménnych -
Proménné 1-4 - OK - na zalozce MoZnosti zasSkrtneme Zobrazit r, trovné p, pocty N a
zaSkrtneme Zobrazit dlouh4 jména proménnych - Vypocet



Korelace (psenice)
Oznad. korelace jsou vyznamné na hlad. p <,0500(
N=30 (Celé pfFipady vynechany u ChD)

Proménna Yy | x1 | x2 | x3
Y: vynos 1,0000 ,5962 ,4188 ,4542
p= --- p=,001 p=,021 p=,012
X1: zimni teploty ,5962 1,0000 ,6703| ,3205

p=,001 = --- p=,000 p=,084
X2: letni teploty ,4188 ,6703 1,0000, ,1370
p=,021 p=,000 p=--—- p=471
X3: srazky 4542 3205 ,1370/ 1,0000

p=,012 p=,084 p=471 p=--—-

Vidime, ze korela¢ni koeficient mezi:

a) vynosem a zimni teplotou je 0,5962, p-hodnota je 0,001, tedy na hladin¢ vyznamnosti 0,05
zamitame hypotézu o nezavislosti velicin Y a Xi;

b) vynosem a letni teplotou je 0,4188, p-hodnota je 0,021, tedy na hladin€ vyznamnosti 0,05
zamitame hypotézu o nezavislosti veli¢in Y a X»;

¢) vynosem a srazkami je 0,4542, p-hodnota je 0,012, tedy na hladin¢ vyznamnosti 0,05 zamitame
hypotézu o nezavislosti veli¢in Y a X3;

d) zimni teplotou a letni teplotou je 0,6703, p-hodnota je 0,000, tedy na hladin€¢ vyznamnosti 0,05
zamitame hypotézu o nezévislosti veli¢in X; a Xo;

e) zimni teplotou a srazkami je 0,3205, p-hodnota je 0,084, tedy na hladin€ vyznamnosti 0,05
nezamitdme hypotézu o nezavislosti veli¢in X a X3;

f) letni teplotou a srazkami je 0,137, p-hodnota je 0,471, tedy na hladin€¢ vyznamnosti 0,05
nezamitadme hypotézu o nezavislosti veli¢in X5 a Xa.

Ukol 2.: Vypoététe viechny vybérové parcialni korelaéni koeficienty mezi Y a ostatnimi
proménnymi a na hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézy o jejich nevyznamnosti.
Reseni:

s TR & T rr g . - .y , ve
Postup ukaZzeme na vypocétu Y-XiX2 | tj. pfi zkoumani zavislosti vynosu na zimnich teplotach pfi

N , , ., T o . ., ,
vylouéeni vlivu letnich teplot a na vypoctu ~¥-*2%i | tj. pfi zkoumani zavislosti vynosu na letnich
teplotach pii vylouceni vlivu zimnich teplot.

Statistiky - Zakladni statistiky/tabulky - Korelacni matice - OK - na zéloZce Moznosti zaskrtneme
Zobrazit r, trovné p, poCty N a zaSkrtneme Zobrazit dlouha jména proménnych, na zalozce
Detaily zvolime Parcialni korelace - 1. seznam proménnych Y, X1, druhy seznam proménnych X2
- OK

Parcialni korelace (psenice.sta)
Oznad. korelace jsou vyznamné na hlad. p < ,0500(
N=30 (Celé pfFipady vynechany u ChD)

Proménna Y | X1
Y: vynos 1,0000 ,4682
p= ---| p=,010

X1: zimni teploty ,4682 1,0000
p:7010 p= ---




Vidime, ze vybérovy parcialni korela¢ni koeficient yoxix je 0,4682, p-hodnota je 0,01, tedy na

hladin€ vyznamnosti 0,05 zamitame hypotézu o nevyznamnosti Pyxix;

Analogicky 1. seznam proménnych Y, X2, druhy seznam proménnych X1 - OK

Parcialni korelace (psenice.sta)
Oznad. korelace jsou vyznamné na hlad. p <,0500(
N=30 (Celé pfFipady vynechany u ChD)

Proménna Y | X2
Y: vynos 1,0000 ,0322
p= --- p=,868
X2: letni teploty ,0322 1,0000
p=,868 p=---

V tomto piipadé vybérovy parcialni korela¢ni koeficient Nexx je 0,0322, p-hodnota je 0,868,

tedy na hladiné vyznamnosti 0,05 nezamitame hypotézu o nevyznamnosti Pyx.x |

Interpretace: Vybérovy korelacni koeficient Ty, = 0,5962

Iy, = 0,4188

, COZ je podstatné vice nez

. Mohlo by to znamenat, Ze vliv zimnich teplot na vynosy psenice je vyssi nez vliv
letnich teplot. Pokud zkoumédme zavislost Y na X; pfi vylouceni vlivu X, dostaneme vybérovy
parcialni korela¢ni koeficient 0,4682, cozZ je ponékud nizsi nez 0,5962. OvSsem kdyz zkoumame
zavislost Y na X pfi vylouceni vlivu X, dostaneme vybérovy parcidlni korela¢ni koeficient
0,0322, coz je zcela nevyznamna korelace.

Stejnym zptisobem vypocteme a prozkoumame dalsi parcidlni korelacni koeficienty. Pro kontrolu:

VXX = 0,534, p = 0,033, VX = 0,4041, p = 0,03, VXX = 0,346, p = 0,066, ¥XsX: =

0,4412, p= 0,017, VX:%) = 0,388, p = 0,041, VX (%) =0,0756, p = 0,702, X (xiX:) =
0,3519, p = 0,066.

Z téchto vysledkl vyplyva, ze na vynosy maji silny vliv zimni teploty a srazky, zatimco vliv letnich
teplot je zpiisoben silnou korelaci mezi zimnimi a letnimi teplotami.

Ukol 3.: Vypoététe vybérovy koeficient mnohonésobné korelace mezi vynosy a ostatnimi
proménnymi a na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu o jeho nevyznamnosti.

Reseni:

Statistiky - Vicendsobna regrese - Proménné - Zavisla proménna Y, seznam nezav. proménnych
X1, X2, X3 - OK - OK.

. T . et , T
Koeficient YX1-X2-Xs) najdeme v zahlavi vystupni tabulky pod oznadenim Vicenas. R = 0,6602.
Hodnota testové statistiky pro test nevyznamnosti koeficientu mnohonasobné korelace

Py (x.x:.%:) je 6,6963, pocet stupid volnosti ¢itatele je 3, jmenovatele 26, odpovidajici p-hodnota

je 0,001691, tedy na hladin¢ vyznamnosti 0,05 zamitdme hypotézu, Ze vynosy pSenice nejsou
z4vislé na zimnich teplotach, letnich teplotach a srazkach.



74 Vysledky - vicenasobna regrese: psenice.sta

Vysledky- vicerczm. regrese

Zév.prom. :Y vicends. R = ,&&020&33 F = g§,83%¢ez285%
RZ= 43587243 sv = 3,286
Pod. p¥ipadi: 30 upravené RZ= 37073078 p = ,001&31
Smérodatnd chyba odhadu :347,89151798
Abs.&len: 830,31312433 Sm. chyba: 121§&,037 ¢t 2g¢) = ,e8277 p = ,5008

Upozornéni: Pov§imnéte si, ze vSechny vybérové parové korelacni koeficienty veliCiny Y s
ostatnimi proménnymi jsou v absolutni hodnoté mensi nez vybérovy koeficient mnohonasobné

korelace: 'YXi=0,5962, "YX:=0,4188, Y-X: = 0,4542, zatimco Y XiX:X) = (,6602.



Priklad 2.: U 19 vzorki potravinatské pSenice byl zjiStovan obsah zinku v zrnu (proménna Y), v
kotfenech (promeénna X;), v otrubach (X3) a ve stonku a listech (X3).

Y Xi X2 X3
175 |164 198 |162
169 |160 [198 |159
175 |158 |211 164
181 |162 |211 162
539 |520 |567 |523
526 (502 540 491
344 (339 355 |334
475 1460 500 |446
820 683 813 695
841 |731 (832 |714
828 710 846 697
775 |716 818 {709
622 |543 |635 563
661 |577 |712 |580
579 |505 |596 531
936 |790 946 (814
903 |806 946 |834
927 793 912 |824
889 820 919 807

a) Normalitu proménnych Y, Xi, X2, X3 posud’te pomoci K-S testu s hladinou vyznamnosti
0,05.

b) Zavislost mezi dvojicemi proménnych (Y,X1), (Y,X2), (Y,X3) zndzornéte
dvourozmérnymi teckovymi diagramy.

¢) Vypoctéte vybérovou korela¢ni matici vSech ¢tyi proménnych a pro o = 0,05 otestujte
vyznamnost jednotlivych korelacnich koeficienti.

e o h Y T r I
d) Vypodtéte vybérové parcialni korela¢ni koeficienty ~YXir(XaXs) = VX (X0 Xs) - VX3 (X1.X;) g

o e, . . r. r. r. .
porovnejte je s vybérovymi parovymi korela¢nimi koeficienty Y*1, ¥YX: Y% Na hladiné
vyznamnosti a = 0,05 testujte hypotézy o nevyznamnosti parcialnich korelacnich koeficientu

p&x@xbx)’prTW“&)’prywhxg.

e) V prvni fazi zpracovani ptredpokladejte, Ze je vhodny regresni model Y = Bo+ Bixi +
X2 + B3x3 + €. Vypoctéte index determinace a interpretujte ho. Proved’te celkovy F-test.
Odhadnéte parametry regresniho modelu. Proved’te dil¢i t-testy pro regresni koeficienty.
Zjistéte odhad rozptylu. Vypoctéte parcidlni indexy determinace. (Hladinu vyznamnosti volte o =
0,05.)

f) Posud’te pomoci beta koeficientti vliv jednotlivych nezavisle proménnych veli¢in na
regresni model.

g) Z regresniho modelu odstraiite ty proménné, jejichz regresni koeficienty se neprokazaly
vyznamné pro o = 0,05. Sestavte novy regresni model a proved’te v ném tytéz ukoly jako v bodé

e).



h) Normalitu rezidui v tomto novém regresnim modelu posud'te K-S testem na hlading
vyznamnosti o = 0,05.
1) V novém regresnim modelu najdéte 95% interval spolehlivosti pro teoretickou regresni
funkci a 95% predikéni interval.

ReSeni: Nacteme datovy soubor zinek.sta.

ad a) Vysledky K-S testu normality

proménnd | testova statistika | p-hodnota
Y 0,15792 >0,2
X1 0,15613 > 0,2
X2 0,18177 <0,1
X3 0,16420 <0,2

Na hladin€é vyznamnosti 0,05 nelze ani v jednom ptipad¢é zamitnout hypotézu o normalité.

ad b)

Dvourozmérné teckové diagramy dvojic (Y,X1), (Y,X2), (Y,X3) svéd¢i o existenci dosti silné
pfimé linedrni zavislosti.
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ad ¢) Vybérova korelani matice proménnych Y, Xi, X2, X3 spolu s odpovidajicimi p-hodnotami:

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 zamitdme hypotézu o nevyznamnosti jednotlivych korelac¢nich

Proménnal Y | X1 | X2 | X3
Y 1,0000 ,9947 9981 ,9959
p= --- p=,000 p=0,00 p=0,00
X1 ,9947| 1,0000, ,9954| ,9980
p=,000 = --- p=,000/ p=0,00
X2 9981/ ,9954| 1,0000, ,9962
p=0,00 p=,0000 p=--- p=0,00
X3 ,9959) ,9980/ ,9962| 1,0000
p=0,00 p=0,00 p=0,00. p=---
koeficientti.
ad d)
Vybérovy koeficient parcialni korelace yx (.%,)
Proménna| Y | X1
Y 1,0000 -,0390
p=--- p=,882
X1 -,0390/ 1,0000
p:,882 p= ---




Vybérovy koeficient korelace v, je 0,9947, zatimco yx (6.%,) je -0,039.
Pokud eliminujeme vliv proménnych X>, X3, tak mezi proménnymi Y a X existuje velmi slaba
nepiima linedrni zavislost, ktera neni na hladiné 0,05 vyznamna.

Vybérovy koeficient parcialni korelace v (%.%,)

Proménna| Y | X2
Y 1,0000 ,7515
p=--- p=,001
X2 , 7515 1,0000
p=,001 p=---

Vybérovy koeficient korelace T, je 0,9981, zatimco v (%,.%,) poklesl na 0,7515.
Pokud eliminujeme vliv proménnych X, X3, tak mezi proménnymi Y a X existuje silnd piima
linearni zavislost, kterd je na hlading 0,05 vyznamna.

Vybérovy koeficient parcialni korelace o (%%,

Proménna| Y | X3
Y 1,0000 ,2230
p= --- p=,390
X3 ,2230 1,0000
p=,390. p=---

Vybérovy koeficient korelace v, je 0,99589, zatimco o (%%, je pouze 0,223.
Pokud eliminujeme vliv proménnych Xi, X», tak mezi proménnymi Y a X3 existuje slaba piima
linearni zavislost, ktera neni na hlading 0,05 vyznamna.
Vidime, Ze existuji znacné rozdily mezi parovymi a parcialnimi vybérovymi korela¢nimi
koeficienty. Lze tedy soudit na existenci multikolinearity. O tom svéd¢i ikoeficienty VIF:
Statistiky kolineace za danych podminek (zinek.sta)
Sigma-omezena parametrizace

Toler. | Rozptyl RA2 Y Y Y Y Y
Efekt Infl fak Beta v Parcial. | Semipar. t p
X1 0,00380z 262,9861 0,99619¢ -0,03742% -0,03896(C -0,00230¢ -0,15100€ 0,881983
X2 0,007214 138,629C 0,99278€¢ 0,79383€ 0,751501 0,06742z 4,41171€ 0,00050¢
X3 0,00312C 320,503¢ 0,99688C 0,24240¢ 0,22300% 0,01354C 0,88600€ 0,38959¢

ad e) Vysledky pro regresni model Y = Bo+ Bixi + Boxo + Bsxz + ¢
Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (zinek.sta)
R=,99824679 R2=,99649665 Upravené R2=,99579598
F(3,15)=1422,2 p<,00000 Smérod. chyba odhadu : 18,094

Beta Sm.chyba B Sm.chyba t(15) | Urovefi p

N=19 beta B

Abs.élen -28,7607 10,60478 -2,7120% 0,01606€
X1 -0,03742&5 0,24783t -0,0438 0,29089 -0,15101/ 0,881983
X2 0,79383€ 0,17993¢ 0,8079 0,18312| 4,41172| 0,00050%
X3 0,24240¢ 0,27359¢  0,2802 0,31623 0,88601 0,38959¢

Adjustovany index determinace je 0,9958, tedy zvoleny regresni model s proménnymi X, X», X3
vysvétluje variabilitu proménné Y z 99,58%. Testova statistika pro celkovy F-test nabyva hodnoty



1422,2, odpovidajici p-hodnota je velmi blizka 0, tedy model jako celek je vyznamny na hlading
0,05.
Odhad rozptylu ziskame z tabulky analyzy rozptylu:

Soucet |sv| Pramér F Uroveni p
Efekt Stvercl ctvercu
Regres. | 139684€ 3| 465615,2 1422,205 0,00000C
Rezid. 4911 15 3274
Celk. 1401757
s2=3274

Odhadnutd regresni funkce mé tvar: Y =-28,7607 - 0,0439x; + 0,8079x> + 0,2802x3.
Dil¢i t-testy pro jednotlivé regresni koeficienty:

testova statistika pro test hypotézy Ho: o = 0 je -2,71205, p-hodnota je 0,016066, tedy Ho
zamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05;

testova statistika pro test hypotézy Ho: 1 = 0 je -0,15101, p-hodnota je 0,881983, tedy Ho
nezamitdme na hladin¢ vyznamnosti 0,05;

testova statistika pro test hypotézy Ho: 2 = 0 je 4,41172, p-hodnota je 0,000505, tedy Ho
zamitame na hladin€¢ vyznamnosti 0,05;

testova statistika pro test hypotézy Ho: 3 = 0 je 0,88601, p-hodnota je 0,389598, tedy Ho
nezamitdme na hladiné vyznamnosti 0,05.

Vypocet parcialnich indexti determinace:

2 2 _
fyx, =0.99477=0,9894 (Pokud do modelu Y = Bo + ¢ zafadime veli¢ina X, pak bude

vysvétlovat variabilitu hodnot veli¢iny Y z 98,94%.)

2 _ 2 _
fx,x, = 080797 =0,6527 4 1d do modelu Y = Bo+ B 1xi + & zafadime velidinu Xo, pak bude

vysvétlovat variabilitu hodnot veli¢iny Y z 65,27%.)

2 2 _
X, (x,.x,) = 0:2237=0,0497 (Pokud do modelu Y = Bo+ B1x1 + B2x2 + € zafadime veli¢inu X,

pak bude vysvétlovat variabilitu hodnot veli¢iny Y z 4,97%.)

ad f) Interpretace beta koeficientl:
betal =-0,037425, beta2 = 0,793836, beta3 = 0,242409. V absolutni hodnot¢ je nejvétsi beta2,
tedy obsah zinku v otrubach ma nejvétsi vliv na obsah zinku v zrnu.

ad g) Protoze dil¢i t-testy prokazaly, ze na hladin€¢ 0,05 nejsou proménné X; a X3 vyznamné,
sestavime novy regresni model Y = o+ Box2 + €.

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (zinek.sta)
R=,99807615 R2=,99615600 Upravené R2=,99592988
F(1,17)=4405,5 p<0,0000 Smérod. chyba odhadu : 17,803

Beta |Sm.chyba B Sm.chyba t(17) | Urovefi p

N=19 beta B
Abs.c¢len -30,2507 10,31117 -2,9337& 0,009274
X2 0,99807€ 0,015037 1,0157 0,01530| 66,3737z 0,00000C

Adjustovany index determinace je 0,9959, tedy zvoleny regresni model s proménnou X»
vysvétluje variabilitu proménné Y z 99,59%. Testova statistika pro celkovy F-test nabyva hodnoty
4405,5, odpovidajici p-hodnota je velmi blizka 0, tedy model jako celek je vyznamny na hladiné



0,05.

Vidime, ze Y =-30,2507 + 1,0157x..

Dil¢i t-testy pro jednotlivé regresni koeficienty:

testova statistika pro test hypotézy Ho: o = 0 je -2,93378, p-hodnota je 0,009274, tedy Ho
zamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05;

testova statistika pro test hypotézy Ho: B2 = 0 je 66,37372, p-hodnota je 0,000000, tedy Ho
zamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05.

ad h) Ovéteni normality rezidui

Abychom mohli analyzovat rezidua, musime je ulozit. Ve vystupni tabulce zvolime
Rezidua/ptedpoklady/ptedpovedi - Rezidualni analyza - Ulozit - UloZit rezidua& piedpovédi -
OK.

Testova statistika pro K-S test nabyva hodnoty 0,1163, odpovidajici p-hodnota je vétsi nez 0,20,
tedy hypotézu o normalité rezidui nezamitdme na hladin¢ vyznamnosti 0,05.

Pro uplnost jesté posoudime vzhled N-P plotu:
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N-P plot sv&€d¢i o tom, Ze rozloZeni rezidui se pfili§ nelisi od normalniho rozloZeni.

ad 1) Intervaly spolehlivosti pro regresni funkci a pro predikci ziskdme pomoci dvourozmérnych
teCkovych diagramil, kde v Detailech vybereme line4rni proloZeni a zvolime regresni pasy.
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