Téma ¢. 4.: Jednoducha linearni regrese 11

Priklad 1.: U 25 nahodné vybranych stroji v urcitém podniku se zjistovalo stafi stroje v
letech (proménnd X) a tydenni ndklady v K¢ na tdrzbu stroje (proménnd Y). Data:

1 2
X Y
1 0,5 22
2 0,5 23
3 1 46
4 1 48
5 1,5 66
6 2 78
7 2 81
8 3 85
9 3,5 87
10 4 88
11 4 92
12 4,5 96
13 5 104
14 55 112
15 55 113
16 6 123
17 6 122
18 6 126
19 6.5 129
20 7 132
21 7 133
22 7,5 140
23 7,5 145
24 8 143
25 8 149

Data znazornéte graficky. Vyzkousejte nasledujici ¢tyfi modely:

y=Po+Bix,y=Po+Bi Vx, y=Bo+ Pi logio x, y = Bo + P1 1/x.

Vyberte ten model, ktery poskytuje nejvyssi index determinace. Pro tento model proved’te
rezidualni analyzu. V pfipad¢, Ze rezidua vykazuji autokorelaci, pokuste se o jeji eliminaci a
v upraveném modelu urcete regresni odhad tydennich nakladt pro stroj stary Ctyfi roky.

Reseni:
Nejprve data zndzornime graficky:
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Datovy soubor s proménnymi X a Y doplnime o proménné SQRTX, LOGX a INVX.
Hodnoty proménné SQRTX resp. LOGX resp. INVX ziskame tak, ze do Dlouhého jména
napiSeme =sqrt(x) resp. =Log10(x) resp. =1/x.

1 2 3 4 5
X Y SQRTX | LOGX INVX
1 0,5 22 0,707107 -0,30108 2
2 0,5 23 0,707107 -0,30108 2
3 1 46 1 0 1
4 1 48 1 0 1
5 1,5 66 1,22474£ 0,176091 0,666667
6 2 78 1,414214 0,30108 0,5
7 2 81 1,414214 0,30102 0,5
8 3 85 1,732051 0,477121 0,333332
9 3,5 87 1,87082¢ 0,54406€ 0,285714
10 4 88 2 0,6020€ 0,25
11 4 92 2 0,6020€ 0,25
12 4,5 96 2,1213Z 0,65321% 0,222222
13 5 104 2,23606€ 0,69897 0,2
14 55 112 2,34520€ 0,740365 0,18181¢€
15 55 113 2,34520€ 0,740365 0,18181¢
16 6 123 2,4494¢ 0,778151 0,166667
17 6 122 2,4494¢ 0,778151 0,166667
18 6 126 2,4494¢ 0,778151 0,166667
19 6,5 129 2,54951 0,81291Z 0,15384¢€
20 7 132 2,645751 0,84509¢ 0,142857
21 7 133 2,645751 0,84509¢ 0,142857
22 7,5 140 2,73861% 0,875061 0,133333
23 7,5 145 2,73861% 0,875061 0,133333
24 8 143 2,828427 0,9030¢ 0,125
25 8 149 2,828427 0,9030¢ 0,125

Regresni analyzu provedeme tak, Ze roli nezavisle proménné bude hrat proménna X, pak
SQRTX, LOGX a nakonec INVX.

Model s proménnou X:

Regression Summary for Dependent Variable: Y (stroje.sta)
R=,97589348 R2=,95236809 Adjusted R2=,95029714
F(1,23)=459,87 p<,00000 Std.Error of estimate: 8,2722

b* Std.Err. b Std.Err. t(23) p-value

N=25 of b* of b
Intercept 33,8144¢€| 3,47470& 9,7316C 0,00000C
X 0,97589% 0,04550€ 14,4967C 0,67600€ 21,44457 0,00000C

Model s proménnou SQRTX:
Regression Summary for Dependent Variable: Y (stroje.sta)
R=,98581506 R2=,97183132 Adjusted R2=,97060660
F(1,23)=793,51 p<0,0000 Std.Error of estimate: 6,3614

b* Std.Err. b Std.Err. t(23) p-value
N=25 of b* of b
Intercept -8,57352 4,036621 -2,12393| 0,04464€
SQRTX | 0,98581£ 0,03499€ 53,48413 1,898667 28,16931 0,00000C

Model s proménnou LOGX:

Regression Summary for Dependent Variable: Y (stroje.sta)
R=,97364958 R2=,94799351 Adjusted R2=,94573236
F(1,23)=419,25 p<,00000 Std.Error of estimate: 8,6437

b* Std.Err. b Std.Err. t(23) p-value
N=25 of b* of b
Intercept 46,1719¢ 3,11945€ 14,8013C 0,00000C

LOGX 0,97365C 0,047552 97,5324£ 4,763337 20,4756€ 0,00000C




Model s proménnou INVX:

Regression Summary for Dependent Variable: Y (stroje.sta)
R=,87243036 R2=,76113474 Adjusted R2=,75074929
F(1,23)=73,289 p<,00000 Std.Error of estimate: 18,525

b* Std.Err. b Std.Err. t(23) p-value
N=25 of b* of b
Intercept 126,229€ 4,857212 25,98807 0,00000C
INVX -0,87243C 0,10190¢ -60,959€ 7,12072% -8,56088 0,00000C

Vidime, Ze nejvyssi index determinace poskytuje model s proménnou SQRTX: ID* = 97,2%.
Ma také nejvyssi hodnotu testové statistiky F.

Prozkoumame nezévislost rezidui pomoci Durbinovy — Watsonovy statistiky:

Statistiky — Vicendsobna regrese — proménna Zavisla: Y, nezavisla SQRTX — OK —na
zélozce Residua/piedpoklady/predpovédi vybereme Rezidualni analyza - Detaily — Durbin-
Watsonova statistika.

Durbin- Serial
Watsond| Corr.

Estimate | 0,565691 0,69776¢
Hodnota Durbinovy Watsonovy statistiky je 0,5657, tedy rezidua vykazuji silnou pozitivni
autokorelaci. Kromé toho rezidua nejsou rozmisténa ndhodné kolem 0, coz je patrné z grafu
zavislosti rezidui na predikovanych hodnotach:

Rezidualni analyza — Bodové grafy — Predpovédi vs. Rezidua
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Model tedy musime upravit:

Nejprve ulozime rezidua a predikované hodnoty:

Na zalozce Rezidualni analyza vybereme Ulozit — Ulozit rezidua a ptredpovédi — Vybrat vse —
OK.

Pro proménnou Rezidua z této tabulky pouzijeme cestu:

Statistiky — Pokrogilé linearni/nelinearni modely — Casové fady/predikce — Proménné Rezidua
— ARIMA & autokorela¢ni funkce — v Parametrech modelu ARIMA zvolime p-Autoregresni

1 — OK (Zah4jit odhady parametri) — Souhrn: Odhady parametri.

Input: Residuals (Spreadsheet2)
Transformations: none
Model:(1,0,0) MS Residual= 20,741

Param. | Asympt. | Asympt. p Lower Upper
Paramet. Std.Err. | t( 24) 95% Conf| 95% Conf
p(1) 0,69776£ 0,156004 4,472737 0,00015¢ 0,37578& 1,019741

Odhad koeficientu korelace dvou po sob€ nasledujicich rezidui je 0,6978 a je vyznamné
odli$ny od 0 na hladin€¢ vyznamnosti 0,05.



Pomoci volby Souhrn rezidui ulozime rezidua z autokorelace. K pivodnimu datovému
souboru pfiddme tfi nové promeénné. Do prvni z nich okopirujeme rezidua z autokorelace, do
druhé predikované hodnoty z ptivodniho modelu a do tfeti proménné (nazvané NOVE Y)

ulozime soucet rezidui a predikovanych hodnot.

1] 2 3 4 5 6 7 8

XY SQRTX LOGX INVX res. autokor. | predikce | NOVE Y
10,5 22 0,707106781 -0,30102999¢ 2 724548 29,25 22
2| 0,5 23 0,707106781 -0,30102999¢ 2 -1,18984 29,25 28,055637¢
3 1 46 1 0 1 544726 44,91 50,35787%
4 1 48 1 0 1 2,32925 44,91 47,2398677
51,5 66 1,22474487 0,17609125¢ 0,666666667 6,91344 56,93 63,844338¢
6 2 78 1,4142135¢ 0,30102999¢ 0,5 460744 67,06 71,671903¢
7| 2 81 1,4142135¢ 0,30102999¢ 0,5 6,30511 67,06 73,369573¢
8 3 85 1,73205081 0,47712125¢ 0,33333333: -8,78744 84,06 75,276279¢
9|35 87 1,8708286¢ 0,544068044 0,28571428¢ -4,77607 91,49 86,710070%
10| 4 88 2 0,602059991 0,25 -7,51803 98,39 90,87671¢
1] 4 92 2 0,602059991 0,25 0,85834 98,39 99,253089¢
12| 4,5 96 2,12132034 0,653212514 0,22222222: 4421432 104,88 100,46203:
13| 5 104 2,2360679¢ 0,69897000< 0,2 -0,57787 111,02 110,44276¢
14| 55 112 2,3452078¢ 0,74036268¢ 0,18181818- 0,2357€ 116,86 117,0936€
15/ 5,5 113 2,3452078¢ 0,74036268¢ 0,18181818- 0,35782 116,86 116,50007¢
16| 6 123 2,44948974  0,7781512F 0,166666661 3,00166 122,44 125,437007
17| 6 122 2,44948974  0,7781512F 0,166666667 -0,82932 122,44 121,60598¢
18| 6 126 2,44948974  0,7781512F 0,166666661 3,86842 122,44 126,30374¢
19| 6,5 129 2,5495097¢€ 0,812913357 0,15384615¢ 127211 127,78 126,512691
20| 7 132 2,64575131 0,84509804 0,14285714% 2,10253 132,93 130,829677
21| 7 133 2,64575131 0,84509804 0,14285714% 0,62081 132,93 133,55301¢
22| 7,5 140 2,7386127¢ 0,87506126% 0,13333333: 2,03454 137,90 139,93336:
23| 7,5 145 2,7386127¢ 0,87506126% 0,13333333: 556122 137,90 143,46003¢
24| 8 143 2,8284271Z 0,903089987 0,125 -4,34484 142,70 138,35761%
25| 8 149 2,8284271 0,903089987 0,125 6,13288 142,70 148,83533%

Znovu provedeme regresni analyzu se zavisle proménnou NOVE Y a nezavisle proménnou

SQRTX:
Regression Summary for Dependent Variable: NOVE Y (stroje3.st:
R=,99239709 R2=,98485197 Adjusted R2=,98419337
F(1,23)=1495,3 p<0,0000 Std.Error of estimate: 4,6472
b* Std.Err. b Std.Err. t(23) p-value
N=25 of b* of b
Intercept -8,70033 2,948864 -2,9504C 0,007177
SQRTX [ 0,992397 0,02566% 53,63607 1,38702¢ 38,6697& 0,00000C

Durbinova — Watsonova statistika v tomto novém modelu nabyva hodnoty 1,56 a jiz nesveédci

o existenci autokorelace rezidui.

Nyni ur¢ime regresni odhad tydennich néklada pro stroj stary 4 roky v tomto novém modelu
se zavisle proménnou NOVE Y a nezavisle proménnou SQRTX.

Pro vypocet predikované hodnoty zvolime Rezidua/piedpoklady/ptedpovédi - Predpoveédi
zéavisle proménné X: 2 OK. Ve vystupni tabulce je hledana hodnota oznacena jako

Predpovéd.

Predicting Values for (stroje.sta

variable: NOVE Y

b-Weight| Value | b-Weight
Variable * Value
SQRTX 53,63607 2,00000C 107,2721
Intercept -8,7003
Predicted 98,571¢
-95,0%CL 96,6484
+95,0%CL 100,4952




Bodovy odhad je 98,57 K¢&. Vidime, Ze s pravdépodobnosti aspoii 0,95 budou tydenni naklady
na udrzbu stroje starého 4 roky €init minimalné 96,65 K¢ a maximalné 100,50 K¢&.

Nakonec znazornime data se vSemi Ctyfmi regresnimi kiivkami. K piivodnimu datovému
souboru s proménnymi X,Y piidame 4 nové proménné PREDIKCEI], ..., PREDIKCE4. Do
Dlouhych jmen téchto proménnych napiseme piislusné regresni rovnice, tj.

=33,8145 + 14,4967*X

=-8,7 + 53,6361 *SQRTX
=46,172 + 97,5324*LOGX
=126,23 - 60,96*INVX
1 2 3 4 5 6 7 8 9
X Y SQRTX | LOGX | INVX |PREDIKCE1| PREDIKCE2| PREDIKCE3| PREDIKCE4
1 0,5 22 0,707107 -0,30102 2 41,0628¢ 2922645  16,8118221 4,31
2 0,5 23 0,707107 -0,30102 2 41,0628 29,22645  16,8118221 4,31
3 1 46 1 0 1 48,3112 44,9361 46,172 65,27
4 1 48 1 0 1 48,3112 44,9361 46,172 65,27
5 1,5 66 1,22474% 0,176091 0,666667 55,55955 56,9905384 63,3466031 85,59
6 2 78 1,414214  0,30102 0,5 62,807¢ 67,1529001 75,532177¢ 95,75
7 2 81 1,414214 0,30102 0,5 62,807¢ 67,1529001 75,532177¢ 95,75
8 3 85 1,732051 0,477121 0,333332 77,304€  84,2004505 92,7067811 105,91
9 3,5 87 1,87082¢ 0,54406€ 0,285714 84,55295  91,643954¢ 99,2362621 108,812857
10 4 88 2 0,6020€ 0,25 91,8012 98,5722 104,89235¢ 110,9¢
11 4 92 2 0,6020€ 0,25 91,8012 98,5722 104,89235¢ 110,9¢
12 45 96 2,1213Z 0,653217 0,222222 99,04965  105,0793% 109,881384 112,68333:
13 5 104 2,23606€ 0,69897 0,2 106,298  111,23396€ 114,344222 114,038
14 5,5 112 2,34520€ 0,74036% 0,18181€  113,5463% 117,087804  118,3813% 115,14636¢
15 5,5 113 2,34520€ 0,74036% 0,18181€  113,5463% 117,087804  118,3813% 115,14636¢
16 6 123 2,4494¢ 0,778151 0,166667 120,7947 122,681077 122,06695¢ 116,07
17 6 122 2,4494¢ 0,778151 0,166667 120,7947 122,681077 122,06695¢ 116,07
18 6 126 2,4494¢ 0,778151 0,166667 120,7947 122,681077 122,06695¢ 116,07
19 6,5 129 2,54951 0,81291Z 0,15384€  128,04305  128,0457¢€ 125,457391 116,85153¢
20 7 132 2,645751 0,84509¢ 0,142857 135,2914 133,207782  128,59644 117,52142¢
21 7 133 2,645751 0,84509¢ 0,142857 135,2914 133,207782  128,59644 117,52142¢
22 75 140 2,73861Z 0,875061 0,133332  142,5397% 138,18850¢ 131,51882% 118,102
23 75 145 2,73861% 0,875061 0,133332  142,5397¢ 138,18850¢ 131,51882¢ 118,102
24 8 143 2,828427 0,9030¢ 0,125 149,7881 143,005 134,252534 118,61
25 8 149 2,828427 0,9030¢ 0,125 149,7881 143,005¢ 134,252534 118,61
Obrazek vytvotime pomoci vicenasobného bodového grafu.
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Priklad 2.: Na podzim byla uskladnéna zimni jablka. Po ¢ase bylo vzdy odebrano né¢kolik
kust a u kazdého byla posuzovana chut’, tvrdost, kvalita slupky a celkovy vzhled jablka.
Vyssi pocCet bodl odpovida lepsi kvalité ovoce. Doba, ktera uplynula od uskladnéni, je
nezavisle proménna veli¢ina X, pocet bodu zavisle proménna velicina Y.

XY

0N | RO
W 0 |\O|\O |

Na hladin€¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze regresni ptimka je vhodny model zavislosti
Y na X.

Reseni v systému STATISTICA:
Vytvofime novy datovy soubor se dvéma proménnymi X a Y a 20 piipady:

1 2
X Y
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Data znazornime graficky:



-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
X

Je zfejmé, ze ptimka nebude vhodnym regresnim modelem.

Odhadneme parametry regresni piimky:

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (jablka.sta)
R=,32440757 R2=,10524027 Upravené R2=,05553140
F(1,18)=2,1171 p<,16288 Smérod. chyba odhadu : 2,5200

Beta Sm.chyba B Sm.chyba t(18) | Urovefip
N=20 beta B
Abs.¢len 7,472222| 1,011487 7,38737 0,000001
X -0,324408 0,222955 -0,305556 0,209998 -1,45504 0,162877

Sestavime tabulku ANOVA:
Vratime se do Vysledky — vicendsobna regrese — Detailni vysledky — ANOVA.
Analyza rozptylu (jablka.sta)

Soucet |sv| Primér F Uroveri p
Efekt ctvercl Ctvercl
Regres. | 13,4444 1 13,44444 2,117132| 0,162877
Rezid. 114,3056 18 6,35031
Celk. 127,7500
Vidime, ze Sg = 13,4444, St =127,75

Provedeme jednofaktorovou analyzu rozptylu, abychom ziskali skupinovy soucet ¢tverct:
Statistiky — Zékladni statistiky a tabulky — Rozklad & jednofakt. ANOVA — OK — Proménné
— Zavislé — Y, Grupovaci - X — OK — OK — Analyza rozptylu.
Analyza rozptylu (jablka.sta)

Oznat. efekty jsou vyzn. na hlad. p <,05000

sC S\ PC sC S\ PC F p
Proménna | efekt |efekt | efekt chyba |chyba | chyba
Y 107,7500 4 26,93750 20,00000 15| 1,333333 20,20313| 0,000007

Zde najdeme S, = 107,75.

(107,75-13,4444)/(5-2) _ 31,4352
(127,75-107,75)/(20-5)  1,3333
kriticky obor W = <F(5(3,15), 00) = <4,1528, o0). Jelikoz F W, zamitdme na hladiné
vyznamnosti 0,05 hypotézu, Ze pfimka je vhodnym regresnim modelem zévislosti kvality
jablek na dobé& uskladnéni.

Vypocteme testovou statistiku F = =23,576 a najdeme

Test adekvatnosti modelu mizeme téz provést pomoci Obecnych regresnich modelt:



Statistiky — Pokrocilé linearni/nelinedrni modely — Obecné regresni modely — Jednorozmérna
regrese - OK — na zaloZce Moznosti zaSkrtneme Kvalita prolozeni — OK — Zavisla Y, Spoj.
nezav. prom. X — OK — Vice vysledkti — Celkové R — ve stromové struktuie vlevo vybereme

Test kvality modelu.

Test of Lack of Fit (zimni_jablka.sta)
Dependnt SS df MS SS df MS SS Lack | df Lack | MS Lack F p
Variable | Residual | Residual | Residual | Pure Err | Pure Err | Pure Err |  of Fit of Fit of Fit
Y 114,305€ 18 6,35030¢ 20,0000C 15/ 1,333333| 94,3055€ 3/ 31,4351¢€ 23,5763€ 0,00000€

Hodnota testové statistiky je 23,576 a odpovidajici p-hodnota je blizké 0. Na hladin¢
vyznamnosti 0,05 tedy zamitdme hypotézu, ze pfimka je vhodnym modelem k popisu
zavislosti kvality jablek na dob¢ skladovani.

Pouzijeme-li model y =, +B,x +B,x*, nemiZzeme na hlading vyznamnosti 0,05 zamitnout

hypotézu, ze tento model je adekvatni, nebot’ odpovidajici p-hodnota je 0,4619:

Test of Lack of Fit (zimni_jablka.sta)
Dependnt SS df MS SS df MS SS Lack | df Lack | MS Lack F p
Variable | Residual | Residual | Residual | Pure Err | Pure Err | Pure Err |  of Fit of Fit of Fit
Y 22,1694% 17 1,304084| 20,0000C 15 1,33333% 2,169434 2 1,084717 0,81353€ 0,46191¢
Odhadnuté parametry:

Regression Summary for Dependent Variable: Y (zimni_jablka.st:
R=,90909975 R2=,82646235 Adjusted R2=,80604616
F(2,17)=40,481 p<,00000 Std.Error of estimate: 1,1420

b* Std.Err. b Std.Err. t(17) p-value
N=20 of b* of b
Intercept 5,03843¢ 0,54216< 9,2932z 0,00000C
X 2,3287E 0,33142z 2,19341¢ 0,31216Z 7,02653 0,00000z
Xkv -2,7857€ 0,33142Z -0,32595% 0,03877¢ -8,40547 0,00000C




