Jednoducha linearni regrese I1

Opakovani

Studujeme regresni model
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Maticové zapsand metoda nejmensich ¢tvercii vede na rovnice

XXp =Xy -

b=(XX)" X"y~

Y=Xb -

e=y-y-

Vlastnosti odhadu b: ]

- odhad b je linearni, nebot’ je vytvofen linedrni kombinaci pozorovani yy, ..., y, s matici vah XX7 X,
- odhad b je nestranny, tj. E(b) = B;

- odhad b m4 varian¢ni matici var b = GZ(X'X)_I;

- odhad b ~ N,.;(B, ° (X'X)-1);

- odhad b je nejlepsi nestranny linearni odhad vektoru f.



Soucty ¢tvercil a index determinace:

Sp=¢e’e... (podil $? _ s je odhad rozptylu %)
Sg = (y-mg)’(y-mz) , kde m; je sloupcovy vektor priméra zavisle proménné veli¢iny Y
St= (y‘—mz)’(y—mz)
Plati O n
Q_ - Q - - . . eq. .
IR_ - (0( I - ), udava, jakou cast variability Y lze vysvétlit zvolenou regresni funkci

Intervaly spolehlivosti pro regresni parametry

100(1- a)% interval spolehlivosti pro 8; ma meze: q_|_ B ",P_ _ b
kde S — VJJ je smérodatna chyba odhadu b;, vj; je j-ty diagonalni prvek matice (X'X)',j=0,1,....,p

Testovani vyznamnosti modelu jako celku (celkovy F-test)
Na hladiné vyznamnosti o t‘estujeme S s TERPTa A Q .,O' proti H: R £ Q .,O'.
Testova statistika: I ﬁ ma rozlozeni F(p, n-p-1), pokud H, plati. Kriticky obor: W: E_ pn_p _1, o

R LI

F_W__. H,; zamitdme na hladiné vyznamnosti o.

Testovani vyznamnosti regresnich parametru (dil¢i t-testy)
Na hladin€ vyznamnosti a pro j = 0,1, ..., p testujeme hypotézu
Ho: Bj = 0 prot1 H;: B; # 0.
h
Testova statistika: T; _ L ma rozlozeni t(n-p-1), pokud Hj plati. Kriticky obor: W: . tl_ 2P _1 L )tl_ 2P _1, X
§
Jj FW—' Hy zamitame na hladin€ vyznamnosti a.



Nové poznatky
Interval spolehlivosti pro teoretickou regresni funkci
Necht x, je pevné zvolena hodnota nezavisle proménné veli¢iny X.

Vytvotime vektor Xy _ ],fl ‘YO\,. .,fp ‘XO\" a zabyvame se linearni kombinaci X)'p slozek vektoru regresnich parametri, tj.
p
hodnotou HR(Q;B), ¥o- ,ﬁ, _ ﬁf; Xo~ teoretické regresni funkce v bodé x,.
.10, 4
100(1- a1)% interval spolehlivosti pro Xg'p, tj. pro hodnotu regresni funkce KR 3 -3 -

by -p_ XX

Pii spojité se ménicim X, vytvoii meze tohoto intervalu spolehlivosti tzv. kolem regresni funkce.
Tento pas spolehlivosti vSak nelze interpretovat tak, ze pokryva celou regresni funkci s pravdépodobnosti 1-a . .
ukazuje na Sifku intervalu spolehlivosti pro vypoctenou hodnotu z modelu pro zvolenou hodnotu argumentu x,.

Piiklad: U automobilu Skoda 120 byla zméfena spotieba benzinu (v 1/100 km) v zavislosti na rychlosti (v km/h).

rychlost X |40 |50 |60 |70 {80 |90 [100|110
spotfeba Y |5,7|5,4|5,215,2|5,816,0|7,5 |8,1

Vhodnym modelem je regresni parabola y__ o X 2X2 - Odhadnéte jeji parametry a najdéte 95% pas spolehlivosti
kolem regresni funkce.



ResSeni:

V S|edK36re%rese S€ zavislou promennou
= 938403165 R2=,96831829 Upravene
F(%,5)=b76,410 p<6OOOQ 8 Srrper(t)% chytr>]a (
~rSm.ch smM.ch? -hoc

N=8 sy e 1) P
ADS.CI 9,/01 0,945 10,570,000
X -3,38! 0,602 -0,15C 0,020 -95,01. 0,002

XKV 4,22, 0,002 0,001 0,000 /,01%0,000
Spotieba = 9,751786 — 0,150536*rychlost + 0,001244*rychlost’

Ziskani 95% pasu spolehlivosti kolem regresni funkce: Grafy — Bodové grafy — Proménné X, Y — OK — na zéloZce Detaily
zvolime ProloZeni Polynomialni (implicitné je nastaveno na polynom 2. stupné, 1ze ménit na zalozce MozZnosti 2) — zapneme

Regresni pasy Spolehl. — OK.
Brbygez Y[ X
gadeadadra
Y=9/5801BBx0WIZX2 0DIrtsm.
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Predikéni interval spolehlivosti
V piipadé, kdy chceme zkonstruovat 100(1- )% interval spolehlivosti nikoli pro hodnotu regresni funkce, ale pro i-tou
predikovanou hodnotu V; (tzv. predik¢ni interval), dostaneme meze

b, -p_ I, 'XX-g

Vidime, Ze tento predikcni interval je SirSi nez predesly interval spolehlivosti.

Je to interval, ktery nas informuje o tom, v jakém rozsahu mizeme ocekavat jedno dal$i pozorovani s pravdépodobnosti
aspon 1- a

Pti spojité se meénicim x, vytvoii meze tohoto predikéniho intervalu spolehlivosti tzv. kolem
regresni funkce.

Priklad: Pro model regresni paraboly z pfedesié¢ho prikladu sestrojte 95% predikcni pas spolehlivosti kolem regresni
funkce.
Reseni: Grafy — Bodové grafy — Proménné X, Y — OK — na zaloZce Detaily zvolime ProloZeni Polynomialni (implicitné je
nastaveno na polynom 2. stupng) — zapneme Regresni pasy Predikce — OK.
Hbwga 2 Y X
Jdeadad/a
Y=9/5801™BxWIXZ 0Dt ped

Y
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Chceme-li mit v jednom obrazku zakresleny oba typy past, postupujeme takto: ve vytvoreném grafu 2x klikneme na pozadi
— vybereme Regresni pasy — Ptridat novy par past — OK.



Test adekvatnosti regresniho modelu

Necht’ hodnoty zavisle proménné veli¢iny Y jsou roztfidény do r > 3 skupin podle variant Xy, ..., X nezavisle proménné
veli¢iny X. Ozna¢me n; pocet pozorovani v i-té skupiné, i =1, ..., r, pfiCemz aspon jedna skupina ma vice nez jedno
pozorovani. Budeme ptedpokladat, Ze kazda skupina hodnot ma normalni rozloZeni a Ze vSechny skupiny maji tyz
rozptyl. VSech pozorovani je n. Primér hodnot v i-té skupiné ozna¢me M; a prumér v§ech hodnot oznaéme M.

Charakter zavislosti Y na X popiSeme regresni funkci II?CB ) -} 2 budeme se zabyvat testovanim hypotézy, zda je

tato regresni funkce Vhodnym modelem pro naSe data. Pfi testovani budeme potiebovat tyto soucty ¢tverci:

celkovy soucet Ctvercl Sr YY
skupinovy soucet ¢tverca & ﬂ M | NP

regresni soucet ¢tvercl S1 ‘n y 1\4‘2

Testova statistika: F S 7’ — - se rldi rozloZzenim F(r-p-1,n-r), jestlize Hy plati.
4H— -

Kriticky obor: W = <F_, (r-p-1, n-r), o)
F _ W =>na hladin¢ vyznamnosti a zamitdme hypotézu, ze funkce KR 3 --R je vhodnym regresnim modelem

zavislostt Y na X.

Tésnost zavislosti Y na X Vyj édfenou skupinovymi prﬁméry méfi P2 =S A/ St.

vvvvvv

je zéavislost slabsi.



Priiklad: Mame k dispozici udaje o cenach 23 nadhodné vybranych domu (veli¢ina Y - v tisicich $) a poctu jejich pokoji
(velicina X) v jednom americkém méstg.
pocet pokojii  cena

5 155,168,180
6 166,172,179,190,200

7 210,215,218,225,230,245
8 213,225,240,247,249

9 267,275,290,298

Zavislost ceny domu na poctu pokojli popiste regresni pitimkou.

Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze pfimka je vhodnym regresnim modelem pro tato data.
Tésnost zavislosti vyjadiete pomérem determinace.

Znazornéte data s proloZzenou regresni piimkou.

Reseni: Empiricka regresni pfimka ma tvar y = 17,2885 + 28,5851 x,

Sk =30907,9041, St =35870,6087, Sy = 32474,1087,

F_ %— 39904”/ — _ 76, Fs5(3,18) = 3,161,

kriticky obor W = <3,161, ). Jelikoz F _W, nezamitame na hladin¢ vyznamnosti 0,05 hypotézu, Ze ptimka je vhodnym
regresnim modelem.

Pomér determinace: P> = S./St = 32474,1087/35870,6087 = 0,9053,

tedy zévislost ceny domu na poctu pokojti je v c;aném datovém souboru znac¢né¢ silna.
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Reseni v systému STATISTICA:
Vytvotime novy datovy soubor se dvéma proménnymi X a Y a 23 piipady:

T y
X Y

o~ ey NNy
N
CICN~NO O ()]

OO OO Y (Y Y~~~~~~ (N rrryvrvry
Cx

Odhadneme parametry regresni piimky:

Rysledlé)é re rese Se zaV|s|ou romennoy
80164984 Upravene

F(1,21)= 130 79 p< <,00000 merod chybz

BetaSm.chy B |Ssm.chy (271 Urove

N=23 beta B

ADS.CI 17,20 10,00 0,900 0,34/

X 0,928 0,081 28,98 2,49 11,45 0,000

Cena = 17,28851 + 28,5806*pocet pokoji




Sestavime tabulku ANOVA:
Vratime se do Vysledky — vicendsobna regrese — Detailni vysledky — ANOVA.
Analyza rozptylu (ceny byiu
Souc(syPrum|  F |Jrovel
Efeki| Ctver( | Ctverc
Reqgreq 3090, 713090, 130,/ 0,000
Rezid| 4962 2 230,
Celk. | 3938/1(
Vidime, Ze Sg = 30907,9, St =35870,61

Provedeme jednofaktorovou analyzu rozptylu, abychom ziskali skupinovy soucet ¢tvercii:
Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Rozklad & jednofakt. ANOVA — OK — Proménné¢ — Zavislé — Y, Grupovaci - X —
OK — OK — Analyza rozptylu.
Analyza rozptyJu (Ceny_bytu sta
Oznac. efezk‘%yyjso(u vy>z/n. %ta hlaa. p <,05000
. bfi() ?‘V PC T o0 | OV PO F o)
Promé| efeklefel efeki chybichyk chyb.
Y 22474 £ 6170, 9590, 1.7386,643,02/ 0,000

Zde najdeme S, = 32474,11.

Vypocteme testovou statistiku F: S_%J‘_ i\f— g ,%_ :‘76

a najdeme kriticky obor W = <3,161, «). Jelikoz F ,W, nezamitdme na hladin¢ vyznamnosti 0,05 hypotézu, ze ptimka je
vhodnym regresnim modelem.




Test adekvatnosti modelu pomoci Obecnych regresnich modeli

Zadame data a pouzijeme cestu:

Statistiky — Pokrocilé linearni/nelinearni modely — Obecné regresni modely — Jednorozmérna regrese - OK — na zalozce
MozZnosti zaskrtneme Kvalita prolozeni — OK — Zavisla Y, Spoj. nezav. prom. X — OK — Vice vysledkli — Celkové R — ve
stromove struktufe vlevo vybereme Test kvality modelu.

S avis: restkvality modelu (Ceny bytu.sta)

avislg —SG [ _svV V] PCTSCRKYSVRKYPCKY T

Proméc| Rezid Rezid ReZ|d C?lyl: C% | Chyt proloz proloz proloz Iél P
Y 4907, 2 2350,9]33Y0, ’I 100,0| 1000, < 922,00 2,/bb 0,071

Citatel testové statistiky F je roven 1566,205 a je uveden ve sloupci Kvalita proloZeni.

Jmenovatel testové statistiky F je roven 3396,5 a je uveden ve sloupci SC Chyba.

Hodnota testové statistiky je 2,767 a odpovidajici p-hodnota je 0,0717. Na hladin€ vyznamnosti 0,05 tedy nemtizeme
zamitnout hypotézu, Ze pfimka je vhodnym modelem k popisu zévislosti ceny domu na poctu pokoji.



Regresni primka a jeji vlastnosti

Uvazujeme regresni model y__ o X .

(Parametr p interpretujeme jako teoretickou hodnotu Y pfi x =0 a  udava zménu Y, kdyz X se zmeni o jednotku. System
normalnich rovnic ziskame derivovanim vyrazu

‘B) y - . 1Xi\2 parcialn¢ podle p a :
\ n
aiw 4 2w x 1 G ‘&ﬁ” 2% o % %0
— o = 1 . .
) N N I X 0
ReSenim tohoto systému ziskdme odhady b) Fd =4 =d=4 O_Fa4 -Fa4=u
I .\° INT .\T

(N8
Po jednoduchych tpravach dospéjeme ke tvaru b _ g, kde Sxy je kovariance hodnot (xi, yi),1=1, ...,na szje rozptyl

hodnot X,. . X,. Dale dostavame b _ k_ 71X tedy regresni pfimku miizeme vyjadfit ve tvaru Y_IT +:>X?((_ e

y=hth x




Pro regresni pﬁmku ma rezidualni soucet Ctverct tvar
S_ ¥ _OgY_DSHY

Odhad rozptylu 82 gﬁ‘

Index determinace:
1

IB_\f, kde

_ - = o 2. 2 "
S{:Y‘ N - LS T o Yo Al XS o R Predy
* | = < s =N

) £ S 4 - — ~ d Y =
ni“{r o2
ID_ X 2
¥ = Zs?—

Vidime tedy, Ze v pfipad¢ regresni pfimky index determinace je roven kvadratu koeficientu korelace.

Test vyznamnosti smérnice regresni piimky (tj. test Hy: B; = 0 proti H;: By # 0) je ekvivalentni hypotéze o nulovosti
koeficientu korelace (tj. testu Hy: p = 0 proti Hy: p # 0). JestliZze koeficient korelace veli¢in X, Y je blizky 0, nemé smysl
pocitat parametry regresni piimky.



Interval spolehlivosti pro teoretickou regresni primku pii zadané hodnot¢ x, ma meze:

. 1 z . . 1 2
d_ ol gl o B S hs T, pl 2, - S
= + ¢ T = b (¢ g

Predikéni interval spolehlivosti pro budouci pozorovani pti zadané hodnoté€ x, mé meze:

- _ 1 2 o - . 2
d_ . %_ L= 1, fo (_’_}f’h: Fooy Lo L, fo_ <

P

— 4 —_ 4
Data s prolozenou regresni piimkou, pasy spolehlivosti (Cerven¢) a predikénimi pasy (zelen¢)
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Srovnani intervalu spolehlivosti a predikéniho intervalu pti zadané hodnotée x:
- oba intervaly jsou nejuzsi v misté xo = my,
- interval spolehlivosti pro dané x, je vZzdy uzsi nez odpovidajici predikéni interval,
- predikéni interval je urcen pro individualni pozorovani, zatimco interval spolehlivosti je ur¢en pro hodnoty leZici na
regresni primce,
- s rostoucim rozsahem vybéru se zmensuje Sitka obou intervali.



Predpoklady pouZziti regresni primky:

- Zavislost Y na X ma linearni charakter.

- Pro cely rozsah uvazovanych hodnot nezavisle proménné X je rezidualni rozptyl s> konstantni (hovotime o
homoskedasticité a znamena to, Ze variabilita hodnot zavisle proménné veli€iny Y kolem regresni ptimky je stejné pro
vSechny uvazované hodnoty nezavisle proménné veliiny X).

- Hodnoty zavisle proménné veli€iny Y maji normalni rozloZeni pro dané hodnoty x; a jsou stochasticky nezavislé (to
souvisi s uspofddanim experimentu).

Poznamka: Mensi odchylky od normality a homoskedasticity je mozZno tolerovat.



SdruZené regresni primky
Uvazme nyni situaci, kdy ob¢ veliciny Y a X jsou ndhodné, pfi¢emz samoziejmé predpokladame, Ze X nezavisi na nahodné
sloZce ... Pak jde o ptipad oboustranné zavislosti.

Zavislost Y na X vystihuje 1. regresni pfimka Y__ o ;X ., azavislost X na Y vystihuje 2. regresni primka
X_ o 1Y - Odhady &,d; regresnich koeficienti

¢tvercu ve tvaru

(N (N L.
& _ g,a(): k_ B_ k_ ;IH{ 2. regresni piimka ma tedy rovnici:

, V modelu X_ o ziskame op&t metodou nejmensich

Sxy <
X_1x 92 (Y_m( ny
1. a 2. regresni piimka se nazyvaji sdruzené regresni ptimky a odhady regresnich koeficientii D), se nazyvaji odhady

parove sdruZenych regresnich koeficientli. Je zfejme, ze hal _ % Rovnice sdruzenych regresnich pfimek mizeme tedy
psat ve tvaru:

Yo Sx me, Yok, S x m

=2 (0 g s (Y
Sdruzené regresni piimky se protinaji v bod€ o soufadnicich JX,I1,". V pfipad€, ze nahodné velic¢iny X, Y jsou
nekorelované, jsou odhady D),& nulové a sdruzené regresni pfimky maji tvar Y:IH( 1 Y:IB( _ - Pokud mezi
nahodnymi VeliéinamilX, Y existuje uplna linearni zavislost, pak sdruzené regresni piimky splynou. K tomu dojde tehdy,
kdyZ By _ , tj. & _

OznaCime-li , uhel, ktery sviraji sdruzené regresni piimky, pak z piedeslych uvah plyne:
CON U _mezi X a Y neexistuje zadn4 linearni zavislost;

COS, 1 _mezi X aY existuje Gplnd piima linearni zavislost;

COS | _<=>meziXaY existuje iplnd nepiima linearni zavislost.



Priklad:
Z fiktivniho zékladniho souboru vSech vzorki oceli odpovidajicich ,,vSem myslitelnym tavbam* bylo do laboratoie dodéno
60 vzorku a zjiStény a hodnoty proménné X — mez plasticity a Y — mez pevnosti. Datovy soubor ma tvar:

154 178 ] 83 08 73 76
133 164 10§ 111 77 85
58 75 92 104 47 61
145 161 85 103 63 85
a4 107 112 118 137 142
113 141 | 98 102 44 68
86 97 103 108 82 116
1191 1927 59 119 | 141 157
| 119 138 104 128 | 155 189
112 125 107 118 136 155
85 97 a8 140 | 82 8l
a1 72 a7 115 136 163
96 113 105 101 7270
45 89 | o3| 66 81
99 109 | 30 &9 47 B
5195 122 147 113 123
101 114 33 52 42 85
160 169 T8 117 | 133 147
&7 101 114 137 153 179
88 130 125 149 | &5 o1 |

a) Urcete regresni pfimku meze pevnosti na mez plasticity.

b) Zakreslete regresni piimku do dvourozmérného teckového diagramu spolu s 95% péasem spolehlivosti a predikénim
pasem spolehlivosti.

c) Najdéte regresni odhad meze pevnosti pro mez plasticity = 60.

d) Vypoctéte index determinace a interpretujte ho.

e) Urcete regresni pfimku meze plasticity na mez pevnosti.

f) Zakreslete regresni pfimku do dvourozmérného teckového diagramu.

g) Obe¢ regresni ptimky zakreslete do t€éhoZ dvourozmérného teckového diagramu.



ReSeni v systému STATISTICA:
Odhad parametru 1. regresni piimky:
Statistiky — Vicerozmérna regrese — Zavisle proménnd Y, nezavisle proménnd X - OK — OK — Vypocet: Vysledky regrese.

S|8 p) r% rese Se ZaVvis |OU rch)rT}%nré?]lé

= V

R128/2460. 06 p<0 OB s o ayene
Beta om. Ch oSm.ch i b8 urovel

N=60 beta o N

ADS.CI 24,00 4,/40] 5,18,/ 0,000

X 0,934 0,040 0,93t 0,040 20,00 0,000

Zakresleni regresnich pasti do dvourozmérného teckového diagramu s proloZenou regresni piimkou:
Grafy — Bodové grafy — Proménné X, Y — OK — na zéloZce Detaily zaSkrtneme Regresni pasy Spolehl. — OK. Ve

vytvoteném grafu pak 2x klikneme na pozadi grafu a v nabidce Regresni pasy vybereme Ptidat novy par pasti — zaSkrtneme
Predik¢ni.
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Analogicky ziskame vysledky pro 2. regresni piimku:
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Nakresleni sdruzenych regresnich piimek do jednoho diagramu:

K datovému souboru ocel.sta ptiddme dvé nové proménné y1 a y2. Do proménné y1 ulozime predikované hodnoty meze
pevnosti na mezi plasticity (do Dlouhého jména proménné y1 napiSeme =24,58814 — 0,93668*x a do Dlouhého jména
proménné y2 napiSeme =(x+10,7858)/0,9324

Grafy — Bodové grafy — zaSkrtneme Vicenasobny — Proménné X: X, Y: Y, y1, y2 — OK. Ve vytvofeném grafu pak vypneme

zobrazovani znacek pro yl, y2 a naopak zapneme Spojnici.
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