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1 Obrazy

1.1 Postulat o kvantové kausalité

Postulat o kvantové kausalité 1ika, ze:

(a) Stav systému v ¢ase t, jednozna¢né urcuje stav systému v libovolném okamziku t>t,

1 v okamziku t<t,.

(b) Plati princip superposice: Jsou-li stavy ‘t/ll (t)> a ‘(//2 (t)> casové evoluce stavil

i (t) a  |en(t)). pak take stav ¢l (t,)) + ¢ ¢, (t)) ma casovou evoluc

G lw (1) + ¢ e (1))

() Norma stavového vektoru se béhen ¢asové evoluce neméni.

1.2 Evolu¢ni operator

Podle postulatu o kvantové kausalité existuje jednoznacny vztah mezi vektory ‘l//(t)>

a ‘(/l (t, )> a Ize tedy definovat evoluéni operator T (t.t,)

W) =T L)) . Tl =]

Ze zachovani normy dostadvame

a plati tak

Déle porovnanim

dostavame
T(tZ’tO):T(tZ’tl) (tl’tO)
Evolu¢ni operator je unitarni, nebot’ také

T(t,t,)T7(t.t,) =1

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)



a dale mame
T (t.t,)=T(t.t) . (1.7)

Pro Tayloriv rozvoj T (t +At ,t) dostavame
T‘(t+At,t)=1—'%H At +..., (1.8)

kde H je n&jaky hermiteovsky operator. Evoluéni operator splituje rovnici
LT ()= AT L T() =T (1.9)
1.3 Schroédingeriiv a Heisenbergtiv obraz
Ve Schrodingerové obraze predpokladdme, ze se v Case méni stavovy vektor. Pro
stavovy vektor plati pfirozené ta sama rovnice, jako pro evolu¢ni operator (Schrodingerova

rovnice)
s (1)) = Fis (0] (1) (110

a pokud operatory zavisi na cCase, tak pouze explicitné. V Heisenbergové obraze naopak
pfedpokladdme, Ze se stavovy vektor v ¢ase neméni. Pozadavek rovnosti vyjadieni stiedni

hodnoty libovolné fyzikalni veli¢iny v obou obrazech vede ke vztahu mezi operatory

) =|s (8)) =T (1.8) s (1)

. . . L (1.11)
(s (8| Fs s (1) = (e [P (801} = (o [T (1) Py ()T (1) [ )

tedy
Fo (1) =T7 () R T (L) (1.12)
Rovnici pro ¢asovou zménu operatoru v Heisenbergové obraze ziskame derivovanim

ptedchoziho vztahu

F, = FT+T " Fe——+T" 3T =
dt dt dt ot
X (1.13)
1 r+ 10 € T r+c O T "+a S T
E(_ HoFT +T R R T) +T o
S uvazenim méme

d . _lr. » 7.0F
—F, =—|F,,H, |+—=* . 1.14
dt " ih[ ; ”] ot (1.14)



1.4 Interakéni obraz
Velmi dilezitym pro aplikace je interakéni obraz. Predpokladdme, ze hamiltonidn je
slozen ze dvou &asti, H=H, +V (t), kde H, je na &ase nezavisla zakladni &ast a V (t) je

interak¢ni Cast, ktera miize explicitné zaviset na ¢ase. Zvolime

T, (t5t,) =exp{—%l:|0 (t —to)}

(1.15)
F|=fo+(tato)|fsfo(t’to) g l/ll()> tt ‘Z/IS > ’
a dostavame pak
lh—wa ) =H, (O)]# (1)) =T (LL)V (0T (tL)
(1.16)
d - oV (1) i F
d— =T, (t.t,) ™ T, (tt,) + [HO,E]

2 Relativita a anti¢astice podle Feynmana

Amplituda pravdépodobnosti pfechodu
Alg ~ x)==i[dx ¥ (XU (X) g(%) ==i{xU|g) 2.1)
Predpokladame (prvni piedpoklad je splnén normovanim |¢{,>, druhy vhodnou volbou
pocatku odecitani energie)
(al@)=1 . (gU] @=0 . 2.2)
Piisobeni v ¢ase t, oznaéme U, , piisobeni v Gase t, jako U, atd. Mame pak

Alg - @)=1-S{ a0, ool -iE, (6 - 4ldl @ - @3

m

U,

Za |¢,,) vezmeme rovinné vlny. S oznacenimi
a(x)=\2E,U(%.t)a(x) . b(%)=2E,U(%.t,)q(%) . (2.4)
kde E, =+/p> +m’ (ne nutng kladné vétev odmocniny), mizeme psat
Alg ~ @)=1-
@b c)es ) | G0 eal-ile 6 -pt s} - 7

)2



Pro¢ jsme vydélili ¢len s energii, je vidét z Gipravy relativisticky invariantniho vyrazu

5(pi P —mz)d p’dp'dp’dp’ :5(E2 -p’ —mz)d Ed’p =

1 - d°p _ (2.6)
Z—E’J[J(E+Ep)+5(E_Ep):|d Ed3p = 2—Ep—an
Ozna¢me t=t, —t, a [ =T, —I; a v§imn&me si chovani funkce
_ i d’p
t)= M -E,t 2.
G(r.t) T sz exp{i[ p 1 (2.7)

Pfedpokladejme E,>0 a prostorupodobny interval A =,/-S =\/r’ -t* . Integraci pfes

uhlové proménné dostaneme

1 P Tor _
G(r’t)_gﬂzr d pmexp{l[pr p2 +m? t} =
i (2.8)
ey t
8n2|rarJ / eXp{ [pr prrm }
Substituce p=msinh¢@ a oznaceni r =Acosh¢@, ,t =Asinh @, prevedou integral na
_ 1 1 0
G(r,t)—gﬂzlrar jd¢exp{|m/lsmh(¢ 4.} = =gy (M) . 29

kde K, (X)=j:d ycos(Xsinh y) je Besselova funkce. Pomoci vztahu K, (X)=—K1 (X)
piepiseme na

G()I):ﬁKl(m)l) : (2.10)

3 Komplexni proménna

Misto upravy integralu podle napiSme

rt

4n2rj msm PT eXp{ Vp2+m2t} -
#Jd a)sin(\/af - r)exp{—i i}

3.1)



Nemusime provadét detailni vypocet ale pro prostorupodobny interval —r <t<r vyuzit

nasledujici véty

Véta: Necht’

(1) F (a)) je komplexni funkce redlné proménné definovand na intervalu a)D[Ogo )skoro
vSude.

(2) Pro vsechna tD(—oo (e ) konverguje absolutné integral

f(t)

TF(w)e‘”"tda) , . T\F(a)\d W< o (3.2)

0

(funkce F (a)) je absolutn¢ integrabilni na[O , 00) ).
(3) Existuje interval [a,b] D(—oo % ) tak, ze f (t) =0 na [a,b] )
Pak f (t) je identicky nulova na [—00,00] .

Diikaz: Definujme funkci G (Z) komplexni proménné z=t+iy vztahem

G(2) TF(w)e"“’Zda) : (3.3)

Funkce f (t) je restrikci G(Z) na realnou osu, tj. G(Z)‘]R =f (t) . Uvazujme G(Z) pouze na

mnozing C, { z[C,Imx 0} , tj. v dolni poloroviné komplexni roviny. Pak plati

[l ads{lFtaeerls wfiF(ded wlr (48 @ 09

Integral definujici funkci G(z) tedy konverguje (dokonce absolutn¢) v dolni poloroving.

Ozna¢me dale
]
0 (3.5)
]
0

Pfimym vypoctem (derivovani podle parametru je zajiSt€no absolutni konvergenci integralt)

se snadno provéti platnost Cauchyovych - Riemannovych podminek

du(t,y) _ov(t,y) du(t,y) _ _av(ty) (3.6)
ot oy ~ dy ot ' '




Diferencovatelnost funkci u(t,y) a V(t,y) je rovnéz ziejma ze vztahl, jimiz jsou
definovany a s pouzitim absolutni konvergence integrald. Funkce G (Z) je tedy holomorfnim

roz$itenim funkce f (t) z realné osy do dolni poloroviny komplexni roviny. Vzhledem k

tomu, Ze realnd osa ma v této poloroviné hromadné body, je toto rozSifeni urceno

jednoznacné.

Véta o jednoznacnosti: Necht G(Z) je holomorfni v oteviené souvislé oblasti D .
Ozna¢me Ng = { zUD ‘ G (Z): 0} . Pak nastane pravé jedna ze dvou moznosti
(1) Ng je tvofena izolovanymi body.

(2) Ng =D (tedy G(Z) =0) « Ng mav D alespon jeden hromadny bod.

4 Anticastice podle Feynmana II

Podle uvedené véty nemize byt amplituda pravdépodobnosti ptechodu rovna nule pro
kone¢ny interval ¢asu, specielné nemiize byt rovna nula vné svételného kuzele bodu (t,,X,).
Proto, je-1i (leva cast obrazku) t, <t; dostdvame pfispévek k amplitud€ od €astic putujicich
nadsvételnou rychlosti, pro které je interval prostorupodobny, tj. pro které plati
¢’ (t, —tA)2 —(%s —)”(A)2 <0. Casovd néslednost udalosti je pro udélosti oddé&lené
prostorupodobnym intervalem zavisld na zvolené inercialni soustavé. To snadno ukazeme:

vztah pro Lorentzovu transformaci je (soustava K' se pohybuje vzhledem k soustavé K

podél osy X rychlosti V)

+
ct:—\‘;2 , x:% . 4.1)
I_T I_T
Cc c
Pro V >0 plati
c’ .
xB—xA>V(tB -t)) = t<t, . 4.2)



V souradné soustavé K (levy obrdzek) se pohybuje ¢astice volné do bodu (tA,XA), kde je
rozptylena, pak opé€t volné do bodu (tB , )?B) , kde se opét rozptylem dostane do ptivodniho

stavu a pohybuje se jako volna &astice. V soufadné soustavé K’ (pravy obrazek) vypada
vsak véc uplné jinak. Castice se pohybuje volné, ale v &ase t; vznikne v bodé (t;,)?;)
dvojice Castic, z nichz jedna se pohybuje proti sméru Casu a druhé je ve stavu ptivodni ¢éstice.
Pravé tato &astice se pak v bodé (t:,)?:\) setkd s plivodni ¢astici a ob& zmizi. Zbyla ¢astice

pokracuje volnym pohybem.

5 Relativisticka kvantova mechanika — historicky pristup

V nerelativistické teorii mame

A2
n=L"  a_ind | pllp (5.1)
2 ot [
a Schrédingerovu rovnici
oy(r.t) _ w
i h =—-—Ay(T,t) . 52
ot 2m w(r.Y 2)

V relativistické teorii



p”=(p°,p‘,p2,p3)=(%,r>j :

£ (5.3)
p/,( :(p07 PP, p}) :(za_ﬁj
Invariantni délka ¢tyfvektoru impulzu je
i EZ 2 2 2
p,p':?—r) =m'c’ . (5.4)
Hamiltonian je tedy
H=\p’c+mc’ (5.5)
a analogie ke kvantovani v soufadnicové representaci
p i h% . (5.6)
Analogie ke Schrédingerove rovnici je ovSem
. oy|(r,t = ~
|h—(’[/(§t ):\/—h2 O+ micty(r.t) . (5.7)

6 Spinory v trojrozmérném prostoru
Spinor je dvoukomponentovy objekt, jehoz komponenty odpovidaji dvéma moznym

hodnotam projekce spinu do osy z
_ wljz(w(l/z)j
o=(0:)=[0)
Aoy A1 0)(0N__R(0
20 =)l o) 2l0) > 2\0 -1J{g? 2\
Ptipomenime Pauliho matice (pro Uplnost dodejme jednotkovou matici)

(1 oj [0 1) (0 —ij (1 oj
g, = , O,= , O, = , O, = : (6.2)
0 1 1 0 i 0 0 -1

Pro zavedeni kovariantnich slozek spinort je uzite¢né zavést matici, kterd umoziuje snizovat

(6.1)

a zvedat indexy a tak vyuzivat souctové konvence

g:(gAB):(gAB):(_? éj , (6.3)

takze

‘/IA:gABwB > ‘//A:gBAI/IB = l//1:¢’2 ’ l//f‘llfl . (6.4)



Pfi rotaci soufadné soustavy se spinor transformuje jako

(/j/ :U[/j , (65)

U—ab 6.6
e d) (6.6)

Matice U je zadana ¢tyifmi komplexnimi ¢isly, mtize vSak zaviset jen na tfech nezavislych

kde

parametrech (representuje n¢jaky prvek z grupy rotaci v trojrozmérném prostoru). Omezujici

podminky dostaneme takto: bilinearni kombinace
Yo - =y, =-y,e" (6.7)
se transformuje jako
E CD
w/A¢; :UEAI/’E gABU(‘IB gDC o :(UT)A gABU(‘Ia (gT) wE o :(ad _bC)wA¢A (6.8)

Mame-li jedinou funkci, ktera se transformuje sama na sebe, musi to byt skalar, tj. plati

ad-bc=1 . (6.9)
Dalsi invariantem je hustota pravdépodobnosti nalezeni ¢astice v n¢jakém bodé
Yty =0 0y=yy = U=U0" (6.10)
neboli
oc d -b
(Z* ;*J:adl—bc(—c aj ' 6.11)
Ze vztaht a dostavame pét podminek pro Ctyii komplexni ¢isla
d=a" , c=-b , |[d +p =1 . (6.12)

V trojrozmérném piipad¢ je operace inverse provedena dvakrat navratem k ptivodni soufadné
v ’ v . N2 7 . v , . o
soustave, proto u tensorovych veli¢in je P°=1. U trojrozmérnych spinori mohou nastat

(rotace 0 0 a 277 nejsou ekvivalentni) dvé moznosti
P’=]1 = P=+1 , P’=-1 = P=4#i . (6.13)
Bilinearni kombinace representovala skaldrni veliinu. K representaci vektoru se

dostaneme nejjednoduseji tak, ze vyjdeme z representace grupy rotaci — tj. SO(3) pomoci

kulovych funkei Y. Pro | =1 mame

10



3 1/2 3 1/2
Ym:i(HTJ n , Y, :J—ri(ﬁj (nXJ_riny) , (6.14)

kde slozky jednotkového vektoru jsou

n= (n n.n ) =(sianos¢,sin6’sin¢,cos€) ) (6.15)

x>ty stiz

Vezméme ted” symetricky spinor fadu 2j. Obecny vyraz je

. 1/2
2N
ijm :(( ( J) ),j l//n.nzz.“ » (6-16)

j+m)i(j-m

V nasem piipadé ( j =1) tedy mame bud’ srovnanim s vyrazy
| . ~ i .
Yo _F(ax I ay) . W=l W= _W(ax 8 ay) (6.17)
nebo

Y. =¢, , W,=2"y, , ¥ =4, . (6.18)

Srovnanim [6.18)]a [6.17)| pak dostaneme vztah mezi komponentami trojrozmérného vektoru

a symetrického spinoru druhého fadu

wn=—ﬁ(ax+iay) . W =#ai . Y =#(ax Ha) . (6.19)

7 Spinory ve ¢tyfrozmérném casoprostoru
7.1 Vlastnosti spinori

Stejné jako v nerelativistickém piipadé bude i ted’ spinor dvoukomponentovy objekt

(F){4)).
04 - 2 4

Ve Ctyfrozmérném prostoru prostorova inverse méni znaménko pouze tii (x, y,z) ze Ctyt

(7.1)

(Ct,x, Y, Z) Casoprostorovych soufadnic a nekomutuje tedy s rotacemi soufadnic, které
obsahuji ¢asovou osu. Specialné€ pro Lorentzovu transformaci plati

PL(V)=L(-V)P . (7.2)
Pti transformaci z vlastni Lorentzovy grupy transformuje se spinor jako

11



'=al'+pét , {7 =&t 408, ad Py =l (7.3)

nebo v maticovém zapisu

, 5) , detL =1 . (7.4)

Koeficienty a, B, y a d jsou funkcemi thll rotace Ctyirozmérné souradné soustavy. Podminka
detL =1 tika, ze matice L je z representace grupy SL(Z,C), ktera ma stejn¢ jako Lorentzova
grupa Sest parametrd. Bilinearni forma

§=-g= (7.5)
je invariantem (Castice se spinem nula, slozend ze dvou ¢astic se spinem 1/2).

Potom miizeme psat misto

Fhza=—¢&, = =inv . (7.6)
V nerelativistické teorii uréuje ¢¢'¢"" + ¢/ ¢ hustotu pravdépodobnosti, a je tedy skalérni
veli¢inou, proto musi byt spinorova transformace unitarni (a=90", f=-)"). V
relativistické teorii je hustota pravdépodobnosti casupodobnou slozkou ctyfvektoru a

podminka unitarity nevznikd. Proto musime uvazovat ne jeden spinor, ale dvojici spinort § a
1, transformujicich se podle komplexné sdruzenych representaci Lorentzovy grupy, & podle
[7.3)]a n podie

n'=a'n'+Bn’ . nt=yn'+on’ , a5 -y . (7.7)
Komponenty spinoru, ktery se transformuje podle komplexné sdruzené representace

Lorentzovy grupy znaCime teckou nad velkym pismenem. Pro zvedani a snizovani indexi

plati i tady vztah Vidime, Ze transformace odpovida umérnosti
=&t (7:8)
Pfi prostorovych rotacich se kovariantni slozky trojrozmérného spinoru transformuji jako

komplexné sdruzené slozky kontranariantniho spinoru ¢/, ~¢*. Tuto vlastnost si musi
zachovat i slozky ¢tyfrozmérného spinoru. S uvazenim je tedy

my~n""~&8 (7.9)
Budem tedy podobn¢ jako v psét

(3] - A B4 2 D)) oo

12



Piisobeni operatoru prostorové inverse nemiize byt nasobkem jednotkové matice, jako tomu

bylo u trojrozmérnych spinorii. Bude proto operator prostorové prevadét & na m a naopak.

Zapsano ve slozkéch je (volime representaci, kde P>=-1)
P&=in, , Pp,=i& (7.11)
neboli
P&, =-in® |, Ppt=-i&, . (7.12)

Zapis n€kterych vztahl vyrazné zjednodusime maticovym znacenim

_(& _(77; F _ Z (i 2 _[a B
E_(EZ 5 ,7_ ,7; 5 E_(El Ez) 5 ,7 _(7 ,7 ) s L= y 5 . (713)
Transformacni vztahy mizeme zapsat jako
&=L& &=L, PE=ip B
N s -1 AL N (7.14)
g =ar , n'=(U)n , PE=-if , Pp=-é
Dvojice bispinort (f /7) (~ , I:|) representuji mimo jiné skalarni a vektorové veli¢iny. Pro

skalarni veli¢iny (skalar a pseudoskalar) je

w=Z&+Hn=2,E"+H"y, , Pw=w ,

- B A _ ) (7.15)
w==¢{-Hn==,§"-H", , Pw=-
Mame totiz
PZP&=(-iR)(in)=Hyp , PHPp=(-3)(i&) == . (7.16)
Pro vektorové veliCiny
F=ER+z=(en® vz
. . (7.17)
(=R -7 =(erH° -=7°
Vzhledem k relacim
P(éR+=7)= P(EAH +‘A/7)—/7A~: +H & =n =+HE
(7.18)

{=ER-27=P(eH° -2°) =0, 5 -H& M+ HE
a spojeni slozek Ctyfvektoru se slozkami spinoru druhého fadu se smiSenymi indexy (pro

trojrozmérny vektor plati stejnd tivaha jako v nerelativistickém ptipadé¢, nultd (Casupodobna)

slozka vektoru je imérna hustoté pravdépodobnosti

13



2= (¢10) =0, L) L A =) = L) o
vl )t v o) e
odpovidd prvni piipad ctyfrozmérnému vektoru (s trojrozmérnym polarnim vektorem) a
druhy pfipad ¢tyfrozmérnému pseudovektoru (s trojrozmérnym axialnim vektorem)
P(a’.a)=(a’,-a) , P(a’.a)=(-a".a) . (7.20)
Vztahy je mozno zapsat zkracené jako

¢=(¢")=a@ +a,0, | a=%Tr{za‘=} , a°=%Tr{Z} . (7.21)

7.2 Lorentzova transformace spinori
Vztahii mezi spinorem { a Styfvektorem a' vyuZijeme pro nalezeni konkrétniho tvaru
koeficientl transformace. Zopakujme potiebné znaceni
1 i 13
L:(T/ ﬁaj L &= L‘;j ca=(n n*) L n~¢ {;i ;2] o)
&=L, =7 ,{' =KL

Pro infinitesimalni Lorentzovu transformaci piSeme

SL=1+A , J'=C+A A" | |=(é ?] . (7.23)

Pfi infinitesimalni Lorentzové transformaci Ctyfvektoru mame jednak

ad=a-a’ndVv =a —%ﬁTr{Z} ,

5V (7.24)
a’=a’-amoV =a’ —Tﬁ mr{ ¢}
a také
a=L1e{¢ =a+1Tr{Z (61 +170)} .
2 1 2 1 (7.25)
a = Te{7} =al + o7 (A +17)}
Porovnanim obou zapisti dostaneme
A=A" = —%cf : (7.26)
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Kone¢na Lorentzova transformace (pro jednoduchat zépisu v roving t-X) je

X = XVt =cosh@X —sinh ¢t
J1-V?
Y (7.27)
t = X - cosh@t —sinh gx
1-Vv?
Infinitezimalni transformace je pak
X =x-o0Vt=x-0¢t , t' =t-Vx=t -0 . (7.28)
Pro vypocet konecné Lorentzovy transformace budeme infinitezimalni transformaci aplikovat
nasobn¢
0p=2 | L=lim|1 -2 om =exp{ ——%} . (7.29)
n n-e 2n 2

Infinitesimalni transformaci jsme charakterizovali parametrem 0@ a nikoliv oV , protoze

L(g)L(@)=L(@+ ¢ ., L(V)L(V)zL(V,+V,) , (7.30)
jak se miizeme presvédcit z S vyuzitim vztahti

(6m)" =1 , (ocm)"" =cm (7.31)
muzeme psat pro konecné velikosti rychlosti
L= exp{—gﬁ [ﬁ} = coshg—(ﬁ )sinh{ . tanh@=V . (7.32)
Pfi infinitesimalni rotaci soufadnic v geometrickém prostoru mame pak
d=a-50(nxa) =a —%Tr{((ﬁxri)} , d’=a’ (7.33)
odkud
A==A" =%ﬁﬁ : (7.34)
Pro konecné rotace potom
L:exp{%ﬁ[ﬁi}ﬂ cos%ﬂ(ﬁ)sin? . (7.35)
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8 Vlnova rovnice pro ¢astice se spinem 1/2 - Diracova rovnice

8.1 Diracova rovnice pro volnou ¢astici

Pii znamém vztahu mezi Ctyfvektory a spinory miizeme operatoru étyfimpulsu p'

piifadit operatorovy spinor f)AB resp. P,;. Jediné vhodné relativisticky invariantni vyrazy
jsou pak

png=mé* P, Eh=mmp (8.1)
které se znacenim

& 77;
. = 8.2
d (52} 7 (’kj ¢

(pyo, +B@)n=mé . (p,o, -PB)E =my

muzeme piepsat na

(8.3)

Zavedeni bispinorii a y matic je poslednim krokem pii odvozeni obvyklého tvaru Diracovy

rovnice. Se znacenim
(€ (0 1 ~ (0 -0
w_(”j s VO _(l Oj s y_(d_ O j s (84)

(v 8-y g=my .

piejde na

(8.5)
Zcela kompaktni zapis dostaneme po zavedeni matic
p=yp . (P-mw=0 (8.6)
V soufadnicové representaci (na chvili v SI jednotkach)
. _ L. .. 0. o 0 ~
(p—mC)t/l—O , P-inlFihy —=inly—+ yl | ,
- - 0 X cot
5 (8.7)
ihawzlflw , H :_Ecc”rDT} mc’ 3,
[
kde matice a a B jsou dany vztahy
__ o. (0 0 0 I
a = = , = = ,
VV(O—%] g V[IO 83)
ai ak +akai = ik

, Ba,+a,B =0 , B’=l
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8.2 Diracova rovnice v elektromagnetickém poli

Se Ctyfpotencidlem
A= (E,Z\j A= (3—") (8.9)
C

a zaménou (v komutacnich relacich vystupuje zobecnény impulz) oproti volné Castici

P~ p-cA (5.10)
dostavame Diracovu rovnici ve vnéj$im elektromagnetickém poli
Y (b -eA)p=mcy . (8.11)

kde )/ je Ctyfvektor matic, které maji ve spinorové representaci tvar (jsou mozné i jiné

representace, ziskané unitarnimi transformacemi)

y=(V.7) . 19=(0 1] : ”y=(? _ﬁj (8.12)

1 0 g 0

a { je ctytkomponentovy bispinor. V soufadnicové representaci je

., 0 .0 . = (., 0 . =
p=ih—=|ih—,in0d| , p=|ih—;s i/ 8.13
g X ( cot J P [ cot j (8.13)
a Diracova rovnice ma tvar
1 G - = =
{—yﬁ( h——eq>j+y[(ihm+ eA)- mcjz/lz 0 . (8.14)
¢ ot
nebo po piepsani
G 17/ R N X 2 o
|hﬁ—(ca[ép—eA)+,8mc +eCD)z// , (8.15)
kde jsme oznacili
V'=B8 , a=gy . (8.16)

8.3 Heisenbergiiv obraz.

Ptipomenime si vztah pro ¢asovou zménu operatoru v Heisenbergoveé obraze

d._irs 27, 0F
—F=—|H,F|+— . 8.17
att Al ®.17
Zavedeme operator mechanického impulzu
r= 6—el\(?) . (8.18)
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Vypocet komutatort

[H,?]:iﬁcﬁ : (8.19)
a trochu komplikované;ji
[H,é—eA(?)}=—ei—h”@p + %(m A %h(mf)A . (8.20)

S vyuzitim vztahu

O(@Af (AU )& (@ YA <AX(~ &)xax (=A)Ig+ )A o B (821)

dostaneme
A wfz\]1_ €eh- ech . =
[H,p—eA(r)}_—_—mH Sl B (8.22)
i i
Tedy
%:cﬁ : d—ltT:—eED+ ecax B . (8.23)

Charakter operatoru rychlosti dal vznik nazvu Zitterbewegung.

8.4 Rovnice kontinuity.

Diracovu rovnici
. 0 ... -
|hyoﬁ+|hym]— mc ¢z 0 (8.24)
C

komplexn¢ sdruzime a s vyuzitim vztahti (y' )+ =)y y,tedy

() =y . W =-7 (8.25)
napiSeme jako
. T 0 . \T = «_
(—uh(;ﬂ) E+|h( )" - chw_ 0 . (8.26)

Rovnici transponujeme na (diferencialni operatory plisobi doleva)
t/l*(—ihy"%ﬂhmj} mc} 0 (8.27)
Cc

a po zavedeni Diracova sdruzeni Z=(/" )’ s vyuzitim antikomuta¢nich relaci y’ matic mame

18



w(ihy”iﬂhf/ﬂﬁ’r mc): 0 . (8.28)
cat
S pouzitim symbolt a=)/ a mﬁiemel@a@ zapsat jako
(p-mc)y=0 , @(p+mc)=0 . (8.29)
Vynésobeni prvni rovnice v zleva ¢ a druhé rovnice zprava (¢ dava vyrazy, jejichz

sectenim dostavame rovnici kontinuity

9 _

P , =gy (8.30)

Casupodobna komponenta je j° =@ ) =y ¢>0.

8.5 Standardni representace

Od spinorové representace piejdeme ke standardni representaci unitarni transformaci

A R

Vzhledem k chovani £ a n pfi plisobeni operatoru parity mame

Pop=i¢g , Py=-iy . (8.32)

Rovnice pro tyto nové spinory ziskdme sectenim a odectenim rovnic v

po,¢-PBY=m$ ., - o, x+P@P=my . (8.33)
Rovnice a maji ve standardni representaci stejny tvar, matice v nich jsou po
transformaci
y - U (8.34)
vyjadieny jako

I 0 (0 &)y _ (0 &g
Vo—ﬂ—(o _Ij : y—[_ﬁ oj , a—[ﬁ 0] . (8.35)

Matice operatoru spinu je ve vsech representacich stejna

Y Y 0 0

sty 590 0 |_h) 0 I

S=3% Z‘(o aj ’ Szz/ﬁ 20| > 2l o | - @39
0 0 w4 ‘//4
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9 Rovinné viny

Dosadime-li  do  [8.29 rovinné  vlny (volba normovaci  konstanty
£=cp, =+ P’ C +m’c* se ozfejmi pozdéji)
w(p) :ﬁu(p)exp(—i px) . w(-p) Zﬁu(—p)exp(i pxX) . O

dostavame

(p-mc)u(p)=0 , (p+mc)u(-p)=0 (9.2)

U(p)(g—mc)=0 , U(—p)(g +mc) =0 . 9.3)
podminkou fesitelnosti je p' p =’ ¢’. Bispinory normujeme tak, Ze
u(p)u(p)=2mc® , u(-p)u(-p)=-2mc* . (9.4)
Nésobeni zleva prvni rovnice v(9.2)] @ ( p) a druhé rovnice T(~ p) vede na
u(xp)y pu(tp)=2mc’=2cp'p = u(xp)yu(xp)=2cp . 9.5)

Pro ctyivektor toku pak

L : _cp (., V
=o(ep)y o) =S (1Y) 06
Ve standardni representaci, kde piSeme
@
7). o
X
se Diracova rovnice rozpadd na dvé vazané rovnice
(5— mcz)qo—cr)ﬁ*f)ﬁo ,
(9.8)

(£+mc2))(—cr)®‘qo:0 .

Méme pak

(o) = & +mc® w(+) J e { g—mcz(ﬁﬁf)w(—)]
(p) {m(ﬁW)W(ﬂ , u(-p) Jermew( 9.9

kde n= f)/ | f)| a W(i) jsou libovolné dvoukomponentové veli¢iny, spliujici w* (i) W(i) =1.

S}

Pro relativisticky sdruzené bispinory mame z
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u(p)= («/5 +mc® w' (+) —&e -mc*w'( (A ﬁ‘)) :
(9.10)
u(-p) =(«/£ -mc’ w' (=) (A@) -& +mc’ w( —))
10 Transformace Diracovy rovnice
10.1 Rovnice volné ¢astice (Foldyova - Wouthuysenova transformace)
Hamiltonian je
H=cap+pmc . (10.1)

Ve standardni reprezentaci jsou matice & a [ dany vztahy

1 0 (0 &
ﬂ—(o _J : a“[a— oj : (10.2)

Uvazujme o takové unitarni (a na ¢ase explicitné nezévisl¢) transformaci, ktera by odstranila

operatory, které vazou velké komponenty s malymi
A 0

U=exp(i$) . $=$" . aé=o . (10.3)

Plati

@) =exp(i §)Hexp(-i §)| @) =1 (10.4)

ih%|(//'>=exp(i é)l—] l/7>

Velké a malé komponenty spojuje operator ca Eﬁ Uhadneme tedy pomérné snadno potiebny

tvar é

39)+ﬂaﬁs@ EL

exp(i é)=exp(,867Eﬁ9)=cos(p f)) . (10.5)

o»

Pro transformovany hamiltonidn dostavame
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H' = exp(i é)l—] exp(—i é) =

) Asin(f)@) ) ) Asin(f)@)
cos( D H) +palp—yr (Cﬁﬂ‘) +,8mcz) cos( f)H) -pap— | =
p p
. 2
. . . sin( p «9)
(cc?[ij+[>’mcz) cos(ﬁﬁ)—ﬁdﬁ‘) = =
p
(cﬁ[ﬁ +,BmC2)exp(—2,Bc7 Eme) =
) ) sin (2 f)@) ) _,sin (2 fJH)
calp cos(2‘f)‘9)—mc ! + A mc’ cos(2 ﬁ€)+ P
o mc
(10.6)
Polozime-li ted’
. p
tm@ﬁﬂ:—-, (10.7)
mc
dostavame vysledny hamiltonian
H'=BJmc' +p’c® . (10.8)
10.2 Rovnice Castice v elektromagnetickém poli
Hamiltonidn v tomto piipad¢ je
H = cﬁ[@f)—e,&) +B8mc’ +e® =fmc’ +E +O (10.9)
kde
E=ed |, dzcﬁﬁﬁ—ej . (10.10)
Plati
pO=-03 , BE=Ef . (10.11)

Uvazujme op¢t o takové unitarni (ale ted’ uzZ moznéa na Case zavislé) transformaci, kterd by
odstranila liché operatory, které vazou velké komponenty s malymi a ponechala jen operatory

sudé

U=exp(iS , S=5 . (10.12)
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Pro |l//'> =exp (i é) |l//> dostavame

(10.13)
H (//>= H exp(—l é) l//'>
odkud pak
0 o &\ .0 A
|ha|¢/>—H|lﬂ> . H —exp(lS)(H IhaJexp( |s) . (10.14)
M¢jme vyraz (chdpany jako funkce parametru A, ktery pak polozime roven jedné)
F(A) = exp(iBA) Aexp(-i BA) =i—n(an Fj (10.15)
=nl{odA =0
Derivovanim dostavame
oF Ta A
— - B
24|, [8.A]
) (10.16)
O"F|  _..l[ala A n
7] efel100]

takze ponechame-li v rozvoji pouze Cleny do tietiho fadu (nebo ctvrtého, nasobi-li ¢len

klidovou energii) v S, dostavame

H'=H +i[$.H] 2[8,[S,Hﬂ 6[8,[8,[ ,H]ﬂ+ o
Mmc[alalarla L ih[a a] h[ala & '
LS8 (s8] -ns-5 (s8] +5]s[9]
Ponechdme-li v jen Cleny nejnizsiho fadu, mame
H'=pBmc +E +0 +imc2[é,,6’] . (10.18)
Tento tvar vede k tomu, ze zkusime zvolit
§=-—'_p0 . (10.19)

2mc?

S oznacenim matice spinu (ta je stejna ve spinorové i standardni representaci)
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0 7

. (ﬁ oj
S= (10.20)

mame po delSich vypoctech vysledny hamiltonian ve tvaru

- 12 =2 1
H'=8| mc’ +—(p-eA|] - p' | +e® -
ﬂ( m(IO ) s c " j
2 i (10.21)
eh - = eh = A en” - = en - =
—2[B- 2Exp] - 2Ux E)-
2m 4’ ¢’ [@ p) 8 ¢? [C ) gm’ ¢’
Pro rota¢n¢ soumérné pole mame
ﬁ av(r) r
E(r)=- — 10.22
(=37 (1022)
a ptislusny ¢len nabude tvaru
eh <f= =\ _ er 1dV(r). . - .
- 2[Exp] = — >M , L=rxp , 10.23
4’ ¢ [@ p) 4am’c’r dr P ( )

kterym popisujeme spin - orbitalni interakci. Posledni ¢len se nazyva Darwiniv, jeho vznik se

da se chapat jako rozmazani energie Coulombova plisobeni

L W Jov o1 v o\ nY
(V(r +5r)—V(r)>:<W5x t s iad O 5x‘>:gAV(Rj . (10.29)

cvwr

A

2P3/ 2 Jenmné= spin -
ZSI/ 2 orbitalni
2P1/ 2 interakce

Lambliv posuv
Hyperjemné =
spinova interakce
1S"2 # s jadrem
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11 Rozptyl elektronu na jadre

Budeme pocitat rozptyl elektronu na (nekonecné) tézkém jadie naboje Ze. Volba

soufadné soustavy je velmi dilezitd pro zjednoduSeni vypoctu. Impuls elektronu pied

rozptylem at’ je ve sméru osy X, impuls elektronu po rozptylu at’ lezi v roviné X-y (znaime

p=py =(E/c))-pV
ElzytEl_V(plx > EQZVEZ_J}pZX_szy
c c

Ctyfvektor potencialu je

A=[P-_28 1 Ro| = a=—221,
cC 4mgcer

Pfipomenime Diracovu rovnici
(E—eA—mc)|t//> =0 , p=inQ

a vyjadreni matic ve standardni representaci

0 (0 & . (T 0
oo ) 0 o)

Pocatecni a koncovy stav je, pokud piSeme 1 obvykle vynechdvany normovaci faktor

1 ‘ipzi X

1 _iplixi
h
u,e

(X|¢) = 2EV ue’ s <X|‘//2>=\/m

Amplituda pravdépodobnosti piechodu je

O R B I S P
T P E
0

i
%21/E1 EV4rg r

Pro integraly méme vyjadieni

;

<¢12 | H int

‘//1>:_

BBy

eZh

i 1 i 4 hz T iE iE Sln(Elz_hEsz
-—pr —pr . —Et ——Et
J P, _ehp d3 r= T =, Ieh e h dt =

e’ =
r |I51‘f3z EI_EZ
2h

0

Prvni integral pocitdme jako
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2

11de¢jdﬁsm:9]drr gareos?=Ar =4Fn£i£1%jdrsin(qr)e_“ =
0

0
) 47T 4T
Im—————=—
-0 )2 +q2 2

Pro pravdépodobnost piechodu za jednotku ¢asu

w(t ~2) = Jim (g H, o) =

) E-E
_ 2 2 sin’| /=T
wyul (zer ). 1 (2}1 j
2 2 ) lim — 2
AEEVT g|p-n) ) 7T (El—Eij
2h

Jednim z vyjadfeni Diracovy delta funkce je

Vyuzitim|(11.10)[upravime vztah na

2 2
2 G yul [ zen
1-2)==— o(E, -E
w(l ~2) h4ElEZV2(£O||T)1—r)2|2] (&-E)

Hustota stavil v okoli koncového stavu (stav 2) je (E=/p>c> +m’ c*)

vd’ P, VE, p,
= = dQd
(2mn) (2 m) ¢ =

a tak mtizeme psat (plati | QI = | F)2| )

vVdQ
dW:mJ’W(l —>2)E2 pszz =

2
2
ytu‘[ JdQ
amglp-p

Pongvadz V=0E/d p, mame pro hustotu toku &astic vyraz

2

pC
EV

<|<

j:

a pro diferencialni uc¢inny priufez pak

2
do= ‘u ytu‘( de . g =[p-pf =4pfsin2§

4ﬂ%q
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Nyni zvolme bispinory jako

E+mc 0
0 E+mc’
) gy =1 1) () =L
u’?(p)=——— LU (p) meee— . (11.16)
(¢) JE+mc’ C(px“py) ( JE+mc? 0
0 c(p,-ip,)
které ziskame z Volbou
1 0
= -) = ) 11.17
()=o)« wio}) a1
Pro slozky hybnosti mame
PutiPy =P . Poutipy =pexp{i6} . (11.18)

Plati

U(l/z) yt u(l/z)

2 1

2:‘(E1+mc)+plzce :4Ef(1—(ﬁjzsngj, (11.19)
(El+mcz) 2

kde vypocet zjednodusuje
O yu=u )y yu=uu. (11.20)

Obdobné¢ spocteme dalsi vyrazy, takze mame

5 2
=4E12(1—(£j sinzgj ,
C 2
2
o4p (1 —(ﬁj sin? QJ
c 2

Pro diferencialni u¢inny priifez rozptylu je tedy konecny vyraz

2\2 2 2

do, =| 1 1—(ﬂj sl ldo, do., = —2€ 992 1)
E Cc 2 41T & MV, i .0
2

2
Uz(l/z) yt ul(l/z)

W [ =0

(11.21)

2
‘Uz(_l/z) % ul(1/2) =0 , Uz(—l/z) Y ul(—1/2)

m

12 Invariantni uéinny priifez
M¢jme dva svazky castic, které se srazeji. Pocitejme v klidové soustavé castice 2
pocet srazek v objemu dV za Cas dt

dv=nov,,dtn,dv , dv=Ann,dtdV |, (12.1)
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kde v,y je velikost rychlosti ¢astice 1 v klidové soustavé ¢astice 2, n, a n, jsou hustoty ¢astic

a kone¢né¢ o je uCinny prifez. Veliciny dv a dtdV jsou invarianty, musi tedy byt

invariantem také veli¢ina An, n,, pficemZz A musi v klidové soustavé jedné z Castic piejit na

V.4 0. Mame
ndV=ndV, = n= k) =n, 52
J1-v?/¢c mc
a tedy
Ann =inv' = Agg =i = A:pl—D)Zinv ,
&

kde skalarni sou¢in oznaéujeme jako p, [, = p,, p,. V klidové soustavé &astice 2 je

_ i & _ ~ _&& . _ )
A_Vrela 5 plz _(?z_rnzcapz_oj = plq)z_ 1C22 = InV_VrdJC

a dale

2

_ mc Vi _ mlmzczj
pp,=——~—"—-mc = = 1-| 12—
L NI rze,/szz C \/ (plq-’z

Spojenim vztaht[(12.1)] (12.3)|a | 12.4)|dostavame

2

dw=%=wnlnz \/( pp) -(mmec) dv

& &

Uginny prifez dostaneme tedy z pravdépodobnosti prechodu za jednotku ¢asu

o

Cdw ~ Jpm) -(mme)
= , J=¢C n
Jn,dV & &,

2%

V tézistoveé soustavé je P, =—P, =P, takze

(p1 qu)Z _(mlmzcz)2 :(‘91‘252 +ﬁ2jz _(f_lj_ﬁzj(‘g_zj _rfj :pzw

a tedy

o 1 1
J =Cz|p|(—+£—jn1 =(vyi +vo)n

1 2

v souladu s obvyklou definici hustoty toku. V laboratorni soustavé pak
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13 Spinova matice hustoty

(12.10)

Shrneme nejprve vyjadieni y matic a X matice ve spinorové a standardni representaci.

Matice J°a Z jsou definovany jako

y=-iyyyy . =¥y

Ve spinorové representaci je

I RS Vi d I I A

a ve standardni representaci

Voz((l) —OI) : 7:(—05 g) : J;:(—0| _ol) : i:(g

(13.1)
0
ﬁ) (13.2)
0
5_) . (13.3)

Spinory vyhovuji fesitelnym (determinant je roven nule) soustavam algebraickych rovnic

(p-m)u(p)=0 . (p+mju(-p)=0 ,
a(p)(p-m)=0 . u(-p)(p+m)=0 .
Normujeme je tak, aby platilo

u(p)u(p)=2m ,u(-p)u(-p)=-2m .

Ve standardni representaci mame

“(p){ﬁ(m)w(p)} | “('p)'[ Jermw(-p)

Pro relativisticky sdruzené vyrazy pak
a(p)=(Vermw (p) e -mw (p)(no) .
3(p)=(Je-mw (p)(n0) - Jermw (p)) -

_[Ve-m(na)w(-p)

(13.4)

(13.5)

|

(13.6)

(13.7)

V téchto vyrazech jsou W( p) a W(— p) libovolné normované dvoukomponentové veliCiny.

Uvedené volnosti mizeme uzit pro vhodnou volbu vinové funkce. Moznou volbou je

naptiklad
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(13.8)

Plati

Sw(p)?w (p)” =T w(-p)?w (-p)” = G (1)) . (13.9)

Su(p)?ut (p)? =p+m ., Yu(-p)?ut(-p)? =p-m . (13.10)

Prvky spinové matice hustoty jsou v Cistém stavu trivialni vyrazy

Pae(P) =Ux(P)Ua (P) - (13.11)
Pon¢kud odlisné€ oproti bézné matici hustoty zde stopa neni rovna 1
Tr{p(p)} =X u.(p)U.(p) =t(p)u(p) =2m . (13.12)
A
Ze je ziejmé, ze matice hustoty v Cistém i smiSeném stavu bude spliiovat Diracovu
rovnici
(p-m)o(p)=0 . p(p)(p-m)=0 . (13.13)
V Cistém stavu spocteme stfedni hodnotu spinu podle vztahu
&\ = l * 5 3¢ e L * S :L_ 07
<s>—2jw Syd'r e (p)Zu(p) 4(Su(p)y 2u(p) (13.14)

a odpovidajici vyraz pro stav ¢astecné polarizace je pak

()= 32220 (p)(r%),, ue (p) =

1 1 (13.15)
T{e(e)/d = —1e{p(p)y } -

Polarizaéni vektor v klidové soustavé oznatme ¢ :2<§> , plati tedy pro Cisty stav ‘Z ‘ =1, pro
smiSeny stav ‘Z ‘ <1. Ctyivektory impulsu a spinu v klidové soustavé jsou p' = (m,6) a
a = (0 { ) a v libovolné inercialni soutadné soustavé tedy musi platit

plp=n? , al@=-*> , p@=0 . (13.16)
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Lorentzova transformace do laboratorni soustavy dava

. _ (¢p)p

_¢P 5 —
=( + 13.1
a , d Z ( ) (3 7)

Matice hustoty pro nepolarizovany svazek bude mit tvar (musi obsahovat pouze impuls jako

jedinou charakteristiku a splilovat dané rovnice)

1
pn(p):5(9+m) . (13.18)
Pro obecny smiSeny stav bude mit tvar
1 - -
p(p)=7—(p+m)p(a)(p+m) . p(a=0)=1 . (13.19)

2 ~ , v ~ r .
Ptipomenime si, ze plati ( p+ m) =2 m( p+ m) . Matice ,0( g) ma na Ctyfvektoru a zaviset
linearn€é. NapiSme tedy ,Z)( g) =1- Ay’ a. Konstantni matici A uréime vypoétem stiedni

hodnoty spinu v klidové soustavé

olo)=(00 )1 A7 (1 9) =20 s o A7)
| | : ] (13.20)
Z:2<§>:RTr{p(p)ySP} :—ZATY{(T/Z)T}’ =A(

a musi byt tedy A=1. Protoze je alp =0, pantikomutuje s a a komutuje s ¥’ a. Vyraz pro

spinovou matici hustoty lze piepsat do kone¢ného tvaru
1
p(p):z(9+m)(1—y5g) . (13.21)
Vektor spinové polarizace 1ze naopak z matice hustoty spocitat pomoci vztahu
i1 ;
d=—Tr{p(p)y' v} . (13.22)
2m
Obdobné¢ by bylo mozné odvodit obecny vztah pro spinovou matici hustoty positronti

p(- p):%(g—m)(l —;fg) . (13.23)

14 Spinové stredovani
Méme-li ve Feynmanové diagramu jen jednu fermionovou caru (rozptyl na vnéjSim

poli, Comptontliv rozptyl, anihilace nebo kreace paru), miizeme pouzit nasledujiciho zptisobu
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spinového stiedovani (stiedovani ptes pocatecni spinové stavy a souctu pres koncové spinové
stavy pro rozptyl, stfedovani pies spinové stavy elektronu a positronu pii anihilaci nebo

kreaci). Maticovy element M ,; je ve zminénych pfipadech moZno zapsat jako
MfiZZUfAQABuiBZUfQui . (14.1)
A,B

Potom mame

*

Mti =(ZUfAQABuiB] = z Ui VcO:*AQZB ui*B =
AB

ABC (14.2)
z Ui*B ygD })E)E Qia l’zcufc =0 Qu;

A,B,.C,D.E

kde jsme vyuzili vlastnosti )° )P =1, Y* =  aoznadili Q=)" Q" ). Mizeme ted psat

‘Mfi‘zzﬁfQUtiuf :Tr{uf UfQuiUiQ} : (14.3)
TakZe mame
2 Tr{ ol ( p) Qp ( p) (j} rozptyl elektronii na vnéjSim potenciale
2 Tr{ o: (p)Qp (p) @ Comptontv rozptyl
Te{p; (-P)QA (p)@ anihilace péru (149
Te{p: (P)QA(-P)Q  kreace paru

32



