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Zadani priklada na 1. cvieni

Priklad 1.: Na grimce jsou vyznény body -1, 0, 1. V b&d se nachazi kulka. Nahodg
hazime minci. Jestlize padne lic, posunemekuldo bodu 1, jestlize padne rub, posuneme ji
do bodu -1. Je-li kutka v bo@ 1 a padne-li lic, ponechame ji v kiotl, padne-li rub,
posuneme ji do bodu 0. Je-li kika v bo@& —1 a padne-li rub, ponechame ji v Bed,, padne-

li lic, posuneme ji do bodu 0.

Modelujte tuto situaci vhodnym SP.

Pro posloupnost 10 hadninci {L, L, L, R, R, L, R, L, R, R} graficky znamn¢te

odpovidajici realizace SP.

Priklad 2.: Nech’ ndhodna vetina X ~ Ex{.), .

—AX
hustota:¢(x) = Ae ™ prox>0
Oprox<0

SP{X;tOT}, kde % = tX, t > 0.

a) Najdtte jednorozrarnou distrib@ni funkci ®¢(x) tohoto SP.

b) K distribwni funkci®(x) najdite hustotup(x).

Priklad 3.: Nahodna vetiina X ma distribdni funkci®(x). Nech’ c, R, t > 0. Zavedeme
SP{X;t0OT}, kde % = tX + c.

a) Najdtte jednorozrirnou distribéni funkci ®y(x) tohoto SP.

b) Najctte dvourozrarnou distribéni funkci ®, . (xl,xz).

Priklad 4.: Nahodna vetiina X ma distribdni funkci®(x). Nech’ t > 0. Zavedeme SP
{x,;tOT}, kde % = tX% Urtete jednorozrirnou distribéni funkci ®(x) tohoto SP.
Priklad 5.: Necht’ X1, Xy, X3, ... jsou stochasticky nezavislé ndhodnécueyi, které maji
vdechny stejnou distrilsni funkci®(x). Neclt T ={123..}. Zavedeme SK¥X,;tOT}.
Urcete pravdpodobnostni rozloZeni tohoto SP.

Piiklad 6.: Nech’ nahodna vetina X ~ ExQ), tj. E(X) = 1/A, D(X) = 1/A% Zavedeme SP
{Xt;tDT}, kde X = tX. Najdite stedni hodnotu, rozptyl, autokovariam a autokorekéni
funkci tohoto SP.

Priklad 7.: Nech’ Y, Z jsou standardizované nahodné &ialy, které jsou nekorelované.
Zavedeme SKX,;t 0T}, kde X =t + Y.cosot + Z.sinet, » > 0 konstanta. Zjiste, zda
dany SP je slabstacionarni.

Piiklad 8.: Uvazme SP zifkladu 7. Zavedeme standardizovany{&R;t 0T}, kde

U, = x‘%:;(t) . Zjistéte, zda tento standardizovany SP je &ktlacionarni.
o

1-e™ prox >0
Oprox<0

, distribuni funkce: ®(x) = { . Zavedeme

Priklad 9.: Neclt' Y, Z jsou nahodné veiiny se stednimi hodnotami E(Y) f1, E(Z) =2
rozptyly D(Y) =o1%, D(Z) =o,% Jejich koeficient korelace je R(Y,Z) = 0,7. . Bdeme SP
{X;tOT}, kde % = 2tY + Z. Najate stedni hodnotu, rozptyl a autokovaréah funkci
tohoto SP.

Priklad 10.: Neclt yx(t1,t2) je autokovariaéni funkce SF{Xt;tDT}. Nech f(t), g(t) jsou
realné funkce definované na T. Zavedeme 8Pt 0T}, kde Y, = f(t)X; + g(t). Najdte
autokovarianni funkci tohoto SP.

Piiklad 11.: Necht SP{X,;t 0T} mé stedni hodnotyi, (t)=t?> -1 a autokovariaini

funkci v, (t,,t,) = 274" Zavedeme SKY,;t 0T}, kde ¥ = tX; + £ + 1. Najdte jeho
stredni hodnotu a autokovari&ni funkci.

o]



Zadani priklada na 2. cvieni

Priklad 1.: Necht’ X1, Xo, ... jsou stochasticky nezavislé nahodnécuyi, které nabyvaji
hodnot z mnoziny J = {0, 1, 2, ...}. DokaZte, Ze asticky procegX ,;nON,} je
markovskyretézec.

Priklad 2.: Necht {X ,;n0N,}je markovskyretizec s mnozinou stawd = {0,1}.

Pravd@podobnosti pechodu 1fadu jsou dany matid? (n,n+1) = .Jakéa je

NIFPWIF
NIFRwWIN

pravdpodobnost, Ze po jednom kroku bug&zec ve stavu O (resp. 1), jestlize jeho

pocatesni stav zvolime

a) podle vysledku hodu minci

b) podle vysledku nahodného pokusu,&miz je stavu O dosazeno s prgwddobnosti 1/3 a
stavu 1 s pravipodobnosti 2/3.

Priklad 3.: Model dvoustavového systému

Nech’ {Xn ;n0 NO} je markovskyetzec s mnozinou staw = {0,1}. Pravépodobnosti

l1-a «a
prechodu 1radu jsou dany matid?P (n,n +1) :( ] vektor p&atetnich

B 1-B

pravdgpodobnostp(0) = y, 1-y). Pro n = 2 najéte simultanni pravipodobnostni funkci
nahodného vektoru XX, X3).

Priklad 4.: Uvazme markovskietzec z pikladu 2 b). Vypététe pravépodobnost jevu, Ze
X1# Xo.

Priklad 5.: (Model muzskych zagstnani) Pedpokladame rozteni muzskych zagstnani

do ti trid: veédecti pracovnici, kvalifikovani pracovnici, nekvalifikani pracovnici. Je znamo,
Ze 80% syn védeckych pracovnikse stane&deckymi pracovniky, 10% kvalifikovanymi a
10% nekvalifikovanymi pracovniky. Ze sykvalifikovanych pracovnik 60% bude
kvalifikovanymi pracovniky, 20%ddeckymi a 20% nekvalifikovanymi pracovniky. Ka@ne

v pripac nekvalifikovanych pracovnik50% syrii bude nekvalifikovanymi pracovniky, 25%
kvalifikovanymi a 25% ¥deckymi pracovniky. #dpokladejme, Zze kazdy muz ma syna. Jaka
je pravapodobnost, Ze vnuk nekvalifikovaného pracovnikataee ¥deckym pracovnikem?
Priklad 6.: V prikladu 5 nyni pedpokladejme, Ze muz ma syna jen s ptpedobnosti 0,8.
Zavel'te nyni homogenni markovskgtizec setyimi stavy — prvnifi jsou stejné jako

v piedeslé uloze é&tvrty odpovida pipadu, kdy muz nema syna a procesdkodaka je
praveEpodobnost, Ze vnuk nekvalifikovaného pracovnikatage ¥deckym pracovnikem?
Priklad 7.: (Klasifikace roki podle Urody jablek) V severni Nové Anglitireme klasifikovat
roky podle Urody jablek jako Urodnéiprérné a netrodné. Praggplbdobnost, Ze po trodném
roce bude nasledovat rok Urodnyamprny, nedrodny, je postuprd,4; 0,4; 0,2.
Pravd@&podobnost, Ze po pmérném roce bude nasledovat rok Grodnynpirny, nedrodny, je
postupr 0,2; 0,6; 0,2. Prawghodobnost, Ze po neturodném roce bude nasledovarodky,
pramérny, nedrodny, je postupr®,2; 0,4; 0,4. Rok 1965 byl Urodny. Vyfiéte vektor
absolutnich pravipbodobnosti pro rok 1967.

Priklad 8.: V prikladu 7 gedpokladejme, Ze pravpodobnost, Ze rok bude arodny, je 1/4
pramérny 1/2 a neurodny 1/4. Jaky je vektor absolutpicvdpodobnosti proifisti rok?



Navod na 1. cveni v paita¢ové wtebné, Markovskeé retézce, PS 2011

Véta o vlastnostech homogenniho markovskéhi@tézce:Nechr {X,;nTON,} je
markovskyietézec s vektorem gatesnich pravédpodobnostp(0) a matici pechoduP. Pak
pro On,m0ON,,n = 1 plati:

a) P(n,n+m) =P(m) =P".

b) p(n,n+m) =p(m) =p(0)P™.

Priklad 1.: (Klasifikace roki podle Urody jablek) V severni Nové Anglititteme Klasifikovat
roky podle Urody jablek jako Urodnéiprérné a neurodné. Praggbdobnost, Ze po urodném
roce bude nasledovat rok Urodnyampgrny, nedrodny, je postuprd,4; 0,4; 0,2.
Pravd@&podobnost, Ze po pmérném roce bude nasledovat rok Grodnynpirny, nedrodny, je
postupr 0,2; 0,6; 0,2. Prawghodobnost, Ze po netdrodném roce bude nasledovarodky,
pramérny, nearodny, je postupr®,2; 0,4; 0,4. Rok 1965 byl Urodny. Vyfiéte vektor
absolutnich pravibodobnosti pro rok 1967.

Reeni:Zavedeme homogenni markovsiegsizec{X ,;nON,} s mnoZinou stavJ =
{0,1,2}, kde stav 0 znamena Urodny rok, stavdnmirny rok a stav 2 netrodny rok. Nahodna
velicina X, nabyva hodnoty j, kdyZ n-ty rok odpovida stavBgstavime maticiipchodu
04 04 02
P=|02 06 02]|.Vektor pa&atenich pravdpodobnosti jg(0) = (1, 0, 0). Hledame
02 04 04
vektorp(2) =p(0)P? = (0,28, 0,48, 0,24).

Navod nareSeni v MATLABuU:

P=[0.4 0.4 0.2;0.2 0.6 0.2;0.2 0.4 0.4];
pO=[1 0 Q;

p2= p0*P"2

Priklad 2.: V piikladu 1 gedpokladejme, Ze pravpodobnost, Ze rok bude arodny, je 0,25,
pramérny 0,5 a nedrodny 0,25. Jaky je vektor absolutpiatvdpodobnosti proifisti rok?

Re3eni:Vektor pa&ateinich pravdpodobnosti nyni bude(0) = G%%) Vypocteme
. . 111
vektor absolutnich pra¥godobnostp(1l) =p(0)P = (Z,E,Zj.

Navod nareSeni v MATLABuU:

P=[0.4 0.4 0.2;0.2 0.6 0.2;0.2 0.4 0.4];
p0=[1/4 1/2 1/4];

pl= pO*P



Priklad 3. — k samostatnémureSeni:Piaj¢covna aut, ktera vlastni 1000 automépjpisobi ve

trech pobokach A, B, C. Zakaznik sifide vybrat auto vdkteré z poboek a vratit ho

v kterékoliv jiné poboéce. Dlouhodobym sledovanim v tydennim intervalwy istény tyto

skute&nosti: Pravépodobnost vraceni auta do stejné pidypz niz bylo vy@jceno, je pro

pobaiky A, B, C postup& 0,6; 0,6; 0,5. Prawghodobnost, Ze auto vijEené v A bude

vraceno v B, je 0,3 a naopak, prapddobnost, Ze auto vyEené v B bude vraceno v A, je

0,2. Pravdpodobnost, Ze auto vyené v B bude vraceno v C, je 0,2 a naopak,

pravdEpodobnost, Ze auto viené v C bude vraceno v B, je 0,4. Zjednodtsen

piedpokladame, Ze Zadné auto neni ukradeno ani meff@ava

a) Modelujte provoz pj¢ovny aut pomoci HM, najdite matici flechodu a nakreslete
pirechodovy diagram.

b) Predpokladejme, Ze na §étku sledovani je 500 aut v paioe A, 300 v B a 200 v C.
Urcete, kolik aut bude v jednotlivych poicch po uplynuti 1 tydne.

Vysledek: Po tydnu sledovani bude v pagloe A 380 aut, v police B 410 aut a v poloe C
210 aut.

Priklad 4. — k samostatnémureSeni:Uvazme podnik, vémz jsou fi oddlené provozy —
provoz 1, provoz 2 a provoz 3. ¥chto provozech pracujithici vykonavajici jednostranné
ukony. Aby nedochazelo k otépi zangstnand, tak se dinici na konci nésice
v jednotlivych provozech nahodstidaji. Existuje samdejme i jista Sance, zZe sigthik
najde jiné zargstnani a podnik opustir€dpokladame, Ze v takoveripad uz se do
podniku nevrati. Dlouhodobym pozorovanim pohybu &dmand v tomto podniku byly
zjistény nasledujici skut@osti:
Délnici z provozu 1 na konci &sice s pravébodobnosti 1/4istavaji v provozu 1,
s prav@podobnosti 1/4igchazeji do provozu 2 a s prapddobnosti 1/2i@chazeji do
provozu 3.
Délnici v provozu 2 na konci ésice s pravgpodobnosti 1/4istavaji v provozu 2,
s prav@podobnosti 1/4i{gchazeji do provozu 1 a s prapddobnosti 1/2i@chazeji do
provozu 3.
JelikozZ préace v provozu 3 je velmi namahava, takpsici cElnici z tohoto provozu
odchézeji se stejnou prajmbdobnosti bdi do provozu 1 nebo do provozu 2.
Déle bylo zjiS&éno, Ze zardstnanci z tohoto podniku odchazeji pouze z pro®yzauto
s praveépodobnosti 1/9.
a) Modelujte tuto situaci pomoci HR| najdste matici ffechodu a nakresletégrhodovy

diagram.
b) Vypoctéte pravépodobnost, Ze zastnanec, ktery na pétku sledovani pracoval

v provozu 1, veétvrtém nesici sledovani jiz v podniku pracovat nebude.

Vysledek: Pravdpodobnost, Ze ve 4.dwici uz zamistnanec nebude v podniku pracovat, je
1 - ope.
12



Definice stacionarniho vektoru stochastické maticeNeclt a je stochasticky vektor &
stochasticka matice odpovidajici dimenze. Jestlidega = aP, pak vektora se nazyva
stacionarni vektor matide.

Definice stacionarniho rozlozeni HMR: Nech’ {Xn n0d NO} je homogenni markovsky

fetézec s matici fechoduP. Stochasticky vektaa, ktery je stacionarnim vektorem matiee
se nazyva stacionarni rozloZzeni dangigzce.

Definice limitniho rozloZzeni HMR: Nectt {Xn n0d NO} je homogenni markovskgtezec
s vektorem peéateEnich pravdpodobnostp(0). Jestlize existujéim p(n) =p, pak vektorp

se nazyva limitni rozloZeni danétekzce. Jestlize vektop nezavisi na vektoru péateinich
pravdEpodobnostp(0), pakiekneme, Ze dangtézec je ergodicky (regularni).

Véta o vztahu mezi stacionarnim a limitnim rozloZzeninHM R: Jestlize{X ,;nON,} je

ergodicky homogenni markovskgtizec a existuje jeho stacionarni rozloZanpak limitni
rozloZenip je rovno stacionarnimu rozloZemi

Markovova véta: Nech’ {Xn n0d NO} je homogenni markovskgtzec s matici fechodu
P. Jestlize existuje takowé#slo n[IN,, Ze matice®” ma vSechny prvky kladné, pak

a) existuje stacionarni rozloZzeni danéé®zce a je jeding,

b) fetsizec{X ,;nON,} je ergodicky,

c) posloupnost matie" konverguje k limitni maticA, jejiz tadky jsou stejné a jsou rovny
stacionarnimu vektora.

Navod na hledani stacionarniho vektoru stochastickénatice pomoci MATLABuU
function [a]=sv(P)

%funkce pro vypocet stacionarniho vektoru
%syntaxe: a=sv(P)

%vstupni parametr ... stochasticka matice P
%vystupni parametr ... stacionarni vektor a
%zjistime rad matice P:

n=size(P,1);

%vytvorime pomocnou jednotkovou matici:
I=eye(n);

%sestavime matici soustavy:
A=[[I-P]’;ones(1,n)];

%vytvorime vektor pravych stran:
f=[zeros(n,1);1];

%vypocteme stacionarni vektor

a=(A\)’;



Priklad 5.: Predpokladejme, Ze wjaké oblasti Mize byt pdasi pouze vaéch stavech, a to
dég’, jasno, snih. Dlouhodobym pozorovanim bylo &jist Ze nikdy nebyvaji dva jasné dny
za sebou. Jestlize je v jistém dni jasno, pak dkd&ibude bdi dé$’ nebo snih, a to se stejnou
pravdEpodobnosti. Jestlize je v jistém dni snih neba’ dégk nasledujici den sedasi bul’
nezneni, a to s pravtpodobnosti 0,5 nebo se &mi, a pak v polovi#é pripadi bude jasno.
Popiste stav p@si homogennim markovskyifeizcem a vypotéte jeho stacionarni
rozlozeni.

Reseni Homogenni markovskietsizec{X ,;n 0N} m& mnoZinu stavJ={123}, kde stav
1 znamena dé§stav 2 jasno a stav 3 snih. Mati¢geghoduP ma tvar:

05 025 025
P=| 05 O 05
025 025 05

Navod nareSeni v MATLABuU:
P=[0.5 0.25 0.25;0.5 0 0.5;0.25 0.25 0.5];
a=sv(P)

Vysledek: a= (0,4 0,2 0,4)
Znamena to, Ze po 40 %idprsi, po 20 % dinje jasno a po 40 % drsrszi.

Priklad 6. — k samostatnémureSeni:Obchodnik prodavé&itdruhy pracich prask které
ozn&ime A, B, C. Aby zjistil, jak se vyviji poptavka pechto prascich, provedl v 1.&sici
prodeje piizkum, v Bmz se zjigovalo, ktery druh prasSku z&kaznici kupujfi t8mto
praizkumu bylo zji&&no, Ze prasek A kupuje 50% zakaznigrasek B 20% a prasek C 30%
zékaznik. Za nesic byl proveden dalSifmkum, ktery zjioval, ke kterému druhu prask

09 01 O
zakaznici pesli. Vysledky piizkumu zachycuje maticegchodu:P=| 04 03 03].

07 01 02
a) Urtete absolutni prawgodobnosti po dvou &sicich a interpretujte je. (Po dvowsicich
bude prasek A nakupovat 80,6% zakainfkasek B 12,8% a C 6,6% zakazZnik
b) Najckte vektor limitnich prav&podobnosti a limitni maticiipchodu.

08281 0125 0,0469

(p=(08281 0125 00469, A =|08281 0125 0,0469|)
08281 0125 00469



Zadani priklada na 4. cvieni

Priklad 1.: Mys je vloZena do bludi&tvaru
|

[ 3
|

|

0] 2 T
V kazdém okamziku si myS vybere nahégedny z dvé, které vedou zifhradky, v niz se
praw nachazi aigjde do pislusné pihradky.

a) Modelujte proces pomoci HM najdste matici ffechodu a nakresletégrhodovy diagram
b) UkaZte, Ze vSechny stavy jsou trvalé nenulové.

c) Jestlize mys byla na pétku vioZena do nultéfnradky, po kolika krocich se vimeéru
poprvé vrati do tétorphradky?

d) Jestlize mys byla na gé@tku vioZzena do nultériradky a syr doieti piihradky, s jakou
pravdpodobnosti myS dosje k potra¥ praw tiemi prechody?

Priklad 2.: Vyskyt sledované vlastnosti u jedinarcitého typu je dan dvojici alel A,a. Kazdy
jedinec niize mit dvojici alel AA (dominantni jedinec), aadesivni jedinec), aA=Aa
(hybridni jedinec). Zakladnimipdpokladem genetiky je, Z&i jiizeni dostava potomek
jednu alelu od kazdého z r@dj Ze tyto alely se vybiraji naho#la nezavisle na séb

Z populace nahodrvybereme jedince, #&Zime ho s hybridnim jedincem, vigtim kroku
nahodr vybirame jedince z populace tené jejich potomky, afh ho zKiZzime s hybridem
atd.

a) Modelujte tento proces pomoci homogenniho maikéivoretézce. Najdte maticiP.

b) Jestlize proces probiha dostatedlouho, jaka je pravgbodobnost vyskytu dominantniho
(resp. recesivniho resp. hybridniho) jedince?

c) Nechr proces probiha jiz dlouhou dobuiiKime dominantniho jedince s hybridem. Po
kolika krocich se v giméru objevi dalSi dominantni jedinec?



Navod na 2. cveni v pcitacové webné, Markovskeé retézce, PS 2011

Odhady absolutnich pravdépodobnosti a pravadpodobnosti prechodu v HMR

Zadani: Dva patelé, Karel a 3i, se kazdy tyden pravideélischazeji na kondnim tenisovém
utkani. Karel si posledni dva roky zaznamenava sssmsnost. Ze 106 utkani vyhral 65,
piicemz ve 43 fipadech vyte predchazela vyhra a v 16ipadech prote predchézela
prohra.

a) Modelujte popsanou situaci pomoci homogennihdovakéhoretézce.

b) Najdite bodové odhady géateenich pravdpodobnosti a 95% intervaly spolehlivosti pro
pocateEni pravapodobnosti

c) Najctte bodoveé odhady pravplodobnosti fechodu a 95% intervaly spolehlivosti pro
pravdpodobnosti pechodu.

Upozornéni: Pred vyp@tem intervah spolehlivosti nezapomniée o\fit splnéni podminek
dobré aproximace.

Vzorce:
Udaje obsazené v textu Ulohy se usyplaji do tabulky tvaru:

1

2

H

C11

C12

C21

Co2

Bodovy odhad p&ateini pravépodobnosti g0):
P, (O):%,i =12,....k

Podminky dobré aproximaced, (0)1-p, (0)]d=5.
Meze 100(1e)% asymptotického intervalu spolehlivosti pr(Op:
f)i Oj1- f)i 0

p (o) PR,

Bodovy odhad pravgbodobnosti fechodu g
~ G .
p, =—i0,j=1....k

C

Podminky dobré aproximace, (1— p; )ci >5.

Meze 100(1e)% asymptotického intervalu spolehlivosti pro p
A E)i' 1- E)i‘

p; + ]C—.] 1-0/2

V naSem pipact:

Vyhra v minulém tydny Prohra v minulém tydnu
Vyhra v tomto tydnu| g = 43 G2 =22 G=¢ch =65
Prohra v tomto tydnui c;; = 25 G2 =16 c=k=41
d =106




Vysledky:
Ad a) Zavedeme HR {X ;n N} s mnoZinou stavJ={12}, pricemz X, = 1, kdyZ v n-tém
tydnu Karel vyhral nad dim a X, = 2, kdyZ v n-tém tydnu Karel stiin prohral.

Ad b) Odhad vektoru ggitesnich pravépodobnosti:p(0) = ( 061039).

Meze 95% asymptotickych interdiaspolehlivosti pro g0), p:(0), ps(0):

p,(0)0( 0520706), p,(0)01(0294;048) vzdy s pravéipodobnosti 95 %.

0,66 0,34

0,61 039)

Meze 95% asymptotickych interviapolehlivosti pro prawgpodobnosti pechodu:

p,, 1(0,54650,7766),p,, 1(0,22340,4539,p,, 0 ( 0460759),p,, 0(0241;054) vzdy
s prav@podobnosti 95 %.

Ad c) Odhadnuta maticefqex:hoduﬁ’ :(



Zadani priklada na 5. cvieni

Piiklad 1.: Je dan HI\IVK{Xn n0 NO} s mnozinou stavJ = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Jeha'gchodovy
diagram (bez ohodnoceni hran) ma tvar:

ocSoSo@s
&

Sestrojte tabulku dosaZitelnych siavtabulku souslednych stawWNajdite fidy trvalych a
prechodnych stal

Priklad 2.: Necht {Xn ;n NO} je HMR s mnozinou stavJ = {0, 1, 2} a matici fechodu

0 0 1
P=| 1 0 0]. UkaZzte, ze tenttetézec je nerozlozitelny. Nafte stedni hodnoty dob prvnich
1/2 1/2 0

navrat do staw O, 1, 2.

Priklad 3.: Necht {Xn ;n NO} je HMR s mnozinou stavJ = {0, ..., 5} a matici f&chodu
1/2 1/2 O 0 0 0
1/3 2/3 0 0 0 0
0 0O 18 0 7/8 O _ o
P= . Najckte kanonicky tvaP.
1/4 1/8 0 1/8 1/4 1/4
0 0O 3/4 0 1/4 O

0 1/5 0 1/5 1/5 2/5

Priklad 4.: Necht’ {Xn n NO} je HMR s mnoZinou stavd = {0, 1, 2, 3} a maticiiechodu
1/2 1/2 0 0

1/2 1/2 O 0 . . e .
P= . Zjistéte, zda tentdetezec je rozlozitelny nebo ne. Pokud ano, atgd
1/4 1/4 1/4 1/4

0 0 0 1
tiidy trvalych a pechodnych stav

Priklad k samostatnémuieSeni (pomoci MATLABU): Pfi analyze situace na trhu prace jednotlivi
pracovnici mohou: ,pracovat ve své profesi” (stqy,firacovat v jiné profesi“ (stav 2), ,byt
nezangstnani* (stav 3). # sledovani velkého souboru pracovinde ukazalo, Zethem jednotlivych
meésial doslo ke zrinam mezi uvedenymi stavy nasledévn

ve své profesi pracovalo i v nasledujicirésiei 80% pracovnik 10% gFeslo k jiné profesi a 10% se
stalo nezarstnanymi. Z pracovnikpracujicich mimo svou profesi 10%eglo v nasledujicim &sici
ke své profesi, 70%ustalo nadale pracovat mimo svou profesi a 20%ade sezamsstnanymi.

Z nezandstnanych naslo praci ve své profesi 5% osob, 3Qantstnanych ziskalo praci mimo svou
profesi a 65% osohistalo i v dalSim msici nezanmsstnanymi.

Najdkte matici gechoduP, limitni maticiA, fundamentalni mati& a matici M stednich hodnot dob
prvniho vstupu do stavi, 2, 3.



Vysledek:

08 01 01 0,28125 0,40625 03125
P= 01 07 02|,A=|028125 040625 03125|,
005 03 065 0,28125 0,40625 0,3125
28496 -1127 -0,7227 36 69 8
Z=|-05879 16855 -0,09766|, M ={122 25 6
09004 0125 17773 133 38 32




Navod na 3. cveni v pd&itacové webné, Markovskeé retézce, PS 2011

Definice absorgniho stavu a absorgniho retézce:

Stav j[0J je absorpni stav, jestlize jp= 1.

Homogenni markovskietzec s konénou mnoZzinou stavse nazyva absaotpi, jestlize
kazdy jeho trvaly stav je absa@rp.

Definice fundamentalni matice absorpniho retézce:

Matice M = (I —Q)™, kdel je jednotkova matickidu s &Q je maticefadu s obsahuijici
pravdpodobnosti pechodu mezi neabsamimi stavy, se nazyva fundamentalni matice
absorgnihotetézce.

Véta o sowtu prvk i v Fadcich fundamentalni matice:

Stredni hodnotu p#iu kroki, kteréietzec stravi v neabsatpich stavech, kdyz vychazi

z neabsorgniho stavu i a skati v absorgnim stavu, vypéitame jako sotet prvii v i-tém
fadku fundamentalni matidé. Maticovy zapist = Me, kdee je sloupcovy vektor typu s x 1
ze samych jednek.

Definice matice pg‘echodu do absorgnich stawui:

MaticeB = MR, kdeM je fundamentalni maticeR je matice typu r x s obsahujici
pravéEpodobnosti fechodu z neabsafpich do absormich staw, se nazyva matice
pirechodu do absoépich staw.

Upozornéni: Nasledujici piklady IzefeSit s vyuzitim funkce absorb.m

Priklad 1.: (Soustruh v kovoobr&bskeé firmg)

Jista malé kovoobrébské firma vlastni soustruh. Soustruh s&enachazet v nasledujicich
stavech, které jsou sledovanyasovym krokem jeden tyden: stav 1 — bude v provsiay, 2

— bude v opra¥, stav 3 — da se k prodeji, stav 4 — da se do Srotu

Situace je vyjatena pomoci homogenniho markovskééwzce {Xn n0d NO} S mnozinou

stavi J={1234}, piicemzX , = j, jeli soustruh v n-tém tydnu ve stavu j.
Mame danu maticiiig@chodu:

085 01 005 O

p= 07 02 005 005
0O O 1 0
O 0 O 1

a) Nakreslete fgchodovy diagram.
Reseni:




b) Klasifikujte stavy na absotpi a neabsokmi a najdte kanonicky tvar maticefpchodu.
ResSeni:

Trvalé stavy jsou 3 a 4, oba jsou absaipietzec je tedy absotpi. Stavy 1 a 2 jsou
neabsorpni.

Kanonicky tvar maticeiechodu:

3 4 1 2
3( 1 0 0 0

b 40 10 0
"1/005 0 085 01
20005 005 07 02

c) Vypaitéte fundamentalni matici a interpretujte jeji prvky.

Reseni:
1 2
1(16 2
M=(-Q)"= .
( Q) 2(14 3}

Interpretace prvik maticeM: je-li v daném tydnu soustruh v provozu, pakZzeme d¢ekavat,

Ze nez se proda nebo da do Srotu, budémgu 16 tydri v provozu a 2 tydny v opravJe-

li soustruh v daném tydnu v opggypak nizeme ¢ekavat, Ze nez se proda nebo da do Srotu,
bude v piméru 14 tydrii v provozu a 3 tydny v oprav

Q) Vypctéte matici lechodu do absoépich staw a interpretuijte jeji prvky.
ResSeni:
3 4

1( 09 0,1]
B=MR =
2{ 085 015

Interpretace prvik matice B: je-li soustruh v daném tydnu v provgzak s pravépodobnosti
0,9 pijde do prodeje a s pragoodobnosti 0,1jde do Srotu. Je-li soustruh v daném tydnu
v opraw, pak s pravépodobnosti 0,851jde do prodeje a s prayaodobnosti 0,15de do
Srotu.

e) Zjistte vektor stednich hodnot pidu kroki pfed absorpci.
ResSeni:

1(16 2)\1) 1(18
t=Me= =

e 3)a)=2lar
Znamena to, Ze kdyz je soustruh v daném tydnu vaaoresp. v opray tak bude v prmeru
trvat 18 resp. 17 tydn nez fijde do prodeje nebo do Srotu.

Priklad 2.: (Pracovnici ve firny)

Jista firma provedla dlouhodobytzkum pohybu pracovnikv jednom odboru spataosti.
V prazkumu byly specifikovany 4 stavy, a to stav 1 eguseni ze zamstnani, stav 2 -
odchod z osobnichigtodi, stav 3 - prace ve funkci referenta a stav 4 e@réidici funkci.
Jednotkovynmtasovym obdobim bylo jednivrtleti. Zname matici f@chodu:



1 0 0 0
0 1 0 0
003 007 08 01
008 001 003 088

Reste tytéZ tkoly jako vifkladu 1.
Castané vysledky:

v o[ B71 476
143 952
Interpretace Zddku maticeéM : pracovnik, ktery nastoupil do vedouci funkce sfrobsti,

bude pro spol#ost pracovat asi 2 roky a ®sial, z toho 2 roky a 4,5 #&sice viidici funkci
a 4,5 n¢sice jako referent.

5 [055 045
08 02

Interpretace Zddku maticeB: pracovnik, ktery pracuje ve vedouci funkci spotesti,
s prav@podobnosti 0,8 bude propésta s pravépodobnosti 0,2 odejde sam.

Priklad 3.: Mys je vloZena do bludi§tvaru:

|
_ __2% 3
|

V kazdém okamziku si mys vybere nahdgedny z dvéi prihradky, v niz se pr&mnachazi a
piejde do pislusné pihraddky. Redpokladame, Ze wipbradce 3 je potrava a mys tuto
prihradku neopusti, jakmile do ni jednou vstoupi.yoimysi v bludisti Ize modelovat
pomoci HMR {X ,;n0N,} s mnoZinou stavJ = {0,1, 2, 3}, picemz X, = j, kdyZ
v okamziku n je mys v j-téffhradce.
Matice gechodu:

O 1 0 0

1/3 0 1/3 1/3
0 12 0 1/2

O 0O 0 1
Reste tytéZ tikoly jako vifkladu 1.
Castané vysledky:

167 2 067
M =| 067 2 067

033 1 133

Interpretace liddku maticeM: MyS, ktera vychazi zihradky 0, stravi v giméru 1,67
kroku v grihradce 0O resp. 2 kroky wipradce 1 resp. 0,67 kroku vilradce 2 nez dosje
k potrav.



1
B=|1
1

Znamena to, Ze kdyZz mys vychazi z kteréktihgadky, tak s prawpodobnosti 1 dosje
k potrav.



Navod na 4. cveni v pcitacové webné, Markovskeé retézce, PS 2011

Definice markovskéhoretézce s oceénim pirechodi

Nech’ {Xn ;n0 NO} je homogenni markovskgtzec s konénou mnozinou stavd, v tmz
jsou vSechny stavy trvalé nenulové neperiodické(godicke). Redpokladame, Ze kazdému
prechodu ze stavu i do stavu j jBipzeno ocedni r; (predstavuje vynos nebo ztratu spojenou
s prechodem z i do j). Tato océ&mi uspdadame do matick = (rij )i,m' ktera se nazyva

matice vynos. Retzec{X,;nN,} se pak nazyva markovsk§tzec s ocetnim
pirechod.

Rekurentni metoda vypd@tu stiednich hodnot celkovych vynos
Nech’ {Xn ;n0 NO} je markovskyetzec s ocetnim prechodi, ktery ma matici fechoduP
a matici ocedni R. Ozn&me
vi(n) stedni hodnotu celkového vynosu, ktery se ziska bmaich, kdyZetzec vychazi ze
stavu i,
g = Zpij r, stedni hodnotu vynosuigednom gechodu ze stavu i.
0J
Pak prodJid0J an=1, 2, 3, ... plati rekurentni vztah:

vi(n) =g, +> p;v; (-1, pricemz v(0) = 0.
i
V maticoveé forng: v(n) =q + Pv(n-1),n =1, 2, ...

Aproximacéni vzorec pro vypaet stirednich hodnot celkovych vynos
v(n)= (n-1)Aq + (I — P—A))"q, kdeA je limitni matice pechodu.

Priklad 1.: Ridi¢ taxi dlouhodobym pozorovanim zjistil, Ze kdyZ seéaném okamziku
nachazi ve st A, pak s pravépodobnosti 0,3 povezéiptino zakaznika do ¢ata B a

s prav@podobnosti 0,7 bude zakaznik zadat jizdu @vkitlestlize séidi¢ taxi nachazi ve
meésté B, pak se stejnou pradplodobnosti bdi poveze fistiho zdkaznika do A nebo bude
jezdit uvni¥ B. Piimérna trzba za jizdu (v obou gnech) mezi A a Bini 1000 K¢ a uvnif
meést A a B 100 K. Vypcitejte stedni hodnotu trzby za prvni &lyizdy, vyjede-lifidi¢

z mesta A resp. B.

Reseni:
Zavedeme HNR {Xn n0d NO} s mnozinou stavJ = {0,1}, gicemz X, = 0 (resp. 1), kdyz
0,7 0,3] R _(100 1000)

05 05/ 1000 100
o = 0,7.100 + 0,3.1000 = 370, g 0,5.1000 + 0,5.100 = 550

_ (370 "0} = 0
q‘(550}' _(oj'

370
V(1) =q + P (0) = (S;OJ

370 0,7 03)(370 794
v(2)=q+P\Ul) = + =

550 05 05)\550 1010
Vyjede-li fidi¢ z mésta A, bude mit za prvni dyizdy v ptiméru trzbu 794 K. Vyjede-litidi¢
z mesta B, bude mit za prvni &yizdy v ptiméru trzbu 1010 K.

v okamziku n jeridi¢ ve mestt A (resp. B). MaticeP :(



Navod naieSeni v MATLABuU:

Zadame matic®, R a vektorvO:

P=[0.7 0.3;0.5 0.5]; R=[100 1000;1000 100];v0=[Q 0]
Vypocéteme vektor q = diag(P*R’);

Vypoéteme vektor vi=q+P*v0

Vypocteme vektor v2=q+P*v1l

Upozornéni: Ve Studijnich materidlech v ISu je uloZena funkgeos.m, ktera pota:
- vektory stednich hodnot celkovych vynbgo jednom obdobi aZz po n obdobich,
- zndzorni pibéhy vektoi sttednich hodnot pro jednotlivé stavy v zavislostpoegtu obdobi.

Priklad 2.: Vyrobce limonad pravidetnsleduje prodejnost nového vyrobku na doméacim
trhu. Vyrobek hodnoti v kazdém sledovaném obddtu jes@sSny (stav 0) nebo jako
neusgsny (stav 1), ficemz Ize pedpokladat, Ze ugpnosti nelsgsnost prodeje v daném
obdobi je ovlivina jen tim, jak se vyrobek prodaval iegchozim obdobi. Dlouhodobym
sledovanim prodeje byly zjiSty tyto poznatky: pokud byl vyrobek v jednom obdobi
uspsny, pak v nasledujicim obdobi bude &Sy s pravdpodobnosti 0,8. JestliZze byl
vyrobek v jednom obdobi neligmy, tak v nasledujicim obdobistane neusgny

s prav@podobnosti 0,7. @stava-li vyrobek asgsny, je vynos 10 jednotek. Zmi-li se

Z Us@ESného na neugpny, klesne vynos na 5 jednoteki Bmené z nelspsSného na usgny
je vynos 10 jednotek aigtava-li vyrobek neusgny, dojde ke ztrat20 jednotek.

a) Modelujte proces pomoci homogenniho markovskétince. Najdte matici jechodu a
matici vynosi.

b) Pomoci rekurentniho vzoreén) =q + P n-1) vypdtéte pro oba stavy &dni hodnotu
celkového vynosu, ktery se ziska za n obdobi, n2; 1., 6.

c) Pomoci aproximmiho vzorcev(n) =~ (n-1)Aq + (I — (P — A))*q najdite fiblizné vyjadeni
pro vektor stednich hodnot celkovych vyniog(n). Pron =1, 2, ..., 6 porovnejte vysledky
s presnym vyjadenim ziskanym v bad(b).

Reseni:
ad a) Zavedeme HNM {Xn n0d NO} s mnozinou stavJ ={0,1}, @icemz X, =0 (resp. 1),
kdyZ v n-tém obdobi je vyrobek Ggmy (resp. neusgny). Matice

08 02 10 5
P = ) R = "

03 07 10 -20
ad b) Vypd@et pomoci rekurentniho vzorce:
0Jo=10,8.10 + 0,2.5 =9, 0,3.10 + 0,7.(-20) = -11

Ll

9 14 17
V(1) =g + P Y(0) = (-11)"'(2) =q+Pu1) = (—16] V) AT PR = (-18)’

205 2175
V(E)=q+ P y(A) = [_ 1825], V(6)=q + P Y(5) = (_ imj

19
v(4) =g+ P\U3) = (_ 18,5j

ad c) Vypa@et pomoci aproximaniho vzorce:



Nejprve najdeme stacionarni vekeomaticeP (viz Friklady na druhé céeni v p@itacové
06 04

ucebrg) a sestavime limitni matiéi =
06 04

] . Po dosazeni do aproxigmdho vzorce

ziskdme vysledky:
17 18 19 20 21 22
V()= [— 23) V(@)= (— 22) V) = [— 21} V@) = (— 20) Vo) = (—19) V(0= (—18}

Je Zejmé, Ze aproximai vzorec je pro mala n nevhodny.

Definice markovskéhoretézce s diskontovanym ocamim prechodi

Nech’ v homogennim markovskératzci s ocesnim grechod je prechod ze stavu i ¥ase
n do stavu j wase n+1 ocem &islemprj, kdecislo B (0<B<1) je tzv. diskontni faktor. (ke
nap. vyjadcovat pravdpodobnost, Ze proces bude dale pdévat.) Uvedenyetzec se pak
nazyva markovskyettzec s diskontovanym oc&mm prechodl.

Rekurentni metoda vypdtu stiednich hodnot celkovych vynos
Pro vektor sednich hodnot diskontovanych celkovych vyinptati rekurentni vztah:
v(n) =q +pBPv(n-1), n=1, 2, ..., cemzv(0) =0.

Limitni hodnota vektoru stiednich hodnot celkovych vynoé
limv(n) = ( —pP)"q

Priklad 3.: Vyrobce nealkoholickych napiohodla nabidnout siti potravinovych obclod
n4poj D s novouifichuti. Je si ®dom konkurencett sowtasnych oblibenych typ
nealkoholickych napdjA, B, C, ale ¥, Ze zakaznici ocentignivé sloZeni a dobrou chiu
napoje D a budou jej preferovat, jakmile ho ochjitiNa zaklad zkuSenosti s obdobnymi
produkty byla sestavena maticephodu {asovym krokem je 1 tyden):

065
010
005
005

010
0,75
005
005

015
005
060
005

010
010
030
085

Vynos nebo ztrata, které plynou z jednotlivydeghodi, jsou uvedeny v matici vynos

-2 -1 -1 5
-1 -2 -1 5
R= :
-1 -1 -2 3
-3 -3 -3 4

Diskontni faktor je 0,5. Pro prvnich 10 tyidaypoctéte vektor stednich hodnot celkovych
vynodi. Zjistéte také limitni hodnotu vektoruistinich hodnot celkovych vynins



Navod nareSeni v MATLABuU:

Zadame matic®, R, vektorv0 a diskontni faktor beta:

P=[0.65 0.1 0.15 0.1;0.1 0.75 0.05 0.1;0.05 0.63003;0.05 0.05 0.05 0.85];
R=[-2-1-15;-1-2-15;-1-1-2 3;-3-3-34];

v0=[0 0 0 0]‘; beta=0.5;

Vypoéteme vektor q = diag(P*R");

vektor vl=qg+beta*P*v0

vektor v2=g+beta*P*v1

atd. az

vektor v10=g+beta*P*v9

Vysledek:
v(0) | v(l) |v(2) |v(3) |v(4) .. | v(9) |v(10)
AlO -1,050| -1,331| -1,360] -1,331] ... | -1,255| -1,253
B|O -1,150| -1,496| -1,574| -1,574] ... | -1,525]| -1,523
Cc|O0 -0,400| -0,133| 0,110 | 0,255| ../ 0,402 | 0,405
D|O 2,950 | 4,139 4,635 4,849 |[.5,023 | 5,025

Vypocet limitniho vektorw(n):
Zadame jednotkovou matici | = eye(4);
limitni_v=(I-beta*P)"(-1)*q

lim v(n) = (-1,2506, -1,5216, 0,4069, 5,0276)

Upozornéni: Ve Studijnich materidlech v ISu je uloZena fundigkont.m, ktera pata:

- vektory stednich hodnot diskontovanych vyiigso jednom obdobi aZ po n obdobich,

- limitni vektor stednich hodnot diskontovanych vyrips

- zndzorni pibéhy vektoi sttednich hodnot pro jednotlivé stavy v zavislostpoegtu obdobi.

Dobrovolny samostatny ukol: Upravte funkci vynogak, aby poskytovala jeSriskietézce,

i im(v,(1+2)-v,(1)= 2 a0, = 0.



Zadani priklada na 8. cvieni

Priklad 1.: Castice se pohybuje peth drahach 1, 2, 3, které jsou umigtmezi
odrazejicimi stnami. Na poéatku sledovani jéastice na 2. draz€astice niize znénit svoji
dréhu v libovolném okamziku. Je zndmo, #adm kratkéh@asového intervalu o délce h
(pfitom 0 < h < 0,5)astice niiZze bul’ zistat na draze, na niz se préachazi nebo ftiize
preskait na sousedni drahu s prapddobnosti 2h. Pra¥gdodobnosti feskoki na dalsi
drahy jsou zanedbateimalé.

a) Popiste polohtastice na jednotlivych drahach pomoci RMe spojitymiasem.

b) Najdite matici intenzit pechodu a nakresletégrhodovy diagram.

c) Najdite stacionarni rozloZeni tohatetézce a interpretujte ho.

Vysledek: a= (1/3 1/3 1/3)

Priklad 2.: Uvazme provoz maléipovny aut, ktera ma 4 auta. Doba mezirda pozZzadavky
na zafijc¢eni auta je nahodna véha, ktera ma exponenciélni rozloZeni $edsni hodnotou
polovina dne a doba vyjiky je ndhodna velina s exponencialnim rozlozenim siedhi
hodnotou tetina dne.

a) Popiste peet vypijéenych aut pomoci HM se spojitymsasem.

b) Najctte matici intenzit pechodu a nakresletégehodovy diagram.

c) Najckte stacionarni rozlozZeni tohatetzce a interpretujte ho.

Napowda: Pravdpodobnost, Ze pet zagjcenych aut sedhem intervalu(t,t + h> ZWtSi o

1, je stalevh (\ = 2) a pravépodobnost, Zze @et zafijcenych aut se v intervaI(I,t + h>

zmenSi o0 1, je agmna p&tu zamjéenych aut s koeficientem @mostip (u = 3).
Vysledek: a= (0,5137 0,3425 0,1142 0,0254 0,0042)

Priklad 3.: Nechr {X,;t0T} je HMR se spojitymsasem a mnozinou stav

J ={O,1,... ,n,...,m}, kde progisla m a n platl< n < m. Intenzity ffechodu jsou dany

vztahy:
_JiMpro0<j<n

Gija = {nuprons j<m

Vypoctéte staciondrni rozloZeni tohategzce pron =2, m=5,=4,u = 12.
Vysledek:a=(0,2198 0,3664 0,2442 0,1221 0,04070068)

» Ajjn = (m-j proo<j<m.



Zadani priklada na 10. cvEeni

Priklad 1.: Proud zakazniksmeiujicich do banky tvid Poissoiv proces s parametreknJe
znamo, Ze &hem jedné hodinyigdou do banky v piméru 2 zakaznici. Jaka je
pravdpodobnost, ze

a) prijdou prav 2 zakaznici Bhem prvnich 20 minut, kdy ma banka d&vo,

b) prijde aspa jeden zakaznikdhem prvnich 20 minut?

Reseni:Zavedeme Poissén proces{X;t 0T}, kde nahodna veiina X, udava poet

.):M

zakaznik, kteri prijdou do banky v intervaIL(O,t>. Pritom P(X, = j - e™. Intenzita
j!

2 _1
pProcesu =—=—.
60 30
2
(Ll L, .
ad a)P(X ,, :2):Te wo=5ec=01141

Reseni pomoci MATLABuU: poisspdf(2,2/3)
(Funkce poisspdf(x, lambda) gta hodnotu v bo#lx pravdpodobnostni funkce Poissonova
rozloZeni s parametrem lambda.)

2
ad b)P(X,,21)=1-P(X,, =0)=1-e 3 = 0,4866
Reseni pomoci MATLABU: 1- poisscdf(0,2/3)
(Funkce poisscdf(x, lambda) gita hodnotu v bo#ix distribuni funkce Poissonova rozlozeni
s parametrem lambda.)



Priklad 2.: Predpokladame, Ze poruchyité sowastky tvdi Poissoiv proces. V pkméru
piipada jedna porucha na 200 hodin provozu, tj. nas2dihodinovych sin. Na sklad jsou
dvé nadhradni satéastky. Po dobodpovidajici 60 semam budou dodany dalsi. Jaka je
pravdpodobnost, Ze stroj nebude pro nedostatek nahitfadoi¢astek vyazen z provozu do

dodavky dalSich nahradnich séstek?

Reseni:Zavedeme Poissén proces{xt;tDT} , kde nahodna velina X; udava poet poruch

j!

nas pravépodobnost, Ze vasovém okamziku t = 60.8 = 480 bude nahodn&ineliX;

j
stroje v intervalu(O, t>. Pritom P(Xt = j) :@e‘“, kde intenzitaA ZZLOC = 0005. Zajima

nabyvat hodnoty nejvyse 2

e ** =0,5697.

o 480 s & (24)
(pritom At = 20C = 24), tj. pasitame P(X480 < 2) = ; ( k!)

Reseni pomoci MATLABU: poisscdf(2,2.4)



Priklad 3.: Predpokladame, Ze na telefonnitésinu gichazeji v uéité denni dob hovory

S nem¢nnou intenzitou 3 hovory za 1 minutu.

a) Jaka je pravgbodobnost, Zze za 1 minutu dojde na€dihu méa nez 5 hovai?

b) Urcete stedni hodnotu délky intervalu mezidgaa po sob nasledujicimi fichody hovod.
c) Jaka je prawipodobnost, Ze délka intervalu mezeédha po sob nasledujicimi fichody
hovori je delSi nez 1 minuta?

Reseni:Zavedeme Poissém proces{X;t 0T}, kde nahodna velina X udava peet
j
hovori, které gijdou do Gstedny v intervalu(O,t>. Pitom P(X, = j) =@e‘“. Intenzita
j!
procesul = 3
4 3k
ad a)P(X, <4)= Fe* = 08153

k=0 -
Reseni pomoci MATLABU: poisscdf(4,3)

ad b) Podle &ty 14.6. se délka S tohoto intervaldi exponencialnim rozloZzenim
s parametrenA = ,3edy stedni hodnota délky tohoto intervaluiemin = 20s.

ad c) Zajima na®(S>1)=1-P(S<1)=1-(1-e®)= e = 0,0498
Reseni pomoci MATLABuU: 1-expcdf(1,1/3)



Priklad 4.: UvaZzme Poissaiv proces s intenzitod , ktery popisuje ndhodné a navzajem
nezavislé fichody zakaznik do fronty. Jiz bylo odvozeno, Ze §at zakaznik ve frong

v okamziku t seéfdi rozlozenimPo(\t).
Predpokladejme, Z& = .JProcasovy interval(0,10> nakreslete do jednoho obrazkuilpsh

pravdpodobnosti, Ze v okamziku t bude ve féoptaw j zakaznik, j =0, 1, 2, 3.
Reseni pomoci MATLABuU:

lambda=1;t=[0:0.1:10];

pO=exp(-lambda*t);

pl=(lambda*t).*exp(-lambda*t);

p2=(1/2)*(lambda*t).”2.*exp(-lambda*t);
p3=(1/6)*(lambda*t)."3.*exp(-lambda*t);

plot(t,p0,t,p1,t,p2,t,p3)




Simulace Poissonova procesu

Zadani:
V sobotu v dob od 8 do 20 h sledujeme provoz v klidné ulici viewé étvrti mésta. V tomto
obdobi vjizaji auta do této ulice v pméru kazdych 8 minut. #edpokladejme, Ze intervaly
mezi @ijezdy aut sé&idi exponencialnim rozloZzenim. Pomoci MATLABuU sinntg vjezd 20
aut do této ulice.

a) Zjistéte celkovou dobu simulace.

b) Vypoctéte pfimérnou, maximalni a minimalni délku intervalu mezz4gly dvou aut.

c) Vypoctéte sneérodatnou odchylku délek interval

d) Porovnejte tvar histogramu délek intefvéolte 5 tidicich interval) s tvarem

hustoty exponencialniho rozloZeni sipatym parametrem.

e) Znazorrte nasimulovany Poisstm proces graficky.



Navod:

Zavedeme Poissém proces{X;t 0T}, kde X, = j kdyZ v intervalu(0,t) viede do ulice
praw j aut,
j=0,1,2, ... Parametk =%.

Pomoci funkce exprnd vygenerujeme 20 nahodrijsdl z exponencialniho rozlozeni
S parametrem 1/8:
x=exprnd(8,20,1);

Upozornéni: Pokud bychom ne#hi k dispozici statisticky toolbox MATLABuU, postugeme
takto:
r = unifrnd(0,1,20,1);

Promeénnou r transformujeme vztaher= —%In(l— r):

x = -8*log(1-r);

V promenné x jsou nyni uloZzeny délky interuainezi viezdy aut.



Celkovéa doba simulace:

doba = sum(x)

Praimérna délka intervalu:

prumer = mean(x)

Maximalni délka intervalu:

maximum = max(x)

Minimalni délka intervalu:

minimum = min(x)

Smérodatna odchylka délek interval

so = std(x)

(Teoreticka celkova doba simulace bylanbyt 20.8 = 160 min, imér = 8 min, smrodatna
odchylka = 8 min.)

Histogram délek intervals geti tridicimi intervaly znazornimetfkazem hist(x,5).

Znazorrgni hustoty exponenciélniho rozloZeni s parametré&n 1
plot([0:0.01:maximum],exppdf([0:0.01:maximum],8))

Znézorrgni nasimulovaného Poissonova procesu:
Do pronenné p@et uloZzime celkovy piet aut:

pocet = [1:20]’;

Do pronenné t ulozime kumulované délky interéal
t = cumsum(x);

Pomoci funkce stairs znazornime Poissoproces:
stairs(t,pocet)

Cely postup mizeme zopakovat s$t6im p@tem aut a sledovat, jak se zvySujicim s&t@m
simulaci se empirické charakteristiky procesu hlbretickym.



Zadani priklada na 11. cvéeni

llustrace vlastnosti linearniho procesu vzniku a zaiku

function [M,S,P]=lpvz(lambda, mi, tau,k0)

% funkce Ipvz ilustruje vlastnosti linearniho procesu vzniku a zaniku
% [M,S,P]=lpvz(lambda, mi, tau,k0)

% Vstupni parametry:

% lambda je intenzita vzniku

%  mije intenzita zaniku

% tau je konecny cas

% kO je rozsah souboru v case t=0

% Vystupni parametry:

% M je vektor strednich hodnot rozsahu souboru v case t=0 az tau
% S je vektor smerodatnych odchylek rozsahu souboru v case t=0 az tau
% P je pravdepodobnost zaniku souboru v case t=0 az tau
t=[0:tau]’;

M=k0*exp((lambda-mi).*t);
S=sqrt(k0*((lambda+mi)/(lambda-mi))*exp((lambda-mi).*t).*(exp((lambda-mi).*t)-1));
P=mi*((1-exp((lambda-mi).*t)))./(mi-lambda*exp((lambda-mi).*t));
plot(t,M)

figure

plot(t,S)

figure

plot(t,P)

Funkce Ipvz.m graficky zndziwje zavislost $edni hodnoty a sénodatné odchylky rozsahu
souboru objeKt nacase t = 0 aZ tau a zavislost zaniku souboréase t = 0 aZ tau.

Priklad: Nech’ {X,;tOT} je linearni proces vzniku a zaniku s mnozinouistaw {012} a
intenzitou vznikuA = 001a zanikup = 0001 Predpokladame, Ze &ase t = 0 soubor
obsahoval 20 objeit Vypoctéte a graficky znazogte

a) stredni hodnotu rozsahu soubordase 0 az 100

b) smérodatnou odchylku rozsahu soubortase 0 az 100
c) pravEpodobnost vyhynuti vase 0 az 100

Re3eni:Pouzijeme funkci lpvz.
lambda=0.01;mi=0.001;tau=100;k0=20;
[M,S,P]=lpvz(lambda, mi, tau,k0)



Graf zavislosti sttedni hodnoty rozsahu souboru n&ase:

50

351
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251

20
0

1‘0 2‘0 3‘0 4‘0 F;O éO 7‘0 8‘0 9‘0 100
S rostoucintasem roste gdni hodnota rozsahu soubor@ase 10@ini 49,19.

Graf zavislosti smérodatné odchylky rozsahu souboru n&ase:

10

0 1‘0 2‘0 3‘0 4‘0 5‘0 éo 7‘0 B‘O 9‘0 100
S rostoucintasem roste sénodatna odchylka rozsahu souboréase 10&ini 9,37.

Graf zavislosti pravdépodobnosti vyhynuti nacase:
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S rostoucintasem roste pra¥godobnost zaniku souborugase 10&ini 0,0619. (Jaka je
limitni pravdépodobnost zaniku?)

Samostatny ukol:vyzkouSejte funkci Ipvz praizné hodnoty vstupnich parametr



Stacionarni rozlozZeni Erlangova procesu

function [a]=Erlang(m,lambda,mi)

% funkce na vypocet stacionarniho rozlozeni Erlangova procesu
% syntaxe: [a]=Erlang(m,lambda,mi)

% vstupni parametry:

% m ... nejvyssi poradove cislo v mnozine stavu

% lambda ... intenzita vzniku

% lambda ... intenzita zaniku

% vystupni parametr

% a ... vektor stacionarnich pravdepodobnosti
a0=1/sum(((lambda/mi).”~(0:m)).*(1./(factorial(0:m))));
a=((lambda/mi).~(1:m)).*(1./(factorial(1:m)))*a0;

a=[a0 aJ;

Priklad: Je dan Erlang proces s mnozinou staJ = {0, 1, 2, 3, 4} a parametiy=2,u = 3.
a) NapiSte maticifechodu a nakresletégrhodovy diagram.

b) Najdite stacionarni rozloZeni a interpretujte ho.

Vysledek: ad bja = lﬁ(243162 54122)

Po odezini viivu patateinich podminek bude proces asi 51,37 % celkové taldg proces

ve stavu 0, 34,25 % doby ve stavu 1, 11,42 % debstavu 2, 2,54 % doby ve stavu 3 a 0,42
% doby ve stavu 4.

Priklad: Benzinova stanice ma é&verpadla. U kazdéhterpadla nizecerpat benzin jen
jedno auto. KdyZ jsou @lerpadla obsazena, dalgijizdéjici auta néekaji a odjiZdji.
Praimérna dobaterpéni benzinu je 2 min atpnérné piijizdi 40 aut za 1 h.

a) Kolik procent doby bude benzinova stanice newg@z

b) S jakou pravébodobnosti nebudeipzdgjici auto obslouzeno?

c) Jaka je sedni hodnota piu obsazenycherpadel?

Vysledek:

Ad a) Benzinova stanice je nevyuZita asi po 31 ko€ doby.

Ad b) Fijizdgjici auta nebudou obslouzena s prpatobnosti asi 0,28.

Ad c) Stedni hodnota piiu obsazenycherpadel je asi 0,97.

Priklad: Pri sledovani provozu telefonni éstiny bylo zjis¢no, Ze za 1 min se vyskytne
pramérné 5 pozadavi na spojeni a jeden hovor trvaiprerné 2 min. Kolik linek by
minimalns méla mit tato TU, aby prawgbodobnost, Ze volajici zastihne viechny linky
obsazené, byla nanejvys 0,5?

Vysledek: Minimalni patet linek je 6.



