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predmétu M6130 Vypocetni statistika



Prizkumova analyza jednorozmérnych dat, diagnostické grafy

Motivace
Priizkumova analyza dat je odvétvi statistiky, které pomoci riznych postuptt odhaluje zvlastnosti v datech. Pti zpracovani
dat se Casto pouzivaji metody, které jsou zaloZeny na piedpokladu, ze data pochazeji z né¢jakého konkrétniho rozlozeni, nej-
¢astéji normalniho. Tento piedpoklad nemusi byt vzdy splnén, protoze data

- mohou pochdzet z jiného rozlozeni

- mohou byt zatizena hrubymi chybami

- mohou pochazet ze smési né¢kolika rozlozeni.

Proto je diilezité provést priizkumovou analyzu dat, abychom se vyvarovali neadekvatniho pouziti statistickych metod.

Data zkouméame pomoci a a pomoci

Osnova:

- datovy soubor

- bodové a intervalové rozlozeni ¢etnosti

- typy znak1l, ¢iselné charakteristiky znak

- krabicovy diagram, N-P plot, P-P plot, Q-Q plot, histogram



Funkcionalni charakteristiky datového souboru
Oznaceni

Na mnozin€ objektl . ..,. zjiStujeme hodnoty znaku X (napt. u 6 domacnosti zjiStujeme pocet Cleni).
Hodnotu znaku X na objektu . oznaime x;, 1= 1, ..., n.

Tyto hodnoty zaznamename do
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Bodové rozlozeni ¢etnosti

Je-li pocet variant znaku X maly, pfifazujeme ¢etnosti jednotlivym variantam a hovotfime o bodovém rozlozeni Cetnosti.
n; —

b=
™

N-=n1+...+nj—

N

Fj=— =pit..+p-

Absolutni a relativni Cetnosti zapisujeme do tabulky rozloZeni Cetnosti nebo je znazornujeme graficky napt. pomoci

v e
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[npmi ?sw L.
\0jinak
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Priklad 1.: U 30 domacnosti byl zjistovan pocet Clend.

o
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Pocet ¢lenu
Pocet domacnosti|2|6(4|10(5]3

Vytvoite tabulku rozloZeni Cetnosti. Nakreslete grafy ¢etnostni funkce a empirické distribu¢ni funkce. Déle nakreslete
sloupkovy diagram a polygon Cetnosti poctu clenti domacnosti.

Resenti:
Tabulka rozloZeni ¢etnosti
n; | p; N; F;
2/30 |2 2/30
6/30 |8 8/30

4/30 |12 12/30
0 10/30 | 22 22/30
5/30 |27 27/30

@Ul-hwl\)»—‘_x
W =[OV

3/30 |30 1
Graf Cetnostni funkce Graf empirické distribu¢ni funkce Sloupkovy diagram Polygon ¢etnosti
o . " 2 1
00 0 — 18
8 8
00 7
o1 9 2
a 2 H ﬂ 3
2
R A L A —— 0 m T34 56 Y54 5 & 7



Intervalové rozloZeni Cetnosti
Je-li pocet variant znaku X velky, pfifazujeme Cetnosti nikoli jednotlivym variantdm, ale tfidicim intervalim H,Lb), vees
}},Uq\ a hovofime o intervalovém rozloZeni ¢etnosti. Nazvy Cetnosti jsou podobné jako u bodového rozlozeni Cetnosti, na-

vic zavadime J-tého tfidiciho mtervalu f; = % , kde dj = uj;; — u;. Stanoveni poctu tiidicich intervalu je dosti

subjektivni zaleZitost. Casto se doporucuje volit r blizké 1.

Dot X1 11
f(x) = %ﬁ;g&é )=t s (grafem hustoty &etnosti je histogram)

 F(x) = _’]f(t).



Priklad 2.: U 70 domacnosti byly zjisStovany tydenni vydaje na nealkoholické napoje (v K¢).

Vydaje | 3365| pID| P2 2350 1538 J8RIY
16 |27 |14 4 2

Pocet dom. | 7

Sestavte tabulku rozloZeni Cetnosti, nakreslete histogram a graf intervalové empirické distribu¢ni funkce.
ReSeni:
Tabulka rozlozeni ¢etnosti

pi fi N; | Fj

7/70 |7/2100 |7 |7/70
PS> |16]16/70 | 16/2100 | 23 | 23/70
N2¢ 127(27/70|27/2100 | 50 | 50/70
235514 | 14/70 | 14/2100 | 64 | 64/70
43804 [4/70 |4/2100 |68 |68/70
{3212 |2/70 [2/2100 |70]1

(Ui,u]’+1]

~\ B

Histogram Graf intervalové empirické distribucni funkce
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Ciselné charakteristiky datového souboru

Znaky nominalniho typu

Tyto znaky umoziuji obsahovou interpretaci pouze u relace rovnosti.

Ptiklady nominalnich znak: 1€katska diagnoza, typ profese, barva o¢i, rodinny stav, narodnost, ...
Charakteristikou polohy je , §J. nejcetnéjsi varianta Ci stted nejcetnéjSiho intervalu.

Znaky ordinalniho typu

Lze u nich navic obsahov¢ interpretovat relaci uspotradani.

Ptiklad ordindlniho znaku: Skolni klasifikace vyjadiuje mensi nebo vétsi znalosti zkouSenych Zaki — jednickar je lepsi nez
dvojkat, ale intervaly mezi znamkami nemaji obsahovou interpretaci. Nelze tvrdit, Ze rozdil ve znalostech mezi jednickafem
a dvojkarem je stejny jako mezi trojkafem a Ctytkarem.

Dalsi ptiklady: Rlizna bodovani ve sportovnich a uméleckych soutézich, posuzovani rtiznych ryst socialniho chovani, posu-
zovani stavu pacientli, hodnoceni postojli respondentt k riznym otazkam, ...

Charakteristikou polohy je ellia [, pak o-kvantil x, je ¢&islo, které rozdéluje uspotadany datovy soubor na

dolni usek, obsahujici asponi podil o vSech dat a na horni usek obsahujici aspoii podil 1 — a vSech dat. Pro vypocet a-
kvantilu slouzi algoritmus:

celéisin_x, X@Q)@)
necdlislozaokranbiahomanejbligsi€islo_x

Pro specidlné zvolena o uzivame nazvi:

no=

X0,50 — » X0,25 — » X0,75 — > X0,15 ++5 X0,9 — > X0,015 +-+5 X0,99 —
Jako charakteristika variability slouZzi Q= X075 — X0.25-



Priklad 3.: Béhem semestru se studenti podrobili pisemnému testu z matematiky, v némz bylo mozno ziskat 0 az 10 bodi.
Vysledky jsou uvedeny v tabulce:

Pocet bodl 0[1]2|3]4]5]6]7]81]9]|10
PocCetstudenta | 1 (46| 7|11 |15(19]|17]12|6| 3
Zjistéte modus, median, 1. decil, 9. decil a kvartilovou odchylku poctu bodii.

Reseni:
Modus je nejcetnéjsi varianta znaku, v tomto piipad¢ tedy 6.
Pro vypocet kvantilli musime znat rozsah datového souboru:n=1+4+ ... + 3 = 101. Vypocty uspotadame do tabulky.

(08 no C 1 Xa=X(o
0,50150,5 |51]6
0,10110,1 |11|2
0,90[90,9 |91|8
0,25]25,25(26 |4
0,75|75,75|76|7

q=7-4=3

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Otevieme novy datovy soubor o 2 proménnych a 11 ptipadech. Prvni proménnou nazveme X, druhou cetnost a zapiSeme do
nich pocet bodl a odpovidajici absolutni Cetnosti.

Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — Popisné statistiky — zapneme proménnou vah cetnost — OK — OK — Proménné X —
OK — Detailni vysledky — vybereme Median, Dolni a horni kvartily, Kvantilové hranice — Vypocet — ve vystupni tabulce
upravime pocet desetinnych mist.

Popisne statistiky (pocet bodu.sia)
N platn| Medic Spod| Horn| Kvan| Kvan
PR T Kban kvart 100019000
/

4

Promé
X 1C ¢




Znaky intervalového a pomérového typu

U téchto znakl 1ze navic obsahové interpretovat operaci rozdilu resp. podilu.

Ptiklad intervalového znaku: teplota méfena ve stupnich Celsia. Napt. naméfime-li ve ¢tyfech po sobé jdoucich dnech po-
ledni teploty 0, 2, 4, 6 °C, znamena to, Ze kazdym dnem stouply teploty o 2 °C. Nelze vsak fici, Ze z druhého na tieti den
vzrostla teplota dvojnasobné, kdezto ze tietiho na ¢tvrty den pouze jeden a pil krat.

Dalsi ptiklady: kalendaini systémy, smér vétru, inteligenéni kvocient, ...

Spole¢ny znak intervalovych znakti: nula byla stanovena uméle, pouhou konvenci.

Ptiklad pomérového znaku: délka predmétu méfena v cm. Ma-li jeden predmét délku 8 cm a druhy 16 cm, ma smysl prohla-
sit, Ze druhy pfedmét je dvakrat delsi nez prvni predmét.

Dalsi ptiklady: pocet déti v rodin€, vyska kapesného v K¢, hmotnost osoby, ...

Spole¢ny znak pomérovych znakili: pomérovy znak ma ptirozeny pocatek, ke kterému jsou vztahovany vSechny dalsi hodno-
ty znaku.

- ln
harakteristika polohy: = = 1
Charakteristika polohy m HSX

U pomérovych znakl, které nabyvaji pouze kladnych hodnot, Ize pouzit {}/E_ -

Pomoci priméru zavedeme x; — m (podle znaménka pozndme, zda i-td hodnota je podprimérna ¢i
nadpriimérna).

Znazornéni rozlozeni Cetnosti dvou datovych soubori, které se lisi aritmetickym primérem

Rozckleni s i polohari

800 |

400 |

300 |
8
100 |
0

0 5 10 15 20




Vlastnosti aritmetického priuméru

WOV e

hodnot — oba soucty jsou v rovnovaze.

» 1~ 1~ 1 -
- Priimér centrovanych hodnot je nulovy, protoze fl]v B O 1 Y_ =0.

n
- Vyraz X‘Xi _a‘j (tzv. kvadraticka odchylka) nabyva svého minima pro a = m. Uvedeny vyraz charakterizuje celkovou

chybu, které se dopustime, kdyZ datovy soubor nahradime jedinou hodnotou a. Tato chyba je tedy nejmensi, kdyz datovy
soubor nahradime aritmetickym primeérem, pficemz za miru chyby povazujeme kvadratickou odchylku.

- Pokud kazdou hodnotu x; podrobime linearni transformaci y; = a + bx;, pak primér transformovanych hodnot je roven line-
arni transformaci ptivodniho priméru, tj. m, = a + bm;.

- Maji-li znaky X, Y priméry m;, m,, pak znak Z = X +Y ma primér m; + ms.

- Aritmeticky primeér je siln€ ovlivnén extrémnimi hodnotami.

- Aritmeticky primér je vhodné pouzit, pokud je rozlozeni dat piiblizné symetrické.



Priklad na vlastnosti aritmetického praméru:
U skupiny 20 pracovnikll v urcité diln€ byly zjistovany mésicni mzdy. Primér mezd ¢inil 15 500 K¢. Ur€ete praméer mezd,
jestlize mzdy vSech pracovniki se zvysi

a) 0 300 K¢, b) 1,1 krat, ¢) o0 20%.

Reseni:

Ozna¢me m; priumér hodnot xy, ..., X, a m, prumér hodnot yy, ..., y,, pficemzy;=a+bx;,1=1, ...,n. Pak my = a + bm,.

ad a) m, =300 + m; =15 800
Priimér se zvysil o 300 K¢ na 15 800 K¢.

adb)m,=1,1.m; =17 050

Priimeér se zvysil na 17 050 K¢.

adc)my=1,2.m; = 18 600

Primér se zvysil na 18 600 K¢&.



Charakteristiky variability intervalovych a pomérovych znaki
R =X - X1y (nevyhoda — bere v ivahu pouze nejmensi a nejvétsi hodnotu datového souboru),
n

o_ . 111 (udava, o kolik jednotek se data 1iSi od priméru
S SX‘ _1m( ] p )

n
s* = fll Y(x_m% (nevyhoda — vychazi ve druhych mocninach jednotek, v nichz byl méten znak X)
L,
s= .

Pomoci smérodatné odchylky zavedeme (vyjadiuje, o kolik smérodatnych odchylek

X

se i-ta hodnota odchylila od priméru).

U pomérovych znakt se jako charakteristika variability pouziva téz:

I_SI’J (¢asto se udava v procentech a udava, kolika procent priméru dosahuje smérodatna odchylka),

I_OI’J (pt1 vyjadieni v procentech udava, kolika procent priméru dosahuje primérna odchylka)

Znazornéni rozlozeni ¢etnosti dvou datovych soubort, které se 1i8i rozptylem:

RoecBleni s rieryni variakilitani
52X -
400
300 4
8 =
100
0

0 5 10 15 2 25

hodnotaznaku




Vlastnosti rozptylu:
- Rozptyl je nulovy pouze tehdy, kdyZ jsou vSechny hodnoty stejné, jinak je kladny.

"
~n

1~ -
- Rozptyl centrovanych hodnot je roven plivodnimu rozptylu, nebot’ fll v L O .

\2
- Rozptyl standardizovanych hodnot je 1, protoze —Y[X‘ IIl \ _ 812 -

1o, ? |
-

- Rozptyl se zpravidla poéita podle vzorce s* = f v 2.

- Pokud kazdou hodnotu x; podrobime linearni transformaci y; = a + bx;, pak rozptyl transformovanych hodnot je roven pii-
vodnimu rozptylu vynasobenému b, tj. s,” = b* s,°.
- Rozptyl je stejné€ jako pramér siln€ ovlivnén extrémnimi hodnotami.

- Rozptyl se nehodi jako charakteristika variability, je-li rozloZeni dat nesymetrické.



Priklad 4.: Kurzy akcii spole¢nosti AAA Auto Group v pritbé¢hu 23 dni v mésici srpnu 2010 byly nasledujici: 17,75; 17,74;
17,85;17,59; 17,92; 17,98; 18,39; 18,25; 18,30; 18,00; 18,15; 18,15; 18,22; 18,40, 18,25; 17,95; 18,25; 18,23; 17,95; 17,90;
17,80; 17,87; 17,87. Vypoctéte charakteristiky variability.

Refeni:
. wr 14 . W 14 W 14 . ( :
Nejprve vypoditame variaénirozpéti: R_ 8 Pt 3.

I o - ; ;
Pfed vypoctem dalSich charakteristik variability musime ziskat aritmeticky pramér: 1r_ i 77;_ 774 SERPE -,87: 3)3
- 1~ 1 e e
Priimérna odchylka: O_ Y’ _ 1177_ D:;(+ T 1)3(+ . B AOE’(-: 9¢
N )
Relativni primérné odchylka: I_(I)ll O%: l9fm: Y

1

» 1 . . . ~
Rozptyl: 82: O jt: 17754_ 7,74_|_..:|_ —,87\_ D3%: )4
Smérodatna odchylka: S__ % _ mr:A 221
: .S 221 -9
Koeficient variace: ﬁll()ﬂ: 3)—3%'10%: K7



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Otevieme novy datovy soubor o jedné proménné X a 23 ptipadech. Do proménné X zapiSeme zjiSténé kurzy akcii.
Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — Popisné statistiky — OK — Proménné X — OK — Detailni vysledky — vybereme Prii-
mér, Rozptyl, Rozpéti — Vypocet. Ve vystupni tabulce pfidame za proménnou Rozptyl tfi nové proménné nazvané rozptyl,
smér. odch. a koef. variace. Do Dlouhého jména proménné rozptyl napiSeme =v3*22/23, Dlouhého jména proménné smér.
odch. napiSeme =sqrt(v4) a do Dlouhého jména proménné koef. variace napisSeme =100*v5/v1.

.| Prum| Rozp| Rozp| rozpt smer. or Koel. var
Promé =v3 2z =sqrt(v =100"v¢
X 10,03 0,670 0,007 0,049 0.2Z2713¢c 1,22/73!

Pro vypocet primerné odchylky a relativni primérné odchylky je zapotiebi pridat k pivodnimu datovému souboru dvé nové
proménné nazvané Primér a Odchylka. Do Dlouhého jména proménné Primér napiSeme =18,033 a do Dlouhého jména pro-
ménné Odchylka napiSeme =abs(v1-v2). Nyni spocteme priomér proménné Odchylka: Statistiky — Zakladni statisti-
ky/tabulky — Popisné¢ statistiky — OK — Proménné Odchylka — OK — Detailni vysledky — vybereme Priimér — Vypocet.

Ve vystupni tabulce pifejmenujeme proménnou Primér na prim. odch. a za tuto proménnou pfidame proménnou rel. prim.
odch. Do jejiho Dlouhého jména napiSeme =100*v1/18,033.

odchyvirel. prum.,
YER

. *v1/1
Promeé
Odchy]| U, 190 1,0690-




Vazené Ciselné charakteristiky

Zname-li absolutni Cetnosti n;,

..., 1y ¢1 relativni Cetnosti py, ..., p; variant X, ..., X, miZeme spocitat

]lr T
m:nSfHXﬁ] :j_ll‘}Xm )

|
Sy % _nf —

r 1
2 g 2_ jt),

11% Xil _1’1’12 (vypocetni vzorec: 82: VV‘ _ O



Priklad S.: U 35 zaméstnanct byl zjistén po€et odpracovanych hodin za mésic.

Pocet odpracovanych hodin | 184 | 185 | 186 | 187 | 188 | 189
Pocet zaméstnancii 4 6 7 6 7 5

Vypoctéte pramér, prumérnou odchylku, relativni primérnou odchylku, smérodatnou odchylku a koeficient variace poctu
odpracovanych hodin.
ReSeni:

Vizeny primes T_ X _ ol 8, 817 8,7 8,7 8777836

-

Vazen? pramérna odchylka

O_ O _ il 18_ 36, 18_36. 18_ 36, 18_ 36, [8_ 36,  [8_ 36_ ih=1n23
Vizngropyt §_ o 2 g 84, 78T, BE, 87,7 8E,8Y 36 T30S

Vazena smérodatna odéhylka S_ ¥ 52—5: Y% = 1h 35 min |

Relativni primérnd odchylka: — 1 Oﬁ | ;gl Oﬁ T4
Koeficient variace: I—SnlOﬁ: '53%1 Oﬁ: 3%

Vidime, ze zaméstnanci odpracovali za mésic v priméru 186,6 h, pifi¢emz primérnd odchylka dosahuje 0,74 % praimérné
odpracované¢ doby a smérodatna odchylka dosahuje 0,85 % primérné odpracované doby.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Otevieme novy datovy soubor o 2 proménnych a 6 ptipadech. Prvni proménnou nazveme X, druhou €etnost a zapiSeme do
nich pocet odpracovanych hodin a odpovidajici pocty zaméstnanc.

Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — Popisné statistiky — zapneme proménnou vah ¢etnost — OK — OK — Proménné X —
OK — Detailni vysledky — vybereme Priimér, Rozptyl — Vypocet. Ve vystupni tabulce pfiddme za proménnou Rozptyl dvé
noveé proménné nazvané smér. odch. a koef. variace. Do Dlouhého jména proménné smér. odch. napiSeme =sqrt(v2*34/35)
a do Dlouhého jména proménné koef. variace napiSeme =100*v3/v1.

TPTO z Q0 KOET.Va
Promé =Sqri(v2", =100*V.
X T8¢ 2, 1,58Y: U,857T6¢

Pro vypocet primérné odchylky a relativni primérné odchylky je zapotiebi pridat k piivodnimu datovému souboru dvé nové
proménné nazvané Primér a Odchylka. Do Dlouhého jména proménné Priimér napiSeme =186,6 a do Dlouhého jména pro-
ménné Odchylka napiSeme =abs(v1-v3). Nyni spocteme priimér proménné Odchylka: Statistiky — Zakladni statisti-
ky/tabulky — Popisné statistiky — zapneme proménnou vah ¢etnost — OK — OK — Proménné Odchylka — OK — Detailni vy-
sledky — vybereme Primér — Vypocet. Ve vystupni tabulce ptejmenujeme proménnou Primér na prim. odch. a za tuto pro-
ménnou piiddme proménnou rel. prim. odch. Do jejiho Dlouhého jména napiSeme =100*v1/186,6.

gaucrrr]] rer. gﬁm
Promé =18 *vi/
Odchy| 1,002 0,/410c¢

Ptfevod desetinnych Casti hodiny na minuty mizeme provést napt. pomoci aplikace na adrese
http://www.prevody-jednotek.cz/.



Pocatecni a centralni momenty

Aritmeticky prumér a rozptyl jsou specialni piipady momentt. Zavedeme

m Lk k=12,
:nﬁ) > = 2

m{_l % MK k=12, ..
_nl |

Pomoci 3. a 4. pocatecniho momentu se definuje Sikmost a SpiCatost.

Lo :m? - mé&fi nesoumérnost rozlozeni Cetnosti kolem priméru.
Je-li rozloZeni dat symetrické kolem aritmetického priméru, pak a; = 0.
Maé-li rozlozeni dat prodlouZeny pravy konec, jde o , 03> 0.
Ma-1i rozlozeni dar prodlouzeny levy konec, jde o , 03 <O.

Znazornéni rozlozeni Cetnosti dvou datovych soubort, které se lisi aritmetickym pramérem a Sikmosti

Rz:bler:]sénzwpdd'an
50,
400 -
300
§
100
0 » ‘ ‘ ‘ :
o 5 10 1B 20 X
hodnotaznak




m -

‘ol b= T méfi koncentraci rozlozeni etnosti kolem primeéru.

Je-li rozlozeni dat norméalni (Gaussovo), pak o4 = 0.
Je-li rozlozeni dat strmé, pak a4 > 0.
Je-li rozloZeni dat ploché, pak a4 <O.

Znazornéni rozloZeni ¢etnosti dvou datovych soubort, které se 1isi Spicatosti

RorBeri sriam it

8 8

Getnoet
c 888

2 7 © 7 2
hoddazda




Diagnostické grafy

Krabicovy diagram
Umoziuje posoudit symetrii a variabilitu datového souboru a existenci odlehlych ¢i extrémnich hodnot.

Zpusob konstrukce

o odlehla hodnota
—‘7 —— horni vnitfni hradba nebo max. hodnota

— horni kvartil
— median

— dolni kvartil

l_
|

dolni vnitini hradba nebo min. hodnota

%W —— extrémni hodnota

lezi mezi , {j. v intervalu
(X075 1,59, X075+ 3q) €1 v intervalu (X5 - 3q, Xo25— 1,59).

lezi za vnéjSimi hradbami, tj. v intervalu (X5 + 3q, ) €i v intervalu (-0, X5 - 3q).



Priklad 6.: Pro Uidaje z prikladu 1 sestrojte krabicovy diagram.
ReSeni:

Pocet Clent 112]3|4 |5/|6
Pocet domacnosti|2|6]4|10]5|3
Rozsah souboru n = 30. Vypocty potiebnych kvantilli usporadame do tabulky.

a no |C Xa
0,25 7,5 8 Xe)~=X(®) 2
4

0,50(15 15[ X154 )
Z

0,75 22,5 23 X ~X(23) 5

q=5-2=3
Dolni vnitini hradba: x5 — 1,5 =2—-1,5.3=-2,5
Horni vnitini hradba: x5 +1,5q=5+1,53=9,5

7

|

1

Vidime, Ze datovy soubor vykazuje urCitou nesymetrii — median je posunut smérem k hornimu kvartilu, soubor je tedy za-
porné seSikmen. V souboru se nevyskytuji Zadné odlehlé ani extrémni hodnoty.



Vypocet pomoci systtmu STATISTICA:

Otevieme novy datovy soubor o 2 proménnych a 6 ptipadech. Prvni proménnou nazveme pocet, druhou cetnost a zapiSeme
do nich pocet ¢lenli domacnosti a odpovidajici absolutni ¢etnosti. Zvolime Grafy — 2D Grafy — Krabicové grafy.

Zapneme promeénnou vah cetnost, zadame zavisle proménnou pocet a dostaneme krabicovy diagram:

Tabulkal4 2v*6c
7

6

5

2
O Median = 4
[0 25%-75%
1

=25

T Rozsah neodileh.
=(1,6)

© Odlehlé

0 #* Extrémy

Upozornéni: Mame-li data intervalového ¢i pomérového charakteru, o nichz lze predpokladat, ze pochazeji z néjakého sy-
metrického rozlozeni (naptiklad normalniho), je moZné pouZzit jinou variantu krabicového diagramu: bod ¢i ¢ara uvnitt kra-
bice reprezentuje priamér, vodorovné hrany krabice jsou ve vySce primér + smérodatna odchylka a svorky kon¢i v minimu
¢1 maximu.

V naSem ptipad¢ dostaneme krabicovy diagram:

Krabicovy grafz pocet

Tabulka14 2v*6c
7

0 Prumér =363

[JPramér+SmOc

1 =(22074,505
T Min-Max

=(1,6)
© Odlehlé



Ptfed uvedenim dalSich diagnostickych grafii je nutné zavést pojem poradi ¢isla v posloupnosti ¢isel.

Pojem poradi

Necht’ xy, ..., X, je posloupnost realnych ¢isel.

a) Jsou-li ¢isla navzajem rizna, pak pofadim R; ¢isla x; rozumime pocet téch Cisel x, ..., X, ktera jsou mensi nebo rovna
¢islu x;.

b) Vyskytuji-li se mezi danymi ¢isly skupinky stejnych Cisel, pak kazde¢ takové skupince ptitadime primérné poradi.

Priklad na stanoveni poradi
a) Jsou dana Cisla 9, 4, 5, 7, 3, 1. Stanovte poradi téchto Cisel.
b) Jsou dana ¢isla 6,7, 7,9, 6, 10, 8, 6, 6, 9.

Refeni
ad a)
usp. ¢isla|1]3(4(5(7|9
poradi |1]|2|3]4|5/|6
ad b)

usp. Cisla 6 |6 |6 |6 |7 |7 |89 |9 |10
poradi 1 |2 |3 |4 |5 |6 10
prum. poradi|2,5/2,5(2,5(2,5/5,5/5,5|7|8,5(8,5/10

~
o0
)




Normalni pravdépodobnostni graf (N-P plot)

N- P plot umoziuje graficky posoudit, zda data pochazeji z normélniho rozlozeni.

Na vodorovnou osu vynasime uspoiadané hodnoty x(;) < ... < X(),

pl

1

na svislou osu kvantily U'a standardizovaného normélniho rozlozeni, kde , pri¢emz j je potadi j-té usporadané

o
hodnoty (jsou-li n¢které hodnoty stejné, pak za j bereme priimérné poradi odpovidajici takové skupince).

Pochazeji-li data z normalniho rozlozeni, pak vSechny dvojice I((D,U' " budou leZet na piimce.
a
Pro data z rozlozeni s kladnou Sikmosti se dvojice I((]),U' " budou tadit do ,
(0

pro data z rozloZeni se zapornou Sikmosti se dvojice I((J),U' " budou fadit do
(04



Priklad na konstrukci N — P plotu:
Desetkrat nezavisle na sob¢ byla zméfena jista konstanta. Vysledky méfeni: 2 1,8 2,1 2.4 1,9 2,1 2 1,8 2,3 2,2. Pomoci
normdlniho pravdépodobnostniho grafu posud'te, zda se tato data fidi normalnim rozlozenim.

ResSeni:

poradi 1 (2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 10
prumérné potfadi | 1,5|1,5|3 [4,5/4,5|6,5/6,5|8 10

usp. hodnoty 1,8/1,811,912 |2 [2,1|2,112,212,3]|2,4
9
9

Vektor hodnot primérného poradi: j = (1,5 3 4,5 6,5 8 9 10),

vektor hodnot o, = _ [l 120258014030596%74 B 34P35.
vektor kvantili U_ L 4y 14AR248649D8Y15 17

Normalni pravdépodobnostni graf

-2

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 22 24 26 2.8 3

Protoze dvojice l((]),u témef leZi na ptimce, 1ze usoudit, Ze data pochéazeji z normalniho rozloZeni.
(0



Vypocet pomoci systému STATISTICA:
Otevieme novy datovy soubor o jedné proménné a 10 ptipadech. Z;jisténé hodnoty zapiSeme do proménné X.

Grafy — 2D Grafy — Normalni pravdépodobnostni grafy — Proménna X — OK - odSkrtneme Neurcovat priimérnou pozici sva-
zanych pozorovani - OK.
Nondn pgd zx
20 Tankd21 Ve

)

17 18 19 20 21 22 23 24 25
Reooerératda



Quantile - quantile plot (Q-Q plot)
Umoznuje graficky posoudit, zda data pochéazeji z n¢jakého zndmého rozlozeni (napt. STATISTICA nabizi 8 typl rozloze-

ni: beta, exponencialni, Gumbelovo, gamma, log-normalni, normalni, Rayleighovo a Weibulovo).

na svislou osu vynasSime uspofadané hodnoty x;) < ... < Xy,

] o
- B.» piiemz r,q; @ Nugj jsou korigujici faktory < 0,5,

implicitn€ r,q; = 0,375 a n,gi = 0,25. (Jsou-li n€které hodnoty x(;) < ... < X stejné, pak za j bereme primérné poradi odpovi-

na vodorovnou osu kvantily Ka I'X) vybraného rozlozeni, kde oL

dajici takové skupince.)
Pokud vybrané rozlozeni zavisi na néjakych parametrech, pak se tyto parametry odhadnou z dat nebo je miize zadat uzivatel.

Body Foc { .)9,X ‘jf se metodou nejmensich Gtvercl proloZi piimka. Cim méné se body odchyluji od této piimky, tim je lepsi

soulad mezi empirickym a teoretickym rozlozenim.



Priklad na konstrukei Q-Q plotu: Desetkrat nezavisle na sobé byla zmétena jista konstanta. Vysledky méteni: 2 1,8 2,1
24 1,9 2,1 2 1,8 2,3 2,2. Pomoci Q-Q plotu ovéite, zda se tato data fidi normalnim rozloZenim.

ReSeni:

usp.hodnoty 1,8/ 1,811,912 |2 [2,1(2,1](22]23]24

poradi 1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10
prumérné potadi | 1,5]1,5|/3 [45[4516,5]65(8 |9 |10

Vektor hodnot primérneho Eofadi: j=(1,53 45 6,5 8 9 10)
vektor hodnot , - %‘ZAIOSXXZS@OZG@Z@MS(%M;@%

4

_ 127 )55 14241655000 6t

vektor kvantilu Ua

3

2.8

2.6

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Vzhled grafu nasvédcuje tomu, ze data pochéazeji z normalniho rozlozeni.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:
Otevieme novy datovy soubor o jedné proménné a 10 ptipadech. Zjisténé hodnoty zapiSeme do proménné X.

Grafy — 2D Grafy — Grafy typu Q-Q— Proménnéa X — OK - odSkrtneme Neurcovat primérnou pozici svdzanych pozorovani -
OK.

GeketiHoati 2>
negl kossda v
ReeiNondni
X=208BH0218X
5 W0 0B 05y w0 0%
24
23 :
g2
-
20
19
18
17

15 10 5 Q0 5 10 15 20
Taveidy/karti



Probability - probability plot (P-P plot)
Pouziva se ke stejnym uceliim jako Q-Q plot, ale jinak se konstruuje.
X :
P—
= S
teoreticke distribucni funkce ®@(z;) a na svislou osu hodnoty empiricke distribu¢ni funkce F(z)) = j/n. (Jsou-li n€ktere hod-
noty Xy < ... < X() stejné, pak za j bereme prumérné poradi odpovidajici takové skupince.)Pokud se body (®(z), F(z)))
fadi kolem hlavni diagondly ¢tverce [0,1] x [0,1], 1ze usuzovat na dobrou shodu empirického a teoretického rozlozeni.

: spoctou se standardizované hodnoty Z é\: ,]=1, ..., n. Na vodorovnou osu se vynesou hodnoty

Priklad na konstrukci P-P plotu pomoci systému STATISTICA: Desetkrat nezavisle na sobé byla zméfena jistd konstan-
ta. Vysledky méteni: 2 1,8 2,1 2,4 1,9 2,1 2 1,8 2,3 2,2. Pomoci P-P plotu ovéite, zda se tato data fidi normalnim roz-
loZzenim.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Otevieme novy datovy soubor o jedné proménné a 10 piipadech. Zjisténé hodnoty zapiSeme do proménné X.

Grafy — 2D Grafy — Grafy typu P-P — Proménna X — OK - odskrtneme Neurcovat primérnou pozici svazanych pozorovani -
OK.

G RPz

neal kogsa v
12 RycaiNmdni(208 G218
10
;gqs
:éos
g
£
0
Y 0T @ B % B % & ® © W0

Terdidekumidivii raxBat



Histogram
Umoziiuje porovnat tvar hustoty Cetnosti s tvarem hustoty pravdépodobnosti vybraného teoretického rozlozeni. (Ve STA-

TISTICE je pojem histogramu $irsi, skryva se za nim 1 sloupkovy diagram.)

na vodorovnou osu vynasime meze tiidicich intervali. Nad kazdym tfidicim intervalem sestrojime ob-
délnik o ploSe odpovidajici relativni €etnosti pfisluSného tridiciho intervalu, tj. vySka obdélniku je rovna ¢etnostni hustoté

ttidiciho intervalu (Cetnostni hustota je relativni Cetnost tfidiciho intervalu délena délkou tohoto intervalu).

na vodorovnou osu se vynaseji tfidici intervaly (implicitné 10, jejich pocet 1ze zménit,
stejné tak 1 meze tfidicich intervall) ¢i varianty znaku a na svislou osu absolutni nebo relativni ¢etnosti tfidicich intervali ¢i

variant. Do histogramu se zakresli tvar hustoty (€1 pravdépodobnostni funkce) vybraného teoretického rozlozeni.



Priklad na konstrukci histogramu:
U 70 doméacnosti byly zjistovany tydenni vydaje na nealkoholické napoje (v K<).

Nakreslete histogram.
ReSeni:

Nejprve sestavime tabulku rozloZeni ¢etnosti:

S pomoci této tabulky sestrojime histogram:

Vidse | p303] pDF| PAX] J2I5 [5F8 [T
Pocet dom. |7 16 27 14 4 2
pU X |G P N; | Fj f
fﬁﬁ 50 [30]7 [7/70=0,1 |7 |[7/70=0,1 [ 7/2100=0,0033
595 80 |30 16| 16/70=0,23 | 23 | 23/70=0,33 | 16/2100=0,0076
512; 110 [ 30 | 27 | 27/70=0,38 | 50 | 50/70=0,71 | 23/2100=0,0109
23 5>: 140 [ 30 | 14 | 14/70=0,2 | 64 | 64/70=0,91 | 14/2100=0,0067
5,‘[8; 170 | 30 | 4 | 4/70=0,06 | 68 | 68/70=0,97 | 4/2100=0,0019
]8,21; 200 [ 30 |2 |2/70=0,03 |70 ] 70/70=1 2/2100=0,00010
0,014
0,012
0,010
0,008
0,006
0,004
0,002
0000565 o5 125 155 12?%5




Vypocet pomoci systému STATISTICA:
Otevieme novy datovy soubor o dvou proménnych a 6 ptipadech. Prvni proménnou nazveme X, druhou cetnost. Do pro-
ménné X napiSeme stiedy tfidicich intervall, do proménné cetnost odpovidajici absolutni ¢etnosti:

i Z

X |cetno:
7 5] /
y ol 10
< 11 2
Z 14 1
4 1/ VA
¢ 20 Z

Grafy — Histogramy — zadame proménnou vah cetnost — Proménnd X - zaSkrtneme Hranice — Urcit hranice — zaSkrtneme
Zadejte hrani¢ni rozmezi: Minimum 35, Krok 30, Maximum 215 — OK — OK. Dostaneme graf:

Hslarae x
lenlkeBArd
X= U3Jrana(x T el

N

R pooien
ONPOOSOREIIBNRNEE

[~1
5 [:3] b B B B 25

X
Na rozdil od histogramu konstruovaného ru¢né jsou na svislé ose absolutni cetnosti, nikoliv Cetnostni hustoty. V porovnani
s grafem hustoty normalniho rozloZeni je vidét, Ze naSe rozloZeni Cetnosti je lehce kladné zeSikmené. NaSe data tedy nepo-

chazeji z normalniho rozloZeni.




Vzhled diagnostickych grafii pro rozloZeni s riznou Sikmosti
Pro ilustraci se podivejme, jak se rizné Sikmost rozlozeni projevi na histogramu, N-P plotu a na krabicovém diagramu.

Rozlozeni Normalni rozlozeni Rozlozeni
s kladnou Sikmosti se zapornou Sikmosti
Histogram Histogram Histogram
2
— D — -
| g — |
3| B |
|
D 2 pal
B 0 B
8|
0 5 0
5 4 5
2|
=% "% 25 20 45 0 B © B 10 B 2D 5 D "o @ ® B u B 2
NP plot NP plot
2 2|

0 0
El 1
21 2
02 Q0 02 4 6 08 10 12 14 16 18 20 22 24 3 2 -1 0 1 2 3 4 02 Q0 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22
Krabicovy diagram Krabicovy diagram Krabicovy diagram
24, 3 22
2 1 20 —1
20 | 2 T

18
1 ’7

1 “
& hoi
2 o 10
1 ®




Prizkumova analyza vicerozmérnych dat
Osnova:

- vicerozmérny datovy soubor
- vizualizace vicerozmérnych dat
- snizeni dimenze dat metodou hlavnich komponent

- shlukova analyza



Vicerozmérna data: vyskytuji se v situacich, kdy u kazdého z n objektu zjiStujeme hodnoty p znaki X, ..., X,.
: matice n X p:

i1 %)

Radky charakterizuji objekty, sloupce znaky.

Napt. madme n sportovcti, u kazdého sledujeme tyto znaky: pohlavi (0 — Zena, 1 — muz), télesné vyska (v cm), t€lesna
hmotnost (v kg), nejlepsi vykon ve skoku do dalky (v cm), nejlepsi vykon ve skoku do vysky (v cm), nejlepsi vykon v béhu
na 100 m (v s).

Ukoly priizkumové analyzy vicerozmérnych dat:
- odhalit vektory pozorovani nebo jejich slozky, které se jevi jako vybocujici
- postihnout zavislosti mezi sloupci datového souboru
- identifikovat shluky v datech, které svéd¢i o nehomogenité dan¢ho vybéru
- posoudit vicerozmérnou normalitu dat.

Omezime se na dva problémy, a to na vizualizaci dat pomoci hlavnich komponent a na shlukovou analyzu dat.



Vizualizace vicerozmérnych dat

Je-li p =2 nebo p = 3, miizeme hodnoty znakli chépat jako soutadnice v dvou ¢i tfirozmérném prostoru a ziskame tak
dvourozmérny ¢i ttirozmérny teCkovy diagram. Ze vzhledu téchto teckovych diagramil 1ze poznat, zda se v datech vyskytuji
odlehld pozorovani, zda mezi znaky existuje n¢jaka zavislost nebo zda se objekty sdruzuji do skupin.

Priklad: Mame k dispozici datovy soubor z roku 1979 o 26 evropskych zemich, ktery obsahuje udaje o procentualnim
zastoupeni ekonomicky ¢inného obyvatelstva v riznych odvétvich narodniho hospodafstvi:

zemé&délstvi, t€zba, prliimyslova vyroba, energetika, stavebnictvi, mistni hospodaftstvi, finan¢ni sektor, sluzby,

doprava a komunikace.

( 2 3 q 5 "D 7 3] 9

zeme tezb: prum ener( stave mist. hc finan( sluzb dopre
Belgie 3, 0, 2/ 0, o, 19 o, 20 /,
Dansko Y, 0, 21 0, 8, 14 o, 32 /,
Francie 10 o, 2/ 0, 8, 16 ¢ 27 o,
ZapaNecko o, 1, 35 U, /, 14 4 22 o,
Irsko 23 1 20 1, /, 10 2, 20 o,
[talie 15 0, 2/ U, 10 18 1, 20 b,
Lucembursk [/, 3, 30 0, Y, 18 4, 19 o,
Nizozemsko o, 0, 27 1 Y, T o, 28 o,
Velka Britani 2, 1, 30 1, o, 16 b, 28 o,
RaKousko 12 1, 31 1, ¢ 10 4 10 /
Finsko 1. 0, 25 1, /, 14 b, 24 /,
Recko 41 0, 1/ 0, 8, 11 2, 11 o,
Norsko ¢ 0, 27 0, 8, 16 4, 2/ 9,
Portugalsko 2/ o, 24 0, 3, 13 2, 10 o,
Spanelsko 22 0, 28 0, 11 Y, 8, 11 b,
Svedsko o, o, 20 0, /, 14 32 o,
Svycarsko /, 0, 3/ 0, 9, 1/ b, 15 b,
| urecko (o]¢) o, [/, 0, 2, o, 1, 11 3,
Bulharsko 23 1, 32 0, /, 0, 18 o,
Ceskoslover| 16 2, 35 1, 8, v, o, 1/ /,
VychaNecko 4 2, 41 1, /, 11 1, 22 8,
Madarsko 21 3, 29 1, 8, Y, 0, 1/ 4
Polsko 31 2, 25 0, 8, /, 0, 16 o,
Rumunsko 34 2, 30 0, 8, 5, 1, 11 <
Sovetsky Ssvi 23 1, 25 0, 9, o, 0, 23 9,
Jugoslavie 43 1, 10 1, 4, o, 11 5, Z

Vytvoite dvourozmérné teCkové diagramy pro vSechny dvojice proménnych.



ReSeni pomoci systému STATISTICA:
Grafy — Maticove grafy — Proménne — Vybrat vSe — OK.
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Na hlavni diagonale maticového grafu jsou histogramy jednotlivych proménnych, mimo hlavni diagonalu jsou
dvourozmérné teckové diagramy odpovidajicich dvojic proménnych. Vidime napft., Ze podil obyvatel zaméstnanych
v zemédelstvi zaporné koreluje s podilem obyvatel zaméstnanych v priimyslu, sluzbach ¢i doprave.



Je-li p > 3, pouzijeme k vizualizaci dat , kterda umoznuje vyjadiit
informace o variabilité obsazen¢ v datovém souboru pomoci nékolika méalo novych znaka Yy, ..., Yy, ziskanych jako
linearni kombinace znaku ptvodnich X, ..., X,, m<p:

Yl = V11X1 + ...+ leXp,
Yz = V21X1 + ...+ Vszp.

Ym = Vm1X1 + ...+ Vmep.

Tyto nové znaky, kterym se tika hlavni komponenty, jsou
- nekorelované,
- uspotradané podle svého klesajiciho rozptylu.

VétSina informace o variabilité plivodnich dat je tedy soustiedéna v prvni hlavni komponent€ a nejméné informace je
obsazeno v posledni hlavni komponenté. Ukazuje se, Ze pouze n€kolik prvnich hlavnich komponent mé dostatecné velky
rozptyl. Ostatni pak miZzeme zanedbat, ¢imz docilime sniZeni dimenze dat. V datovém souboru vSak musi existovat mezi
znaky dostatecné silné korelace, aby bylo mozno tuto redukci provést.

Analyza hlavnich komponent miize byt chapana jako transformace z piivodniho do nového soutadnicového systému, jehoz
osy jsou tvofeny hlavnimi komponentami. Osy prochdzeji sméry maximalniho rozptylu, protoze podminka nezavislosti
komponent vede ke kolmosti os.

Data pak zndzornime v prostoru prvnich dvou ¢i tfi hlavnich komponent.

Metodu hlavnich komponent (Principal Component Analysis — PCA) popsal v r. 1901 Karl Pearson a ve 30. letech 20.
stoleti j1 dale rozvinul Harold Hotelling.



Harold Hotelling (1895 — 1973), americky matematik a statistik

Podstata metody hlavnich komponent

Uvazme datovy soubor, ktery vznikl tak, ze 6 zakl absolvovalo 4 testy, které¢ méti nasledujici veliCiny:
X, — ptirodovédné znalosti,

X, — literarni védomosti,

X3 — schopnost koncentrace,

X4 — logické mysleni.

Testy se hodnoti na Skale od 1 do 10 (1 = Spatny vysledek, 10 = vyborny vysledek)

X1 X2 X3 Xa

1

NN Nee
_N_NC. Y
—AN‘'N' ¥
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Oznaceni

X; = (X1, ... xlp) — vektor pozorovam i-t¢ho objektu,1=1, 2, .
Napt. proi=3 mame x;=(4312)"
1 n | S T
_nYX]J pramér j-té¢ho znaku, j=1, 2, ..., p. Napf. pro j = 1 mame m: ‘7+ |— L EF o= 3

] n R
S_, _n—l‘TXJ n}%—rozptyl] -tého znaku, j =1, 2, ..., p. Napf. prOJ—lmame% — F_ 4o — 3\2: fﬁ

Datovy soubor s prumery, smerodatnymi odchylkami a rozptyly:

X1 X2 X3 Xa
T / < T <
Z N ¢ t 1
< A < T Z
Z p’ < p’ Z
e < T p: Z
¢ '| ’| ’| I
prum{ &< &, 7T 44U 5L
S.O. 3,0 3,4 3,¢ 3,z
rozpty 9,4 12, 195, 10,
X}
Zij — _Dj - - (1,))-ta standardizovand hodnota,i=1,2, ...,n,j=1,2, ..., p

7 "3 -
Napt.proi=1,j=1méme 41— — = 36¢€
> Vi



Datovy soubor standardizovanych hodnot

X1 X2| X3| Xa

U,000 1,000 1,01J9U,912
1,9701T,U96 1,012 1,921
-U,10 -0,38 -U,/0 -U,Y1
-U,7/0 -U,33 -U,00 -U,Y1
-U,495 -U,90 -0,00 -0,30
-1,06 -U,90 -U,/0 -U,30U

ey NN

T . ’ 5 .29 nL . .
z; = (Zi, ..., zip) — vektor standardizovanych pozorovani i-tého objektu,1=1,2, ..., n
m=(my, ..., mp)T — vektor praméri

n
SSA Ly

1 T
R= T_l i‘} Z Z . vybérova korela¢ni matice. V nasem ptipade¢:

n

4

4

(S a R jsou ¢tvercové symetrické matice fadu p.)

m(‘l _m;r - vjb&rova varianéni matice. V nasem pripads: A4

_[Kovariance (pca)
Promé[ X1 XZ X3 X4
X1 9,40t Y,/5. TU,060 o,0Ul
X2 Y,/3. 12,170 13,20 9Y,40(
X3 10,60 13,20 15,060 11,00
0,8U( Y. 400 11,00 10,80

Promé

Korerace (pca)

Al AZ Ad A4

Al
A2
AJd
A4

1,00U0,9000,07/2U,6/0
U,9V006 1,00U 0,906 U,62U
U,6/Z20,958 1,U0UU,6Y3
U,6/U0U,542U 0,893 1,UU0U




Zakladni pojmy

A - Ctvercova matice fadu p.
— takové Cislo A, které pro libovolny nenulovy vektor v typu p x 1 splituje rovnici Av = Av.
— vektor v.

- determinant |A_
- soucet jejich diagondlnich prvkl (znaci se Tr(A)).

Vypocet vlastnich ¢isel matice A
Rovnici Av = Av upravime na tvar (A — AI) v = 0. Tato soustava p rovnic ma netrivialni feSeni, pravé kdyz charakteristicky
polynom matice A je roven 0. Dostaneme rovnici p-tého stupné. Jejim feSenim jsou vlastni Cisla A, ..., A,.

Vlastnosti vlastnich Cisel

Jejich soucet je roven stop€ matice A: A, + ... + A, = Tr(A),
jejich soucin je roven determinantu matice A: A, ... A, = det(A),
jsou sefazena sestupné: A; >... > A,

Vlastnosti vlastnich vektoru
Maji jednotkovou délku: vivi=1,i=1, ..., P,
jsou vzajemné ortogonalni: v;'v; = 0 pro viechna i # j



Ziskani hlavnich komponent

Necht’ vybérova varianc¢ni matice S ma vlastni ¢isla 1, ..., 1, a vlastni vektory vy, ..., vp,
pricemz VjTVj =1,5=1,..,pa Vijk =0proj#k.

Znamena to, ze vektory vy, ..., v, jsou ortonormalni.

Bez jmy na obecnosti pfedpokladame, ze 1, > 1, > ... > 1,..

vznikne jako linearni kombinace znaki X, ..., X, kde koeficienty této linearni kombinace jsou sou-
fadnice vlastniho vektoru vy, tedy
Y1 = V11X1 + ...t leXp.
Jeji rozptyl je 1.
Dosadime-li za Xj, ..., X,, vektory pozorovani x;, 1 =1, ..., n, dostaneme Yi= Y115 oo ym)T, kde y; = vi'X,.

vznikne jako linearni kombinace znakl X, ..., X,,, kde koeficienty této linearni kombinace jsou sou-
fadnice vlastniho vektoru v,, tedy
Yz = V21X1 + ...+ Vszp.

Jeji rozptyl je L.
Ptitom v,'v, = 0, tj. 1. a 2. hlavni komponenta jsou linearné nezavislé.
Dosadime-li za Xj, ..., X,, vektory pozorovani x;, 1= 1, ..., n, dostaneme Y2 = (Y21, «-es yZH)T, kde yy; = v, ' X;.

vznikne jako linearni kombinace znaka X, ..., X, kde koeficienty této linearni kombinace jsou sou-
fadnice vlastniho vektoru v;, tedy
Yj = Vj1X1 + ...+ Vijp.
Jeji rozptyl je I;. Pfitom VjTVk =0, j=1, ..., k-1, tj. j-ta hlavni komponenta je linearn¢ nezavisla se vSemi ostatnimi hlavnimi
komponentami.
Dosadime-li za X4, ..., X, vektory pozorovani x;, 1 = 1, ..., n, dostaneme Vi = (Yits .., Yin) > kde yii = vi'X;.



Lze dokazat, Ze celkova variabilita obsazena v datech je rovna stopé matice S, tj. souctu vlastnich ¢isel 1, + ... + 1.

1. hlavni komponenta tedy vyCerpava 1#— 109 celkove variability.
1 qeen

Pokud je Cislo 1L— dostatecné blizké 1, znamena to, ze 1. hlavni komponenta dobfe nahrazuje cely datovy soubor. Je-
+ 4

li toto Cislo podstatné mensi nez 1, musime vzit tolik hlavnich komponent, aby jejich soucet déleny stopou matice S byl do-
statecné& blizky 1.

(V mnoha aplikacich se stava, Ze 1 pii velkém poctu znaki staci pomérné maly pocet hlavnich komponent.)

Znazornime-li rozmisténi objektl na ploSe prvnich dvou hlavnich komponent, miizeme poznat, které objekty se fadi do sku-
pin neboli shlukd.

(Pted provedenim metody hlavnich komponent je tieba se rozhodnout, zda budeme pracovat s piivodnimi hodnotami znakt
nebo standardizovanymi hodnotami.)

Dilezité upozornéni: Proménné X, ..., X, musi byt mezi sebou dostatecné korelované, jinak metoda hlavnich komponent
neda dobré¢ vysledky.

\Z
Koeficient korelace i-t¢ho znaku X; s k-tou hlavni komponentou Yy 1ze vyjadrit jako R@,K\: :

§
p :
Reprodukce vychozi kovariancni matice: plati vzorec S ']}ViViT (tzv. spektralni rozklad matice S).
il
Rozhodneme-li se uvazovat pravé m hlavnich komponent (m < p), pak pomoci tohoto vztahu mizeme posoudit, jak téchto
m hlavnich komponent reprodukuje rozptyly a kovariance piivodnich proménnych. Lze posoudit 1 rezidudlni matici, tj. mati-
ci, kterou ziskame jako rozdil vychozi kovariancni matice a reprodukované kovarian¢ni matice.



Doporuceny postup pri analyze hlavnich komponent
a) Provedeme tabulkové a grafické zpracovani datového souboru, abychom se bliZze seznamili s daty.

b) Sestavime korelacni matici a proveéfime, zda jsou korelace natolik siln€, aby mélo smysl provadét analyzu hlavnich
komponent.

¢) Rozhodneme, kolika hlavnimi komponentami 1ze popsat datovy soubor bez podstatné ztraty informace. Oznacme tento
vhodny pocet jako m. Pfi stanoveni m miiZeme pouzit tato pomocna kritéria:

o - za m volime pocet téch vlastnich ¢isel matice R, ktera jsou vétsi nez 1.

o (scree test) — graficka metoda, ktera spociva v subjektivnim posouzeni vzhledu sutinoveého grafu (scree
plot), tj. grafu znazoriiujiciho velikosti sestupné uspofadanych vlastnich ¢isel matice R. Objevi-li se v grafu urcité
zplosténi, pak za m vezmeme to potadove Cislo, kde se zplosSténi projevilo.

o . PoZzadujeme, aby vybrané hlavni komponenty
vysvétlily aspont 70% celkového rozptylu.

o . Pozadujeme, aby prvky rezidudlni matice byly co
moznd nejmensi.

d) Pokusime se o interpretaci prvnich m hlavnich komponent. Zkoumame pfitom, jak jsou jednotlivé vybrané hlavni
komponenty utvotfeny z piivodnich znak a jak s nimi koreluji.

e) Vypocitame vektory soutfadnic a nasledné sestrojime dvourozmérné teCkové diagramy.



Pro nas datovy soubor obsahujici vysledky 6 zakl ve 4 testech nejprve zndzornime data pomoci krabicovych diagrami: Gra-
fy — 2D Grafy — Krabicové grafy — zvolime Vicendsobny — Proménné - Zavisle proménné X1-X4 — OK — OK
Kencow g Zvicepanemich
masAE
Meien Kebice 26/ Siaka Resshreaden

| ]

2 o o M,
L L T Rosehresien
o ,e
0 5 o3 = Edreny

Nyni vypocteme korela¢ni matici: Statistiky — Vicerozmérné prizkumné techniky — Hlavni komponenty & klasifika¢ni ana-
Iyza — Proménné X1 az X4, OK — OK — Popisné statistiky — Korela¢ni matice

_[Korelace (pca.sta)
Promé| X1 XZ X3 X4
X1 1,000 0,900 0,6/2 0U,6/0
X2 0,900 1,000 0,958 0,820
X3 0,872 0,958 1,000 0,893
X4 0,870 0,820 0,893 1,000




Déle vypocteme vlastni ¢isla a procento vysvétleného rozptylu: na zaloZce Zakladni vysledky vybereme Vlastni Cisla.
[asini CIsTa Koreigcni,matice a SC
ouze akiiv. promenné

VI. CI§ 70 CEK IlcKumuile
Poradi rozpt\ v n}:ll'ls 52
9,001971,08 o,0b1 Y1,0.
U,188 4,/1. 3,860U Yb,Z.
U,134

U,U1o

J,30 3,984 YY,0l
U,39t 4,00U 100,U

£ UNS

Vidime, Ze 1. vlastni ¢islo 1; = 3,66, tedy 1. hlavni komponenta vycerpava 91,5% variability dat,

2. vlastni ¢islo I, = 0,19, 2. hlavni komponenta vycerpava 4,7% variability dat atd.

Podle Kaiserova kritéria by sta¢ilo uvazovat pouze 1. hlavni komponentu, protoze pouze prvni vlastni Cislo je vétsi nez 1.
Kwvili zndzornéni objektl vSak budeme uvazovat prvni dvé hlavni komponenty.

Dale vypocitdme vlastni vektory: na zalozce Proménné vybereme Vlastni vektory
¥|astn| VEKIOry Korglacni m

_|Pouze aktiv. promenne
Promé[ FaKiol FaKIiol FaKIio[ FaKIio!
Al -0,4Y¢ -0,000 U,817 -U,Z26¢
A2 -U,0U¢ U,0824 -U,U8¢ U,034
A3 -U,0U¢ U,189 -U,038t -U,b4<
A4 -0,48¢ -U,/Y1-0,18/ U,314

1. hlavni komponenta:

Y1 = -0,49X1 -0,5X2 — 0,5 1X3 — O,49X4,

2. hlavni komponenta:

Y, =-0,0005X; +0,58X, + 0,19X;5 — 0,79X, atd.



Sutinovy graf (scree plot):
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V sutinovém grafu nastava vyrazné zplosténi po 1. vlastnim ¢isle.

Vypocet koeficientl korelace 1. a 2. hlavni komponenty a ptivodnich Ctyt proménnych: na zaloZce Proménné vybereme
Korelace faktorti & proménnych

Prome| Fakiol Fakiol
X1 -0,90¢ -0,000
X2 -0,908 0,252
X3 -0,97¢ 0,080
X4 -U,93¢ -0,54:¢

Vidime, ze 1. hlavni komponenta vysoce zaporné koreluje se vSsemi proménnymi. 2. hlavni komponenta slabé kladné
koreluje s druhou proménnou a stfedné siln¢ zaporné koreluje s treti promeénnou.



Podivejme se rovnéZ na vektory soutadnic (v systému STATISTICA se jim tika faktorové soutadnice ptipadll): na zaloZce
Ptipady vybereme Faktorové soutfadnice ptipadu.

Prip;/Fakio] FaKiol
1 -2,94 0,504
2 -2,90 -0,3/&
3 1,000 0,38/
4 1,290 0,434
o) 1,07% -0,301
b 1,53. -0,42(

Znazornéni objektd (Zakil) na ploSe prvnich dvou hlavnich komponent:
0,8 T T + - " " " "

0,6
04 1 >

0,2

00| e oo

Faktor 2: 4,72%

-0,2
-0,4 o o 6

-0,6

-0,8
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Faktor 1: 91,54%




Shlukova analyza

Cil shlukové analyzy

Cilem shlukové analyzy je roztiidéni n objektl, z nichz kazdy je popséan p znaky, do n¢kolika pokud mozno stejnorodych (homogennich) skupin
(shlukd, clustertt). Pozadujeme, aby objekty uvnitt shlukti si byly podobné co nejvice, zatimco objekty z riiznych shlukli co nejméné. Presny po-
cet shluki vétSinou neni presné znam.

Shlukové analyza nachéazi uplatnéni v celé fad¢ oborii, napt. v biologii. U n populaci zméfime p biometrickych charakteristik a zjistujeme, zda
urcité skupiny populaci tvoii shluky.

Shlukovéa analyza je ovSem prizkumovou metodou a méla by slouzit jako urcité voditko pii dalSim zpracovani dat.

Podobnost objekti

Podobnost (¢i rozdilnost) objektl posuzujeme pomoci riiznych mér vzdalenosti. Pro znaky intervalového ¢i pomérového typu nejcastéji pouzi-
vame .

Necht k-ty objekt je popsan vektorem pozorovani xi = (Xgj, ..., xkp)T a I-ty objekt vektorem x; = (xy, ..., le)T.

Euklidovska vzdalenost k-t¢ho a 1-té¢ho objektu:

I'p
di_ $% %7
'J: { J

Vzdalenosti vypoctené pro vSechny dvojice objektii se uspotadaji do . Je zfeymé, Ze je to Ctvercova symetricka matice, ktera
ma na hlavni diagonale nuly.

Matice euklidovskych vzdalenosti pro datovy soubor s udaji o 6 Zacich:

Statistiky — Vicerozmérné prizkumné techniky — Shlukova analyza — Spojovani (hierarchické shlukovani) — OK — Proménné X1 — X4 — OK —na
zalozce Detaily vybereme Shlukovat Ptipady (fadky) — OK — na zaloZce Detaily vybereme Matice vzdalenosti.

_. |[EUKIId. vzdalenostl
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Hierarchické shlukovani

Pt1 aplikacich shlukové analyzy se nejcastéji pouziva . Jeji princip spociva

v postupném slu¢ovani objektii, a to nejprve nejblizsich a v dalSich krocich pak stale vzdalenéjSich.

1. krok: Kazdy objekt povazujeme za samostatny shluk.

2. krok: Najdeme dva shluky, jejichZ vzdalenost je minimalni.

3. krok: Tyto dva shluky spojime v novy, vétsi shluk a piepocitdme matici vzdalenosti. Jeji fad se snizi o 1. Vratime se na 2.
krok.

Funkce algoritmu konci, az jsou vSechny objekty spojeny do jediného shluku.



Vzdélenost mezi shluky se pocita riznymi zptisoby. Uvedeme tfi z nich.

a) : Vzdalenost mezi dvéma shluky je minimem ze vSech vzdalenosti mezi jejich objekty.

b) : Vzdalenost mezi dvéma shluky je maximem ze vSech vzdalenosti mezi jejich objekty.




Vysledky aglomerativni hierarchické procedury se zpravidla znazoriuji pomoci . Je to graficky zndzornéna
posloupnost dvojic xl\ - ’ ,kde |, * je neklesajici posloupnost urovni spojovani a S je roztiidéni objekti
odpovidajici urovni v, i=1, .

Priklad dendrogramu:

~®®@??

1 2 3 4
V levém sloupci jsou jednotlivé objekty, dalsi sloupce reprezentuji shluky, do nichZ byly objekty zatazeny a délky car
ptedstavuji vzdalenosti mezi shluky.

Poznamka:
Hierarchické shlukové analyza miiZe byt pouzita nejen na shlukovani objektti, ale téz na shlukovéni znaki.

je standardni vystup hierarchickych shlukovacich metod, z n¢hoz je zjevna struktura
objektl ve shlucich.

odhaluje nejcastéji dvojice €1 trojice (vSeobecné m-tice) znaki, které si jsou velmi podobné
a siln¢ spolu koreluji. Znaky, které jsou ve spole¢ném shluku, si jsou zna¢ne podobné a jsou tudiz vzajemné nahraditelné.
To mé zna¢ny vyznam pri planovani experimentu - nékteré vlastnosti ¢i znaky neni zapotiebi viibec zjiStovat ¢i méfit,
protozZe jsou snadno nahraditelné jinymi znaky a nemaji velkou vypovidaci hodnotu.



Vytvoreni dendrogramu v systému STATSTICA:

- pro metodu nejblizsiho souseda:

Statistiky — Vicerozmérné priazkumné techniky — Shlukova analyza — Spojovani (hierarchické shlukovani) — OK —
Proménné X1 — X4 — OK — na zdloZce Detaily vybereme Shlukovat Piipady (fadky), pravidlo slu¢ovani ponechame
Jednoduché spojeni, miru vzdalenosti ponechame Euklidovské vzd. — OK — Horizontalni graf hierarch. stromu

- pro metodu nejvzdalengjsiho souseda: na zaloZce Detaily vybereme pravidlo slu¢ovani Uplné spojent,

- pro metodu Uplné vazby: Na zdlozce Detaily vybereme pravidlo slu¢ovani Nevazeny primér skupin dvojic.

. oGl . deyeno6oTe S, oGl
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Vidime, ze vysledky vSech tii metod jsou velmi podobné a odpovidaji rozmisténi objektti (zakti) na plose prvnich dvou
hlavnich komponent.
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Priklad: UvaZzme datovy soubor s udaji o 26 evropskych statech. Tento datovy soubor budeme analyzovat metodou
hlavnich komponent a nasledné provedeme shlukovou analyzu.

Provedeni PCA

Nejprve pomoci korela¢ni matice posoudime, zda ma smysl aplikovat PCA.

Statistiky — Vicerozmérné prizkumné techniky — Hlavni komponenty&klasifikacni analyza — Proménné X1 az X19, OK —
OK — Popisné statistiky — Korela¢ni matice.

“TKorelace (staly1979.sa)
Promé& X1 X2 X3[ X&4 X5] X6 X/ X8 XY
X1 T,C 0,0 -U,¢ -0, -0,' -0,. -U,. -0, -0,
X2 0, 1. 0,4 0,2 -0 -0 -0« 0.2 0,1
X3 Ut 04 1. 0z 0,2 0,2 -0 0,1 0.:
X4 -0« 04 0z 1, 0L 0z 0,1 01 0.
X5 -0 -0, 04 0L 1.L 0z 0L 01 0
X6 0., -0¢ 02z Oz 0 1. 0z 0% 0.1
X/ 0. -0 -0, 01 0. Uz 1L 01-0;
X8 0., -0: 0,1 01 0.1 0 01 1.L 0
X9 0! 0,1 0z 0 0z 01-0: 0% 1.

Nékteré korelacni koeficienty jsou v absolutni hodnoté dostatecné velké a ziejmé tedy bude mit smysl provést analyzu
hlavnich komponent.



Nyni ziskame vlastni ¢isla vybérové korelacni matice a procento vysvétleného rozptylu: na zalozce Zakladni vysledky
vybereme Vlastni ¢isla.

j VI. cif % celKumula/Kumula
Poradi rozpty vl.Cisll %
( 3,466 3851 3,406 38,5
2 2135 23./2 5601 622
3 1115 12,39 b6./1/ (40.
4 U,98Y 10,99 7,706 39,0
o) U,93Y 95,99 8,245 91,0°
o U,382 4,24¢ 08,02/ Y9,3¢t
/4 0,233 2,99° 08,801 Y3,4:
8 0,138 1,54¢ 9,000 100,0

Prvni hlavni komponenta tedy vysvétluje 38,52% variability obsaZzené v deviti sledovanych proménnych, druhd 23,72%,
treti 12,40% atd. Celkové procento variability vysvétlené prvnimi tfemi hlavnimi komponentami je 74,63%.

Sestrojime sutinovy graf (scree plot): na zalozce Zakladni vysledky vybereme Sutinovy graf.
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Pocet m hlavnich komponent zvolime tii. V nabidce Vysledky hlavnich komponent snizime pocet faktorti na 3.



Vypocteme korelacni koeficienty prvnich tfi hlavnich komponent a ptivodnich deviti proménnych: na zéloZzce Proménné
vybereme Korelace faktori & proménnych.

_|KRorelace 1akioru a promennych (1akior. zaieze) |
Prome| Fakioi[ Fakioi Fakioi
Al U,9/0 0,001 -0,04%
X2 -0,00C 0,901 0,210
X3 -0,0602 0,013 0,112
X4 -0,4/4 0,3/8 0,04Y
XO -U,09¢ 0,073 -U,3U4
XO -0,6Y9¢ -U,01¢ U,11Y
i -U,13¢c -U,bbe U,08Y
X3 -U,72/1 -0,32/ -0,291
XY -0,684 0,304 -U,33/
Graficky lze zn4zornit souvislost mezi novymi proménnymi (napt. 1. a 2. HK) a piivodnimi proménnymi X1, ..., X9 takto:

na zaloZce Proménné vybereme 2D graf fakt. soufadnic prom. - Osa x: Faktor I, Osa y: Faktor 2 - OK. Na ose x budou
soufadnice vstupnich proménnych vzhledem k prvni hlavni komponenté€, na ose Y vzhledem ke druhé komponent¢.
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1. HK vysoce kladné€ koreluje s proménnou X1, tj se zemédélstvim a negativné

s proménnou X8 — sluzby. JelikoZ je podil lidi v zem&dé&lstvi a ve sluzbach obecné
povazovan za urcité métitko vyspélosti zemé€, mizeme prvni komponentu
interpretovat jako miru zaostalosti/vyspélosti.

2. HK vyrazné& pozitivné koreluje s t¢Zebnim primyslem, energetikou a
zpracovatelskym priimyslem. Negativné koreluje se sluzbami a financni sférou.
Budeme ji proto interpretovat jako miru toho, nakolik se zemé& orientuje na
pramyslovou vyrobu. (Ne vZdy maji komponenty takto jasnou interpretaci. Jsou
jen jistou matematickou transformaci vstupnich proménnych, ktera mtize a
nemusi odraZet n¢jakou redlnou vlastnost objekti!).



Podivejme se rovnéz na vektory soutfadnic (v systému STATISTICA se jim fiké faktorové soutadnice ptipadll): na zalozce
Ptipady vybereme Faktorové soutadnice ptipadu.

Pripad FaKio Fakio Fakio
Belgie -1,68. -1,201 U, 16¢
Dansko  |-U.90 -2.05 -U,85
Francie  |-0./4 -1,111 0,38¢
ZapaNeckc| -0,85 -0.03 0,56+
Irsko 0,11° -0.40 0,53
ltalle -0,36. -0, 74" -1,29
Lucemburs|-1,04! U, /4. 0,46.
Nizozemsk(-1,65 -1,98 -0,08
Velka Brital-1,61. -U,39 1,35l
Rakousko |-1,01 0,16 1,16
FINSKO 097, -0,73 0,54«
Recko 207" -0.33 -0,92
Norsko  |-1,66 -1.05 -1.14
Portugalsk( 0,99, -0, /4 -0./5
Spanelsko | U,43. -0.60. 0,31t
Svedsko |[-1,07. -1.55 -0,22
Svycarsko |-1,04 -0./4 0,28
lurecko | 6,19 -1.04 -0,64.
Bulharsko | U.6/¢ 1,48 -1.03
Ceskoslove| -U,481 2.63¢ 0,0/¢
VychaNeck|-1,/31 2,734 0,26
Madarsko |-U/5/: 3,078 1,09
Polsko 1,08t 1.8/ -U 54
Rumunsko | 2,01¢ 1,5/% -0.48
Sovetsky s|-U,04 1,26 -2,30
Jugoslavie | 3,8/t -U,/8 3,0/~

1. HK vysoce kladné koreluje s proménnou X; (zemédélstvi) a zdporné se viemi
ostatnimi proménnymi. Tato hlavni komponenta tedy rozliSuje zemé na zemed¢€lské
a prumyslové. PovSimnéte si, Ze soufadnice této hlavni komponenty jsou nejvyssi u
Turecka (6,2) a Jugoslavie (3,9).

2. HK vysoce kladn¢ koreluje s proménnou X, (t€zba) a podstatné slabéji
s proménnou X; (primyslova vyroba). Vysoké hodnoty soufadnic této hlavni
komponenty najdeme u Mad’arska, Vychodniho Némecka a Ceskoslovenska.

3. HK sttedné siln€ koreluje s proménnou X, (energetika) a X; (finan¢ni sektor).
Nejvyssi hodnotu najdeme u Jugoslavie.



Nyni zndzornime rozmisténi zemi na plose prvnich dvou hlavnich komponent:
Na zélozce Ptipady vybereme 2D graf fakt. Soutadnic pftip.
Hadoegiplicoiadooeniry (11X 2
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Staty napravo jsou staty s vysokym podilem zeméd¢€lstvi. Vyniké zde zejména Turecko a Jugoslavie. VSechny staty obvykle
povazované za ekonomicky vyspé€lé jsou naopak na levé stran€. Jsou to staty, kde je nizsi podil osob zaméstnanych v
zemédé€lstvi, zato vyssi podil osob pracujicich ve sluzbach. Je zde také hezky vidét zaméfeni zemi tehdejSiho socialistického
bloku na primyslovou vyrobu - horni ¢ast grafu. A naopak severské staty a staity Beneluxu orientované na financni a dalsi
sluzby v dolni ¢asti.



Provedeni shlukové analyzy
Statistiky — Vicerozmérné prizkumné techniky — Shlukové analyza - Spojovani (hierarchické shlukovani) — OK - Proménné
X1 az X4, OK, Detaily - Shlukovat ptipady (fadky) — Pravidlo slu¢ovani: Nevazeny prumér skupin dvojic — Miry vzdale-
nosti: Euklidovskeé vzdalenosti - OK — Horizontélni graf hierarch. stromu.
Jr. dagarpobipel
Neaay pung skpndaic
HHKid vatecd

5 0 65 D 25 I D 40 b
\zHatd gge
Ukazuje se, ze zemé se déli do tfi skupin: prvni skupinu tvofi rozvinuté demokratické zemé spole¢né s NDR, druhou skupi-

nu socialistické zemé s Irskem, Portugalskem a Spanélskem a tfeti Recko s Jugoslavii. Turecko se chova jako singularni en-
tita.




Zakladni pojmy matematické statistiky I

Motivace:

Matematicka statistika je véda, ktera analyzuje a interpretuje data pfedevsim za ucelem ziskani predpovédi a zlepSeni rozho-
dovani v riznych oborech lidské ¢innosti. Pfitom se fidi principem statistické indukce, tj. na zakladé znalosti o ndhodném
vybéru z urcitého rozlozeni pravdépodobnosti se snazi ucinit zavery o vlastnostech tohoto rozlozeni.

Ustfednim pojmem matematické statistiky je tedy pojem ndhodného vybéru.

Osnova:
- ndhodny vybér z jednorozmérného a vicerozmérného rozlozeni
- statistika jako funkce nahodného vybéru

- bodov¢ a intervalové odhady parametrti a parametrickych funkci



Definice nahodného vybéru:

a) Necht X, ..., X, jsou stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny, které maji viechny stejné rozloZzeni L( q). Rekneme, Ze
Xy vy Xy J€ Q)- (Ciselné realizace X, ..., X, ndhodného vybéru X, ..., X,
uspotradané do sloupcového vektoru odpovidaji datovému souboru zavedenému v popisné statistice.)

b) Necht' (X,Y)), ..., (X4, Y,) jsou stochasticky nezavislé dvourozmérné ndhodné vektory, které maji vSechny stejné
dvourozmérné rozlozeni L,( q). Rekneme, Ze (X;,Y1), .., (Xa, Yy) je

Q)- (Ciselné realizace (X1,y1), ..., (Xn,¥n) Ndhodného vybéru (X,Y)), ..., (X, Yn)
uspotradané do matice typu 2 _n odpovidaji dvourozmérnému datovému souboru zavedenému v popisné statistice.)

c) Analogicky lze definovat p-rozmérny Q)-

Definice statistiky:
Libovolna funkce T = T(X|, ..., X,) ndhodného vybéru Xy, ..., X, (resp. T = T(X},Y}, ..., Xy, Y,) ndhodného vybéru (X,,Y;),
ey (X4, Y1) s€ nazyva (vyberova)



Definice dilezitych statistik:
a) Necht’ Xy, ..., X,, je ndhodny vybér, n > 2.

n

OnaémeM—fllS}li... 2=—1_1_X 1\/12 ,S=J§ ..
Pro libovolné, ale pevné dané realné Cislo x je statistikou téz hodnota El(X): | C&I’QX <
b) Necht’ je dano r > 2 stochasticky nezavislych ndhodnych vybéra o rozsazich n; >2, ..., n, > 2. B
Celkovy rozsah je N__ ‘q
Oznaéme M,, ..., M, Vj}l_bérové praiméry a S%, ..., S, vyb&rové rozptyly jednotlivych vybéra. Necht ¢, ..., ¢, jsou realné
konstanty, aspoii jedna nenulova.

r S

oM. B CDE

11
= 4

c¢) Necht (X1,Y)), ..., (X, Y,) je ndhodny vybér z dvourozmérneho rozloZeni o rozsahu n

3 In I
Oznacme M:n S}i, M:ni_ . vyberoveé priméry, Sz \—‘X M Sz _n11T Y M\zvyberove rozptyly.

_ 12y My M- :[SsprSS G
271 1) .X_M(Y_M'" e ﬁlOJmak

Pro libovolnou, ale pevné zvolenou dvojici redlnych cisel x,y je statistikou téZ hodnota

Bxy_ cardX . "



Upozornéni: Ciselné realizace statistik M, S%'S, S1o, Rp» odpovidaji ¢iselnym charakteristikdim m, s%,'S, S12, T2 zavedenym
v popisné statistice, ale u rozptylu, smérodatné odchylky, kovariance a koeficientu korelace je multiplikativni konstanta

——, nikoliv fll’ jak tomu bylo v popisné statistice. Jak uvidime pozd¢ji, uvedené ¢iselné realizace mohou byt povazovany

n

za odhady ciselnych realizaci ndhodnych veli¢in zavedenych v poc¢tu pravdépodobnosti.
Charakteristika | PocCet Matematicka | Popisna
vlastnosti pravdépodobnosti | statistika statistika
poloha E(X)=pn M m
variabilita D(X)=0" S* n_
variabilita JDX_ S n_

B u

spoleéné C(Xl, Xz) =012 Slz n_
variabilita -
tésnost vztahu | R(X;, Xp)=p Ry, 2
rozloZeni D(x) F.(x) F(x)




Priklad (vypocet realizaci vybérového priméru, vybeérového rozptylu a hodnot vybérové distribu¢ni funkce):
Desetkrat nezavisle na sobé byla zméfena jistd konstanta p. Vysledky méteni byly: 2 1,8 2,1 2,4 1,9 2,1 2 1,8 2,3 2,2.

Tyto vysledky povazujeme za ¢iselné realizace ndhodného vybéru X, ..., X;o. Vypoctéte realizaci m vybérového priméru
M, realizaci s vyb&rového rozptylu S?, realizaci s vybérové smérodatné odchylky S a hodnoty vybérové distribuéni funkce
Fvl()(X).
Resem
e 2. Lo e R 20T T2 T06 4
+++—— - = -, rr+ "+ + 7= 77" =
_;— . - —Fd s Fod y
V40_"2011

Pro usnadnenl vypoctu hodnot vybéroveé distribucni funkce F,y(x) uspotaddme méfeni podle velikosti:
1,8 1,8 1,9 2 2 2,1 2,1 2,2 2,3 24.
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Priklad (vypocet realizace vyberového koeficientu korelace):

U 11 nahodné vybranych aut jisté znacky bylo zjisStovano jejich stafi (nahodna velic¢ina X — v letech) a cena (ndhodna veli-
Cina Y — v tisicich K¢). Vysledky:

(5, 85), (4, 103), (6, 70), (5, 82), (5, 89), (5, 98), (6, 66), (6, 95), (2, 169), (7, 70), (7, 48).

\v/ypoététe a interpretujte ¢iselnou realizaci r;, vybérového koeficientu korelace Ry,.

Reseni:

v LR

S’ i—fv ﬁ\ f+ b - 280
S?_ UE igg n l—‘ “,&3\ " 785

1 S

o= I m\: 357700 T KD TRO33_ B
< 4 82/ 9 _

Mezi ndhodnymi veli¢inami X a Y existuje silnd nepfima linearni zavislost. Cim starsi auto, tim niZsi cena.



Bodové a intervalové odhady parametri a parametrickych funkci

Vychazime z nahodného vybéru X4, ..., X, z rozloZeni L( q), které zavisi na parametru q. MnozZinu vSech piipustnych hod-
not tohoto parametru ozna¢ime E. Tato mnozina se nazyva ). .
Napf. je-li X|, ..., X, ndhodny vybér z rozlozeni N(p,0°), pak Q a v tomto ptipad¢ parametricky prostor E =

— 2 Qoo-

Parametr q nezname a chceme ho odhadnout pomoci daného ndhodného vybéru (ptipadné chceme odhadnout néjakou

h( q)).

parametrické funkce h( q) je statistika T,, = T(X|, ..., X,,), ktera nabyva hodnot blizkych h( q), at’ je hod-
nota parametru q jakakoliv. Existuji rlizné metody, jak konstruovat bodové odhady (napf. metoda momenti ¢i metoda ma-
ximalni vérohodnosti, ale témi se zde zabyvat nebudeme) a také rizné typy bodovych odhadii. Omezime se na odhady ne-
stranné, asymptoticky nestranné a konzistentni.

parametrické funkce h( Q) rozumime interval (D, H), jehoZ meze jsou statistiky
D =D(Xi, ..., X,), H=H(Xj, ..., X;) a ktery s dostatecné velkou pravdépodobnosti pokryva h( q), at’ je hodnota parametru q
jakakoliv.



Typy bodovych odhadu

Necht’ X4, ..., X, je nahodny vybér z rozlozeni L( q), h( ) je parametricka funkce, T, Ty, T, ... jsou statistiky.

a) Rekneme, Ze statistika T je parametrické funkce h( q), jestlize
o E(T) =h( ).
(Vyznam nestrannosti spociva v tom, Ze odhad T nesmi parametrickou funkci h( q) systematicky nadhodnocovat ani
podhodnocovat. Neni-li tato podminka splnéna, jde o vychyleny odhad.)

b) Jsou-li Ty, T, nestranné odhady téze parametrické funkce h( q), pak fekneme, Ze T, je nez T, jestlize
o/ D(T,) < D(T>).
c) Posloupnost 1; qs€ nazyva parametrické funkce h( q), jestlize

v i) g
(Vyznam asymptotické nestrannosti spoc¢iva v tom, Ze s rostoucim rozsahem vybéru klesa vychyleni odhadu.)
d) Posloupnost 3; o1se nazyvé parametrické funkce h( q), jestlize

\/ th‘[’]; 9 ]
(Vyznam konzistence spociva v tom, Ze s rostoucim rozsahem vybéru klesa pravdépodobnost, Ze odhad se bude
realizovat ,,daleko* od parametrické funkce h( q).)

Lze dokazat, Ze z nestrannosti odhadu vyplyva jeho asymptotickd nestrannost a z asymptotické nestrannosti vyplyva
konzistence, pokud posloupnost rozptyli odhadu konverguje k nule.



Vlastnosti dulezitych statistik

a) Ptipad jednoho nahodného vybéru: Necht' X, ..., X, je ndhodny vybér z rozloZeni se stiedni hodnotou p, rozptylem 6° a
distribuéni funkci @(x). Necht’ n > 2. Oznaéme M, vybérovy pramér, S,> vybérovy rozptyl a pro libovolné, ale pevné dané
X —  oznaéme F,(x) hodnotu vybérové distribuéni funkce. Pak pro libovolné hodnoty parametrti it , 6° a libovolné, ale
pevné dané realné Cislo x plati:

E(M,) = u,_

DM,)=0C,
11

E(S») = o, )

D(S,Y) = Yo - , kde y4 je 4. centralni moment,
11 ‘J_ !

E(Fu(x)) = P(x),

DEx~—> —»
n(( = s
Znamena to, e M, je nestrannym odhadem i, S,” je nestrannym odhadem o°, pro libovolné, ale pevné dané X _ je vybé-

rova distribu¢ni funkce F,(x) nestrannym odhadem ®(x).
Posloupnost M 1 je posloupnost konzistentnich odhadi p,

SIZ 11 je posloupnost konzistentnich odhadi G,
pro libovolng, ale pevné dan¢ X . je E()Q o posloupnost konzistentnich odhadi ®(x).



[lustrace:

Vlastnosti vybérového priiméru a vybérového rozptylu budeme ilustrovat na ndhodném vybéru rozsahu 100 z rozlozeni
Rs(0,1). V tomto piipadé E(X;) =1/2, D(X;) =1/12,i=1, ..., 100. Pomoci systému STATISTICA vygenerujeme pro kazdou
z ndhodnych veli¢in Xy, ..., Xjo9 100 realizaci a ulozime je do proménnych vy, ..., vig. Déle vypocCitdme primér a rozptyl
téchto realizaci, uloZime je do proménnych PRUMER a ROZPTYL. Graficky znazornime hodnoty nékteré z proménnych
Vi, ..., Vigo (napf. v;) a hodnoty proménné PRUMER:
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Vidime, Ze hodnoty proménné v, kolisaji od 0 do 1, zatimco hodnoty proménné PRUMER se nachazeji v uzkém pasu kolem
1/2.

Dale vypocteme prumér a rozptyl napt. proménné vl a proménné PRUMER a dale vypocteme praimér proménné
ROZPTYL.

_[Popisne statistiK] _[Popisne statistiK]
Promé|[Prum] Rozpi Promé [ Prum
FProm1| 0,050 0,076 ROZFP 0,063
PRUM| 0,503 0,000

Primér proménné vl by mél byt blizky 0,5, rozptyl 1/12 = 0,083. Primér proménné PRUMER by se mél blizit 0,5, zatimco
rozptyl by mél byt n = 100 x mensi nez 1/12, tj. 0,00083. Déle primér proménné ROZPTYL by se mél blizit 1/12 = 0,083.



Nestrannost vybérove distribu¢ni funkce budeme ilustrovat na ndhodném vybéru rozsahu 1000 z rozlozeni N(0,1). Ziskdme
vybérovou distribuc¢ni funkci tohoto vybéru a jeji graf porovname s grafem distribucni funkce ndhodné veliciny se standar-
dizovanym normalnim rozloZenim. Graf vybérové distribu¢ni funkce ma ¢ernou barvu, graf distribu¢ni funkce standardizo-
vaného normdlniho rozlozeni mé ¢ervenou barvu.

3 2 -1 0 1 2 3 4 5
Rari

Pribéh vybérové distribucni funkce Fggo(x) je velmi podobny prubé¢hu distribucni funkce ®(x). Pokud bychom postup zo-
pakovali s podstatné mensim rozsahem ndhodného vybéru (napt. n = 100), prib&h obou funkei by se 1isil vyraznéji:




b) Pfipad r > 2 stochasticky nezavislych ndhodnych vybér: Necht X,. .,Xln, ey Xloe ,Xﬂ je r stochasticky nezavislych
nahodnych vybéri o rozsazich n, >2, ..., n,> 2 z rozloZeni se stfednimi hodnotami p, ..., 1, a rozptylem o”. Celkovy rozsah

T
je _ 1. Necht' ¢y, ..., ¢, jsou realné konstanty, aspon jedna nenulova. Pak pro libovolne hodnoty parametra p, ..., pi; @ o’

L,
plati:
T T
H M) s,
Y i M

E(S* ) =0.
r

Znamena to, ze linearni kombinace vybérovych priméra Y!‘.‘JM je nestrannym odhadem linedrni kombinace stfednich hod-
B

r <

not Yq u a vazeny prumeér vyberovych rozptyla S ~. o je nestrannym odhadem rozptylu 6°.
J: y - 11

c) Ptipad jednoho ndhodného vybéru z dvourozmérného rozloZeni: Necht' (X;,Y)), ..., (X, Y,) je ndhodny vybér

z dvourozmérného rozloZeni s kovarianci 6, a koeficientem korelace p. Pak pro libovolné hodnoty parametri 6, a p plati:
E(S12) = 012,

E(R;) = p (shoda je vyhovujici pron > 30).

Znamena to, ze vybérova kovariance S, je nestrannym odhadem kovariance ¢1,, avSak vybérovy koeficient korelace R, je
vychylenym odhadem koeficientu korelace p.



Pojem intervalu spolehlivosti

Necht’ X, ..., X, je nahodny vybér z rozlozeni L( q),
h( q) je parametricka funkce,

a (0,1),

D =D(Xj, ..., X,), H=H(Xj, ..., X,) jsou statistiky.

a) Interval (D, H) se nazyva pro parametrickou funkci h( q),
jestlize:ny,  P(D<h(q)<H)>1-o.

b) Interval (D, «©) se nazyva pro parametrickou funkci h( q),
jestlize: P(D <h( q)) > 1-a.

¢) Interval (-c0, H) se nazyva pro parametrickou funkci h( q),

jestlize: P(h( q) <H) > 1-0.
Cislo a se nazyva (zpravidla o = 0,05, mén¢ Casto 0,1 ¢10,01), ¢islo 1 — a se nazyva



Postup pri konstrukei intervalu spolehlivosti

a) Vyjdeme ze statistiky V, ktera je nestrannym bodovym odhadem parametrické funkce h( q).

b) Najdeme tzv. pivotovou statistiku W, kterd vznikne transformaci statistiky V, je monotonni funkci h( q) a pfitom jeji roz-
loZeni je znamé a na h( q) nezavisi. Pomoci zndmého rozloZeni pivotove statistiky W najdeme kvantily w,,

Wi.o2, takze plati: PWoun <W <wign)>1-—0.

c) Nerovnost wy, < W <w,_,, pfevedeme ekvivalentnimi ipravami na nerovnost D <h( q) < H.

d) Statistiky D, H nahradime jejich Ciselnymi realizacemi d, h a ziskame tak 100(1-a)% empiricky interval spolehlivosti, o
némZ prohlasime, ze pokryva h( q) s pravdépodobnosti aspont 1 — a. (Tvrzeni, ze (d,h) pokryva h( q) s pravdépodobnosti
aspon 1 — a je tfeba chapat takto: jestlize mnohonasobné nezavisle ziskame realizace x4, ..., X, nahodn¢ho vybéru X, ...,
X, z rozlozeni L( q) a pomoci kazdé této realizace sestrojime 100(1-0)% empiricky interval spolehlivosti pro h( q), pak
podil poctu téch intervali, které pokryvaji h( q) k poctu vSech sestrojenych intervali bude ptiblizné 1 — a..)

[lustrace: Jestlize 100x nezavisle na sobé uskutenime ndhodny vybér z rozlozeni se sttedni hodnotou p a pokazdé sestroji-

me 95% empiricky interval spolehlivosti pro p, pak piiblizné v 95-ti ptipadech bude lezet parametr p v intervalech spolehli-

vosti a asi v 5-ti ptipadech interval spolehlivosti p nepokryje.

Volba oboustranného, levostranného, nebo pravostranného intervalu zavisi na konkrétni situaci. Napi. oboustranny interval
spolehlivosti pouzije konstruktér, kterého zajima dolni 1 horni hranice pro skutecnou délku p néjaké soucastky. Levostranny
interval spolehlivosti pouzije vykupc¢i drahych kovil, ktery potiebuje znat dolni mez pro skutecny obsah zlata p v kupova-
ném slitku. Pravostranny interval spolehlivosti pouZzije chemik, ktery pottebuje znat horni mez pro obsah necistot p v analy-
zovaném vzorku.



Piiklad: Necht' Xy, ..., X, je ndhodny vybér z rozloZeni N(u,6%), kde n > 2 a rozptyl 6> zname. Sestrojte 100(1-0))% interval
spolehlivosti pro nezndmou stfedni hodnotu p.

Reseni: V tomto piipadé parametricka funkce h( q) = p. Nestrannym odhadem stiedni hodnoty je vybérovy primér M =

n
= Y){ Protoze M je linearni kombinaci normalné rozlozenych nahodnych veli¢in, bude mit také normalni rozloZeni se
sttedni hodnotou E(M) = p a rozptylem D(M) = G . Pivotovou statistikou W bude standardizovand nahodna veli€ina
11
N/

U_ — ~N(o,D).
-~ O

YR |
Kvantil Wy, = Ugn = -U1g2, Wiz = Up_gp.

( )

M N - i
v 1 =0<P(upn<U<upypn)= B_ul_ e — Won i :P M U 2 M_|_ P U /2\-
| 75 ~ | N n n }
\ vl )
Meze 100(1-0)% intervalu spolehlivosti pro stiedni hodnotu p pii zndamém rozptylu o tedy jsou:

DZN_{1_3H=N; e
P11 konstrukcei jednostrannych intervall spolehlivosti se riziko nepiili, tedy 100(1-a)% levostranny interval spolehlivosti pro

},LJG(M »ul ,)Oapravostrannyje( M .ul\

Dosadlme li do vzorct pro dolni a homl mez Ciselnou reahzac1 m vybérového priméru M, dostaneme 100(1-a)% empiricky
interval spolehlivosti. Postup si ukazeme na nasledujicim numerickém prikladu.



Priklad: 10 krat nezavisle na sobé& byla zméfena jista konstanta p. Vysledky méteni byly:

218212419 2,121,8232.2.

Vysledky povazujeme za &iselné realizace nahodného vybéru X, ..., X;o z rozloZeni N(u, 6°), kde p nezname a 6° = 0,04.
Najdéte 95% empiricky interval spolehlivosti pro p, a to

a) oboustranny,

b) levostranny,

Cc) pravostranny.

Reseni:

Vypodéteme realizaci vybérového priméru: m = 2,06. Riziko a je 0,05. V tabulkach najdeme kvantil ug 975 = 1,96 pro obou-
stranny interval spolehlivosti a kvantil ug s = 1,64 pro jednostrann¢ intervaly spolehlivosti.

ada)d=m- -O uy4»=2,06 - %1,96 =1,94

V11
h=m+ -G uy,,=2,06+ uzl,96=2,18
V1l a2 m
1,94 < <2,18 s pravd€podobnosti aspoii 0,95.
adb)d=m- -G u;,=2,06 - QZl,64= 1,96
) V11 i JIT
1,96 <p s pravdépodob(rﬁsti aspon 0,95.
adc)h=m+ -G u;,=2,06+ 1,64=2,16
) V11 i JIT

u < 2,16 s pravdépodobnosti aspoii 0,95.



Siika intervalu spolehlivosti

Necht’ (d, h) je 100(1-a)% empiricky interval spolehlivosti pro h( q) zkonst
hodného vybéru X, ..., X, z rozlozeni L( q).

ruovany pomoci ¢iselnych realizaci xy, ..., X, na-

a) Pfi konstantnim riziku klesa $itka h-d s rostoucim rozsahem nahodného vybéru.

b) Pii konstantnim rozsahu ndhodného vybéru klesa Sitka h-d s rostouc
Ilustrace

im rizikem.

ad a) Grafické znazornéni zavislosti dolnich a hornich meze 95% empirickych intervalt spolehlivosti pro stfedni hodnotu

normdlniho rozloZeni pfi znamém rozptylu na rozsahu nahodného vybéru:
12
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T 2?2 I H D @ 0 D
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D

Sitka intervalu spolehlivosti klesa se zvétSujicim se rozsahem nahodného vybéru, zprvu rychle a pak stale pomaleji.
ad b) Grafické znazornéni zavislosti dolnich a hornich mezi 100(1-a)% empirickych intervala spolehlivosti pro sttedni hod-

notu normalniho rozlozeni pfi zndmém rozptylu a konstantnim rozsahu vyb

%WQ@O@O{BWOQ&QMQ%Q@OEQ
Rarl

Vidime, ze Sitka intervalu spolehlivosti s rostoucim rizikem klesa.

éru na riziku:



Priklad: (stanoveni minimalniho rozsahu vybéru z normalniho rozloZeni)
Necht’ Xj, ..., X, je nahodny vybér z N(, 6°), kde o zndme. Jaky musi byt minimalni rozsah vybéru n, aby $itka 100(1-0)%
empirického intervalu spolehlivosti pro stiedni hodnotu p neptesahla cislo A?

Reseni: Pozadujeme, aby A>h—d =11 4 P _' T '-)_ 'S - Ztéto podminky dostaneme, ze
1
4~ 2

r -
n> ) — -.Zarozsah vybéru zvolime nejmensi piirozené ¢islo vyhovujici této podmince.
— A

vvvvv

loZeni se smérodatnou odchylkou ¢ = 1 m. Kolik méfeni je nutno provést, aby se hloubka stanovila s chybou nejvyse
+ 0,25 m pfi spolehlivosti 0,95?
ReSeni: Hledame rozsah vybéru tak, aby Sitka 95% intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu p neptesdhla 0,5 m. Pfitom ¢
" 2 A ],96 - c
, v 1 ox1z o oz v N y _ , 146., . v x ‘g
zname. Z predeslého piikladu vyplyva, ze 11> — JSZ* — . Nejmensi pocet metfeni je tedy 62.
— A



Zakladni pojmy matematické statistiky 11

Osnova:

Zakladni typy uspotadani pokusi

- jednoduché pozorovani

- dvojné pozorovani

- mnohondsobné pozorovani

Uvod do testovani hypotéz

- nulova a alternativni hypotéza

- chyba 1. a 2. druhu

- testovani pomoci kritického oboru

- testovani pomoci intervalu spolehlivosti
- testovani pomoci p-hodnoty

Testovani normality

- Kolmogoroviiv — Smirnoviiv test a jeho Lilieforsova varianta
- Shapirtv — Wilktv test

- srovnani S-W testu a Lilieforsova testu pomoci simula¢nich studii



Zakladni typy usporadani pokusi

Metody matematické statistiky ¢asto slouzi k vyhodnocovani vysledki pokusii. Aby mohl byt pokus spravné vyhodnocen,
musi byt dobie napldnovan. Uvedeme zde nejjednodussi typy uspoiadani pokust.

Ptredpokladejme naptiklad, Ze sledujeme hmotnostni ptirtistky selat téhoz plemene pii riznych vykrmnych dietach.

a) Néhodna velicina X je pozorovana za tychz podminek. Situace je charakterizovana jednim
nahodnym vybérem X4, ..., X.
Nahodné vylosujeme n selat téhoZ plemene, podrobime je jediné vykrmneé dieté a zjistime u kazdého selete hmotnostni

prirtstek. Tim dostaneme realizaci jednoho ndhodného vybéru.



b) Néhodna veli¢ina X je pozorovana za dvojich riznych podminek. Existuji dvé odliSné usporadani
tohoto pokusu.

situace je charakterizovana dvéma nezavislymi nahodnymi vybéry X}],. .,.X}n]a

Xope X

Nahodné vylosujeme n; a n, selat t¢hoz plemene, nahodné je rozd€lime na dva soubory o n; a n, jedincich, prvni podrobime

vykrmné dieté €. 1 a druhy vykrmné diet€ Cislo 2. Tak dostaneme realizace dvou nezavislych nadhodnych vybért.

situace je charakterizovana jednim ndhodnym vybérem ‘X‘],X}z\,. . ,.‘xﬂ,)%z\

z dvourozmérného rozlozZeni. Piejdeme k rozdilovému nahodnému vybéru Z; = X;; — Xjp,1=1, ..., n a tim dostaneme jedno-
duché pozorovani.

Nahodné vylosujeme n vrhil stejné starych selat téhoz plemene, z kazdého odebereme dva sourozence a nahodné jim piita-
dime prvni a druhou vykrmnou dietu. Tak dostaneme realizaci jednoho dvourozmérného ndhodného vybéru, kde prvni sloz-
ka odpovida prvni diet¢ a druha slozka druhé¢ dieté.

(Parové porovnavani je efektivngjsi, protoze skute¢ny rozdil v i€innosti obou diet je prekryvan pouze ndhodnymi vlivy pii
samotnem krmeni a trvani, kdeZto vliv riznych dédicnych vloh, ktery byl losovanim zndhodnén, je u sourozeneckého paru

selat ¢astecné vyloucen.)



C) Nahodna veli¢ina X je pozorovéna za r > 3 riznych podminek. Existuji dvé odliSna uspota-
dani tohoto pokusu.

situace je charakterizovana r nezavislymi ndhodnymi vybéry )(}],. .,)gnlai )gq,. ,Xﬂ
Néahodné¢ vylosujeme n;, ny, ..., n, selat t€hoz plemene, nahodné¢ je rozdélime na r souborti o n;, ny, ..., n, jedincich, prvni
podrobime vykrmné dieté €. 1, druhy vykrmné dieté ¢islo 2 atd. az r-ty podrobime vykrmné dieté ¢islo r. Tak dostaneme rea-

lizace r nezavislych ndhodnych vybéra.

situace je charakterizovana jednim ndhodnym vybé&rem ‘&1,- . ,)Qr\, . ,-‘X‘,],- . ,‘xﬁr\ z1-
rozmérného rozlozeni.
Nahodn¢ vylosujeme n vrhi stejné starych selat téhoz plemene, z kazdého odebereme r sourozencti a ndhodné jim piiradime
prvni az r-tou vykrmnou dietu. Tak dostaneme realizaci jednoho r-rozmérného ndhodného vybéru, kde prvni slozka odpovi-

da prvni dieté , druha slozka druh¢ dieté atd. az r-ta slozka odpovida r-té dieté.



Uvod do testovani hypotéz

Motivace: Castym ukolem statistika je na zakladé dat ovéfit predpoklady o parametrech nebo typu rozloZeni, z néhoz po-
chazi nahodny vybér. Takovému piredpokladu se fikd nulova hypotéza. Nulova hypotéza vyjadiuje néjaky teoreticky pred-
poklad, Casto skeptick€ho razu a uzivatel ji musi stanovit predem, bez piihlédnuti k datovému souboru. Proti nulové hypoté-
ze stavime alternativni hypotézu, kterd tika, co plati, kdyz neplati nulova hypotéza. Alternativni hypotéza je formulovana
tak, aby mohla platit jenom jedna z téchto dvou hypotéz. Pravdivost alternativni hypotézy by znamenala objeveni né¢jakych
novych skute¢nosti, nebo zdsadné;j$i zmeénu v dosavadnich predstavach.

Napf. vyzkumnik by chtél na zéklad¢ dat provétit tezi (novy objev), ze pasivni koufeni Skodi zdravi. Jako nulovou hypotézu
tedy polozi tvrzeni, Ze pasivni koufeni neskodi zdravi a proti nulové hypotéze postavi alternativni, Ze pasivni koufeni Skodi
zdravi.

Testovanim hypotéz se mysli rozhodovaci postup, ktery je zaloZen na daném nahodném vybéru a s jehoz pomoci rozhodne-

me o zamitnuti ¢i nezamitnuti nulové hypotézy.



Nulova a alternativni hypotéza

Necht’ X, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni L( q), kde parametr q = nezname. Necht’ h( q) je parametricka funkce a ¢

dana realna konstanta.

a) Oboustranna alternativa: Tvrzeni Hy: h( q) = ¢ se nazyva . Proti nulové hypotéze postavime
Hi;:h(q) _c.

b) Levostranna alternativa: Tvrzeni Hy: h( q) > ¢ se nazyva . Proti jednoduché nebo

slozené pravostranné nulové hypotéze postavime Hi: h( q) <c.

c¢) Pravostrann alternativa: Tvrzeni Hy: h( q) < c se nazyva . Proti jednoduché nebo

sloZzené levostranné nulové hypotéze postavime H;: h( q)>c.

rozumime rozhodovaci postup zaloZzeny na ndhodném vybéru X, ..., X,, s jehoz pomoci zamitneme

¢1 nezamitneme platnost nulové hypotézy.



Chyba 1. a 2. druhu

Pti testovani Hy proti H; se miZzeme dopustit jedné ze dvou chyb:

skutecnosti plati a
tabulka:

spociva v tom, Ze Hy zamitneme, a€ ve
spociva v tom, ze Hy nezamitneme, a¢ ve skuteCnosti neplati. Situaci ptehledné znazoriuje

skuteCnost

rozhodnuti

H, nezamitame

H, zamitame

H, plati

spravné rozhodnuti

chyba 1. druhu

Hj neplati

chyba 2. druhu

spravné rozhodnuti

Pravdépodobnost chyby 1. druhu se znaci o a nazyva se

&i 0,01). Pravdépodobnost chyby 2. druhu se znaéi p. Cislo 1-P se nazyva
Hy zamitnuta za pfedpokladu, Ze neplati. Obvykle se snazime, aby sila testu byla asponi 0,8. Ob¢ hodnoty, a 1 1-f, zavisi na
velikosti efektu, ktery se snazime detekovat. Cim drobnéjsi efekt, tim musi byt vétsi rozsah nahodného vybéru.

(vétSinou byva a = 0,05, mén¢ casto 0,1
a vyjadiuje pravdépodobnost, ze bude

skute¢nost

rozhodnuti

zdravy

nemocny

jsem zdravy

zdravy a neléceny

zdravy a léCeny

jsem nemocny

nemocny a neléceny

nemocny a léeny




Testovani pomoci kritického oboru

Najdeme statistiku Ty = To(X], ..., X;), kterou nazveme . Mnozina vSech hodnot, jichz mlze testové krité-
rium nabyt, se rozpadéa na (znacise V) a (znacise W a
nazyva se téz ). Tyto dva obory jsou odd¢€leny kritickymi hodnotami (pro danou hladinu vyznamnosti a je 1ze

najit ve statistickych tabulkach).

Jestlize ¢iselna realizace t, testoveého kritéria T, padne do kritického oboru W, pak nulovou hypotézu zamitdme na hladiné
vyznamnosti o a znamena to skute¢né vyvraceni testované hypotézy. Jestlize t, padne do oboru nezamitnuti V, pak jde o
pouhé mliceni, které platnost nulové hypotézy jenom piipousti.

Pravdépodobnosti chyb 1. a 2. druhu nyni zapiSeme takto:

P(Ty - W/H plati) = a, P(T, -V /H; plati) = .

Stanoveni kritického oboru pro danou hladinu vyznamnosti a:

Oznaéme tp, (resp. tma) Nneymensi (resp. nejvetsi) hodnotu testového kritéria.

Kriticky obor v ptipadé€ oboustranné¢ alternativy ma tvar

W = MKN"(I) L )" ) "(D $man kde Kq(T) a K _4»(T) jsou kvantily rozloZeni, jimz se #idi testové kritérium T, je-li
nulova hypotéza pravdiva.

Kriticky obor v ptipadé levostranné alternativy ma tvar:

W= ok 1)

Kriticky obor v ptipad€ pravostranné alternativy ma tvar:
w= (K

D fira.



Testovani pomoci intervalu spolehlivosti

Sestrojime 100(1-a)% empiricky interval spolehlivosti pro parametrickou funkci h( q). Pokryje-li tento interval hodnotu c,
pak Hy nezamitdme na hladiné vyznamnosti a, v opacném piipad¢ Hy zamitame na hladiné vyznamnosti a.
Pro test Hy proti oboustranné alternativé sestrojime oboustranny interval spolehlivosti.

Pro test Hy proti levostranné alternativé sestrojime pravostranny interval spolehlivosti.

10 ¥il L s |

Pro test Hy proti pravostranné alternativeé sestrojime levostranny interval spolehlivosti.

e/



Testovani pomoci p-hodnoty

udava nejnizsi moznou hladinu vyznamnosti pro zamitnuti nulové hypotézy. Je to riziko, Ze bude zamitnuta H, za
predpokladu, Ze plati (riziko plan¢ho poplachu). Jestlize p-hodnota < a, pak Hy zamitdme na hladin€ vyznamnosti a, je-1i p-
hodnota > a, pak Hy nezamitame na hladin€ vyznamnosti a.
Zplsob vypoctu p-hodnoty:
Pro oboustrannou alternativu p =2 min{P(T, <t,), P(To > t()}.
Pro levostrannou alternativu p = P(T < t).
Pro pravostrannou alternativu p = P(T, > t,).
[lustrace vyznamu p-hodnoty pro test nulove hypotézy proti oboustranng, levostranné a pravostranné alternative:

p-hodnota p-hodnota
/\ 1 p-hodnota
[ |

t] L f f.,

(Zvonovita kiivka reprezentuje hustotu rozlozeni, kterym se fidi testové kritérium, je-li nulova hypotéza pravdiva.)

p-hodnota vyjadiuje pravdépodobnost, s jakou ¢iselné realizace Xy, ..., X, ndhodného vybéru X, ..., X, podporuji Hy, je-li
pravdiva. Statistické programové systémy poskytuji ve svych vystupech p-hodnotu. Jeji vypocet vyzaduje znalost distribucni
funkce rozlozeni, kterym se ridi testové kritérium T, je-11 Hy pravdiva.



Doporuceny postup pri testovani hypotéz

1. Stanovime nulovou hypotézu a alternativni hypotézu. Pfitom je vhodné zvolit jako alternativni hypotézu ten pfedpoklad,
jehoz ptijeti znamena zdvazné opatieni a mélo by k nému dojit jen s malym rizikem omylu.

2. Zvolime hladinu vyznamnosti a. Zpravidla volime o = 0,05, méné ¢asto 0,1 nebo 0,01.

3. Najdeme vhodné¢ testové kritérium a na zéklad¢ zjisténych dat vypocitame jeho realizaci.

4.

a) Testujeme-li pomoci kritického oboru, pak ho stanovime. Jestlize realizace testoveého kritéria padla do kritického oboru,
nulovou hypotézu zamitadme na hladiné vyznamnosti a a pfijimame alternativni hypotézu. V opa¢ném piipadé¢ nulovou
hypotézu nezamitame na hladin€ vyznamnosti a.

b) Testujeme-li pomoci intervalu spolehlivosti, vypocteme empiricky 100(1-a)% interval spolehlivosti pro parametrickou
funkci h( q). Pokud ¢islo ¢ padne do tohoto intervalu, nulovou hypotézu nezamitdme na hladin€ vyznamnosti a. V opaéném
ptipad€ nulovou hypotézu zamitame na hladin€ vyznamnosti a a pfijimame alternativni hypotézu.

c) Testujeme-li pomoci p-hodnoty, vypocteme ji a porovname ji s hladinou vyznamnosti a. Jestlize p < a, pak nulovou
hypotézu zamitame na hladin€ vyznamnosti a a piijimame alternativni hypotézu. Je-1i p > a, pak nulovou hypotézu
nezamitdme na hladiné vyznamnosti a.

5. Na zéklad€ rozhodnuti, které jsme ucinili o nulové hypotéze, provedeme né&jaké konkrétni opatieni, napt. setidime
obrabéci stroj.

(P11 testovani hypotéz musime mit k dispozici odpovidajici ndstroje, nejlépe vhodny statisticky software. Nemame-1i ho
k dispozici, musime znat prislusné vzorce. Dale potiebujeme statistické tabulky a kalkulacku.)



Priklad: 10 x nezavisle na sobé byla zmétena jistd konstanta p. Vysledky méteni byly: 2 1,8 2,1 2,4 1,9 2,1 2 1,8 2,3
2,2. Tyto vysledky povazujeme za Ciselné realizace nahodného vybéru Xy, ..., Xio z rozlozeni N(u, 0,04). N&jaka teorie tvrdi,
ze u=1,95.

1. Oboustranna alternativa
Proti nulové hypotéze Hy: u = 1,95 postavime oboustrannou alternativu
Hi: p _, 1,95. Na hladin¢€ vyznamnosti 0,05 testujte Hy proti H; vSemi tfemi popsanymi zptisoby.

lv(eéenli:

— - — 2: = = =

m = T(§2+ + 9=206,06°=0,04,n=10,a=0,05,c=1,95
a) Test provedeme pomoci kritického oboru.

Pro tlohy o stfedni hodnoté normalniho rozloZeni pti zndmém rozptylu pouzivame pivotovou statistiku U = y — ~N(0, 1).
-0

V1L
Testové kritérium tedy bude

To= Q/ — a bude mit rozloZeni N(0, 1), pokud je nulova hypotéza pravdiva. Vypocitame realizaci testového kritéria:
-O

Vil

, )4
to = Q&—H -=1,74. Stanovime kriticky obor:

JI0
W = }mme‘(I)\ )"_ "(Dlma{: (— ’un/2>K )ul_ 29500 © — ul_ /2>\ )ul_ 12560 — — Lh97§ UUO,97SOO =
— > Do Do,

Protoze 1,74 _, W, Hy nezamitame na hladin¢€ vyznamnosti 0,05.



b) Test provedeme pomoci intervalu spolehlivosti.
Meze 100(1-0)% empirického intervalu spolehlivosti pro stiedni hodnotu p pfi znamém rozptylu 6° jsou:

(d,h)=(m- -C uj 4, m+ -G Upyn).
V11 V11
V nasem piipad¢ dostavame:

d=2,06 - %Z:Cuoms =2,06 - %r—c.l,% = 1,936,

h=2,06+ Tulécuo’% =2,06 + %Tl’% =2,184.

Protoze 1,95 _(1,936; 2,184), Hy nezamitame na hladin¢ vyznamnosti 0,05.



c) Test provedeme pomoci p-hodnoty.

ProtoZe proti nulové hypotéze stavime oboustrannou alternativu, pouzijeme vzorec
p =2 min{P(Ty <ty), P(Typ>to)} =2 min {P(Ty<1,74), P(Ty > 1,74)} =

=2 min { ®(1,74), 1 — ®(1,74) } =2 min { 0,95907, 1 — 0,95907 } = 0,08186.
Jelikoz 0,08186 > 0,05, nulovou hypotézu nezamitame na hladiné vyznamnosti 0,05.

[lustrace vyznamu p-hodnoty pro oboustranny test
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2. Levostranna alternativa
Proti nulové hypotéze Hy: u = 1,95 postavime levostrannou alternativu
Hi: pn<1,95. Na hladin€é vyznamnosti 0,05 testujte Hy proti H; vSemi tfemi popsanymi zptsoby.

Reseni:
a) Test provedeme pomoci kritického oboru.
Na rozdil od oboustranné alternativy bude mit kriticky obor tvar

W= ( oo - . 4

Protoze 1,74 _ W, Hy nezamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05.

b) Test provedeme pomoci intervalu spolehlivosti.
Meze 100(1-0)% empirického pravostranného intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu p pfi znamém rozptylu ¢° jsou:

(-0, h) = (=00, m + - uy.y).
V1l

V nasem ptipad€ dostdvame: h = 2,06 + %UOSS =2,06 + %.1,645 =2,164.

Protoze 1,95 _(-o0; 2,164), Hy nezamitame na hladiné vyznamnosti 0,05.



c¢) Test provedeme pomoci p-hodnoty.

Protoze proti nulové hypotéze stavime levostrannou alternativu, pouzijeme vzorec
p=P(Ty <ty) = D(1,74) = 0,95907.

Jelikoz 0,95907 > 0,05, nulovou hypotézu nezamitame na hladiné vyznamnosti 0,05.

[lustrace vyznamu p-hodnoty pro levostranny test
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3. Pravostranna alternativa
Proti nulové hypotéze Hy: u = 1,95 postavime pravostrannou alternativu
H;: p>1,95. Na hladin€¢ vyznamnosti 0,05 testujte Hy proti H; vS§emi tfemi popsanymi zptsoby.

Reseni:
a) Test provedeme pomoci kritického oboru.
Na rozdil od oboustranné alternativy bude mit kriticky obor tvar

W= o hosey 0%
Protoze 1,74 _ W, Hy zamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05 ve prospéch pravostranné alternativy.

b) Test provedeme pomoci intervalu spolehlivosti.
Meze 100(1-0)% empirického levostranného intervalu spolehlivosti pro stiedni hodnotu p pii znamém rozptylu 6” jsou:

(d, 0)=(m- -O Uy, ®).
N , ,
W N4 W r 14 . — _ (M — _ (M —
V nasem ptipadé¢ dostdvame: d = 2,06 ml].()795 2,06 m.1,645 1,956.

Protoze 1,95 _ (1,956, ), Hy zamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05 ve prospéch pravostranné alternativy.



c) Test provedeme pomoci p-hodnoty.

Protoze proti nulove hypotéze stavime pravostrannou alternativu, pouZijeme vzorec
p=P(To=>t))=1-d(1,74)=1-0,95907 = 0,04093.

Jelikoz 0,04093 < 0,05, nulovou hypotézu zamitdme na hladiné¢ vyznamnosti 0,05 ve prospéch pravostranné alternativy.

[lustrace vyznamu p-hodnoty pro pravostranny test
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Testy normality dat

K ovétovani normality dat slouzi cela fada testt, které jsou podrobné popsany ve statisticke literatufe. Zde se omezime na
dva testy, kter¢ jsou implementovany v systému STATISTICA, a to Kolmogoroviitv — Smirnoviv test a jeho Lilieforsovu
variantu a Shapirav — Wilkstv test. K zavérim téchto testli vSak pfistupujeme s urcitou opatrnosti. Mame-li k dispozici
rozsahlejsi datovy soubor (orientacné n > 30) a test zamitne na obvyklé hladin€ vyznamnosti 0,01 nebo 0,05 hypotézu o
normalité, 1 kdyz vzhled diagnostickych grafii sv€d¢i jenom o lehkém poruseni normality, nedopustime se zavazné chyby,
pokud pouzijeme statistickou metodu zaloZenou na normalité dat.

Kolmogoroviiv — Smirnoviiv test a jeho Lilieforsova varianta

Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, ze ndhodny vybér Xi, ..., X, pochazi z normalniho rozlozeni s parametry p a o°.
Distribu¢ni funkci tohoto rozlozeni ozna¢me @t (X).

Necht’ F,(x) je vybérova distribucni funkce. o

Testovou statistikou je statistika Dl _ Uﬂf,‘;(X)_ )

Nulovou hypotézu zamitame na hladin& vyznamnosti a, kdyz D, > D,(a), kde D,(a) je tabelovana kriticka hodnota.

Pro n > 30 lze D,(a) aproximovat vyrazem le
vy
V ptipadé, Ze nezname parametry p1 a 6> norméalniho rozlozeni, musime je odhadnout z dat (stfedni hodnotu odhadneme

4 4 2 4 W r 2 4 4 . . 4 W r . r . W
pomoci m a rozptyl pomoci s”). Tim se zméni rozloZeni testové statistiky D,,. Pislusné modifikované kvantily byly urceny
pomoci simulac¢nich studii. V této situaci pouzivame



Shapiriv — Wilksiiv test normality dat
Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, ze nahodny vybér Xi, ..., X, pochazi z normalniho rozlozeni N(, 6°).

Testova statistika ma tvar:

non 2

WY, j%
3~

kde m = n/2 pro n sudé a m = (n-1)/2 pro n liché. Koeficienty a;" jsou tabelovany.
Na testovou statistiku W Ize pohlizet jako na korela¢ni koeficient mezi uspofadanymi pozorovanimi a jim odpovidajicimi
kvantily standardizovaného normalniho rozloZeni. V ptipad¢, Ze data vykazuji perfektni shodu s normalnim rozloZenim,
bude mit W hodnotu 1. Hypotézu o normalité tedy zamitneme na hladiné vyznamnosti a, kdyZ se na této hladiné neprokéaze
korelace mezi daty a jim odpovidajicimi kvantily rozlozeni N(0,1).
Lze také fici, ze S — W test je zaloZen na zjiSténi, zda body v Q-Q grafu jsou vyznamné odliSné od regresni ptimky
prolozené témito body.
(S-W test se pouziva ptfedevsim pro vybery menSich rozsahil, n < 50, ale v systému STATISTICA je implementovano jeho

rozsifeni 1 na vybéry velkych rozsahi, kolem 2000.)



Priklad:
Jsou dany hodnoty 10, 12, 8,9, 16. Pomoci Lilieforsova testu a S — W testu zjistéte na hladin€ vyznamnosti 0,05, zda tato
data pochézeji z normalniho rozlozeni.

Reseni:

Vytvotime novy datovy soubor o jedné proménné nazvane X a péti ptipadech. Do proménné X zapiSeme uvedené hodnoty.
V menu vybereme Statistika — Zakladni statistiky/tabulky — Tabulky €etnosti — OK, Proménné X — OK. Na zalozZce zvolime
Normalita a zaskrtneme Lilieforsuyv test a Shapiro — Wilkstiv W test — Testy normality.

['esty normality (TabulkaT)
_IN"max TLCinefc, W P
Promé

p
A < 0,224 p=>.03912 U402

Vidime, Ze testova statistika K-S testu je d = 0,22409, odpovidajici Lilieforsova p-hodnota je vétsi nez 0,2, tedy hypotézu o
normalité nezamitdme na hladin¢€ vyznamnosti 0,05.

Testova statistika S-W testu je W = 0,9124, odpovidajici p-hodnota je 0,48215, tedy hypotézu o normalité nezamitdme na
hladin€ vyznamnosti 0,05.



Srovnani S-W testu a Lilieforsovy varianty K-S testu pomoci simulac¢nich studii

Simulaéni studie byly provedeny v bakalatske praci (zde byl zkouman 1
Andersontitv — Darlingliv test).

Odhad pravdépodobnosti chyby 1. druhu
Bylo vygenerovano 100 000 ndhodnych vybér z normélniho rozlozZeni, jejichz rozsahy se pohybovaly od 5 do 1000. Na

tyto vybery byly aplikovany oba testy (s hladinou vyznamnosti 0,05) a byla stanovena relativni ¢etnost téch piipada, kdy
doslo k neopravnénému zamitnuti pravdivé nulové hypotézy. Tato relativni Cetnost je povazovana za odhad
pravdépodobnosti chyby 1. druhu.

Zavislost odhadu pravdépodobnosti chyby 1. druhu na rozsahu vybéru (hodnoty na vodorovné ose jsou logaritmovany)

Rozsah simulace: 100000 vyberu; na hladine vyznamnosti 0.05

02 T
- Lillieforsova varianta K-5 testu

5 018 Andersonuv-Darlinguy test

5 - - -Shapiruv-Wilkuv fest
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10 10 10
Rozsah vyberu

Vysledek:

Lileforstv test ma pravdépodobnost chyby 1. druhu nezavislou na rozsahu vybéru, udrzuje se na 5 %.
S-W test ma do velikosti vybéru 60 vyssi pravdépodobnost chyby 1. druhu, poté poklesne pod 5 % a jiz nevystoupi nad 5 %.



Odhad pravdépodobnosti chyby 2. druhu

Pro toto zkoumani byla vybréna nésledujici rozloZeni: rovhomérné spojité, exponencialni, logaritmicko — normalni,
Studentovo s jednim, tfemi a péti stupni volnosti. Pro kazdé¢ z téchto rozlozeni bylo vygenerovano 100 000 nahodnych
vybérl o rozsazich 5 az 1 000. Pii aplikaci S-W testu a Lilieforsova testu byla zjiStovana relativni cetnost téch ptipadl, kdy
test nezamitl nepravdivou nulovou hypotézu. Tato relativni etnost je povaZzovana za odhad pravdépodobnosti chyby 2.
druhu.

zavislost odhadu pravdépodobnosti chyby 2.
druhu na rozsahu vybéru (hodnoty na vodorovné ose jsou logaritmovany)

Rozsah simulace: 100000 vyberu; na hladine vyznamnosti 0.05 Rozsah simulace: 100000 vyberu; na hladine vyznamnosti 0.05
1 T 1 T
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Vysledek:

Lileforsiiv test negméné chybuje u velmi malych vybéri, orientacné do 10 prvki.

S-W test se pro vybéry vétSich rozsahli (nad 60) vesmés nedopousti chyby. K chybam vSak dochézi i pro velmi rozsahlé
vybéry ze Studentova rozloZeni.



Stanoveni hranice 20 % odhadu pravdépodobnosti chyby 2. druhu
Zde byl hledan rozsah vybéru z rovnomérného, exponencialniho, logaritmicko — normélniho a Studentova rozlozeni tak, aby

odhadu pravdépodobnosti chyby 2. druhu byl nanejvys 20 %.

Tabulka minimalnich rozsahi vybéri, pro néz je odhad pravdépodobnosti chyby 2. druhu nejvySe 20 %:

Test normality Norm | Rovno. | Expo. | Logn. | Stud(1) | Stud(3) | Stud(5)

Anderson-Darling 72 21 15 16 87 247

Lilliefors 143 32 21 18 121 37T

Shapiro-Wilk 65 22 17 19 89 221
Vysledek:

S-W test je mozno pouzit na vybéry mens$ich rozsaht nez Lilieforsiv test.
U vybért, jejichz rozsah je mensi nez 15, nema pftili§ smysl testovat hypotézu o normalité, nebot’ pravdépodobnost chyby 2.

druhu je pfili§ vysoka (nad 70 %).



Parametrické ulohy o jednom nahodném vybéru z normalniho rozloZeni

Motivace:
K nejcastéji pouzivanym statistickym metodam patii konstrukce intervala spolehlivosti pro parametry normélniho rozlozeni
Ci testovani hypotéz o té€chto parametrech. Normalni rozlozeni je charakterizovano dvéma parametry — stiedni hodnotou | a

rozptylem . Budeme tedy fesit ulohy, které se tykaji t€chto dvou parametrti. K tomu slouzi napt. jednovybérovy z-test, t-
test Ci test o rozptylu. Mizeme také mit k dispozici ndhodny vybér z dvourozmérného rozlozeni s vektorem stfednich hodnot

( IJ} | a nasim ukolem bude posoudit rozdilnost stfednich hodnot .1 - KTfeseni tohoto problému slouzi parovy t-test.

\ 1R |

Osnova:
- rozloZeni statistik odvozenych z vybérového priméru a vybérového rozptylu

- vzorce pro meze intervalil spolehlivosti pro sttedni hodnotu a rozptyl
- jednotlivé typy testil pro parametry normalniho rozloZeni

(z-test, jednovybérovy t-test, test o rozptylu, parovy t-test)



RozlozZeni statistik odvozenych z vybérového priiméru a vybérového rozptylu

Necht’ X, ..., X, je nadhodny vybér z rozlozeni N(u, 7). Pak plati
a) M~N(u, O),tedy U= N_ ~N(0, 1).
11
-0
V11
(Pivotova statistika U slouzi k feseni uloh o p, kdyZ o” zname.)

b) K= o7 (n-1).
(Pivotova statistika K slouzi k feseni uloh o 6%, kdyZ p nezname.)
\" - )
c) =i — ~y(n).
(Tato pivotova statistika slouZi k feeni Gloh o 6%, kdyZ p zname.)
d) T= M— ~ t(n-1).
>~
Jn

(Pivotova statistika T slouZi k feseni uloh o p, kdyZ ¢* nezname.)



Vysvétleni
ad a) Vybérovy primér M je linedrni kombinace ndhodnych veli¢in s normalnim rozloZzenim, ma tedy norméalni rozlozeni
s parametry E(M) = p, D(M) = 6*/n. Statistika U se ziské standardizaci M.

ad b) Vhodnou upravou vybérového rozptylu S% kde pouzijeme obrat X; - M = (X; - p) — (M - p), Ize statistiku K vyjadfit
jako soucet kvadrati n - 1 stochasticky nezavislych nahodnych veli€in se standardizovanym normalnim rozloZenim. Tento
soudet se fidi rozlozenim y°(n-1).

ad c) Tato statistika je soucet kvadratii n stochasticky nezavislych nahodnych veli¢in se standardizovanym normalnim
rozloZenim, idi se tedy rozlozenim y*(n).

add) U ~ N(R, 1), K ~ y*(n-1) jsou stochasticky nezavislé, protoze M a S? jsou stochasticky nezavislé, tudiz statistika

T_ = [ ~@D

Vn_~ n



Priklad: Hmotnost balicku krystalového cukru baleného na automatické lince se fidi normalnim rozloZenim se stfedni hod-
notou 1002 g a smérodatnou odchylkou 8 g. Kontrolor ndhodné vybira 9 balickll z jedné série a zjiStuje, zda jejich primér-
nad hmotnost je alesponl 999 g. Pokud ne, podnik musi zaplatit pokutu 20 000 K¢. Jaka je pravdépodobnost, Ze podnik bude
muset zaplatit pokutu?

ReSeni:

X ~N(1002, 64), M ~ Nl 00%4\

7% 9(_' P 7_(_ <L DT 3029,
5T ) aly .

Pravdépodobnost, Ze podnik bude platit pokutu, je asi 12,9%.

Reseni pomoci systému STATISTICA:

Vyuzijeme toho, ze STATISTICA pomoci funkce INormal(x;mu;sigma) umi vypocitat hodnotu distribu¢ni funkce normal-
niho rozloZeni se stfedni hodnotou mu a smérodatnou odchylkou sigma. Tedy P N< )E: ) ‘{, kde @ je distribucni
funkce rozlozeni N(1002, 64/9).

Otevieme novy datovy soubor o jedné proménne a jednom piipadu. Dvakrat klikneme na ndzev proménné Proml. Do Dlou-
hého jména této proménné napiSeme = [INormal(999;1002;8/3).

V proménné Proml se objevi hodnota 0,130295.



Vzorce pro meze 100(1-a))% empirickych intervali spolehlivosti pro p a ¢”
(vyuziti pivotové statistiky U)

Oboustranny: (d, h)=(m - -O U, m+ -G Ujyp)
Vi1 Vi1

Levostranny: (d, ) = (m --G u;_,, ®©)
V11

Pravostranny: (-00, h) = (-co, m +-G u;.)
V1L

(vyuziti pivotové statistiky T)

, S S
Oboustranny: (d, h) = (m - —= t_on(n-1), m + — t;_»(n-1
u y ( ) ( m 1 /2( ) m 1 /2( ))

Levostranny: (d, ) = (m - S tio(n-1), o)

Jn

Pravostranny: (-o0, h) = (-0, m + ] tio(n-1))

Jn



(vyuZiti pivotové statistiky K)
Oboustranny: (d, h) = ( # lbz \
2(n_ly y O/2(n_1) ]
Levostranny: (d, «) = ( %—
k Y — (n—_l) ,OO/

Pravostranny: (-oo, h) = (_ R gl(n —D

"

\"
(vyuziti pivotové statistiky =+ —)
n n -
AN .)2 A
Oboustranny: (d, h) = | 5 I
2
o @)'

(s P )

Levostranny: (d, o) =

|
|
l L~

@ "
[
Pravostranny: (-0, h) = i ( I’Y |
l



Priklad: 10 krat nezavisle na sob¢ byla zmétena jista konstanta p. Vysledky méteni byly: 2 1,8 2,1 2.4 1,9 2,1 2 1,8 2,3
2,2. Tyto vysledky povazujeme za &iselné realizace nahodného vybéru X, ..., Xio z rozloZeni N(, 6°), kde parametry i, 6>
nezname. Najdéte 95% empiricky interval spolehlivosti jak pro p, tak pro o” a to

a) oboustranny,

b) levostranny,

C) pravostranny.

ReSeni: m = 2,06, s> = 0,0404, s = 0,2011, o = 0,05, t5,075(9) = 2,2622, t4.05(9) = 1,833 1, 1°0.075(9) = 19,023, %’0.025(9) = 2.7,

Y 095(9) = 16,919, y0.05(9) = 3,325

ad a) 3
S U2
d=m- — t;n(n-1)=2,06 - 2,2622 =1,92
\/ﬁ 1(1/2( ) @)l
S U2
h=m+ —= t,4(n-1) = 2,06 + 2,2622 = 2,20
N [

1,92 < <2,20 s pravdépodobnosti aspoii 0,95.

d & 13(}3‘331‘“)19
- - -
ho 0L " 03003y

—_—

Lo #—
0,0191 <o6°<0,1347 s pravdépodobnosti aspon 0,95.



ad b) Levostranny interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu p

S U201
d=m- — t;(n-1)=2,06 - 1,8331 = 1,94
N (1)

1,94 <p s pravdépodobnosti aspon 0,95.

Levostranny interval spolehlivosti pro rozptyl ¢°

d_ "L e 2

o >0, 0215 S pravdepodobnostl aspon 0,95.

ad ¢) Pravostranny interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu

S U201
h=m+ — t4(n-1)=2,06 + 1,8331 = 2,18
Ja e 10

u < 2,18 s pravdépodobnosti aspoii 0,95.

Pravostranny interval spolehlivosti pro rozptyl o’

n 2 C )()4()AM c

L 4

6” < 0,1094 s pravdépodobnosti aspoii 0,95.



Reseni pomoci systému STATISTICA:

Vytvotime novy datovy soubor o jedné proménné X a 10 ptipadech. Do proménné X napiSeme dané hodnoty.

Statistika — Zakladni statistiky a tabulky — Popisné statistiky — OK — Proménné X — OK — Detailni vysledky — zaSkrtneme
Meze spolehl. prim. a Meze sp. smér. odch. (ostatni volby zru§ime) — pro oboustranny 95% interval spolehlivosti
ponechame implicitni hodnotu pro Interval 95,00, pro jednostranné intervaly zménime hodnotu na 90,00.

Vysledky pro oboustranné 95% intervaly spolehlivosti pro stfedni hodnotu p, pro smérodatnou odchylku o a rozptyl o”:

INt, Spal(Int, spol(spolenli spolenlNFror/NFror

2| =95,00( 95,000 Sm.Od¢ Sm.Odc| =v® | =v&2?
Promé -95,00( +95,00i!
X 1,910 Z2,2Uo U, 100 U,ob/ U,01Y 0,154

Vidime, ze

1,92 < <2,20 s pravdépodobnosti aspon 0,95,
0,1383 <0 <0,3671 s pravdépodobnosti aspon 0,95.
0,0191 < 6” < 0,1348 s pravdépodobnosti aspoti 0,95.



Vysledky pro jednostranné 95% intervaly spolehlivosti pro stfedni hodnotu p, pro smérodatnou odchylku 6 a rozptyl 6:

INt, spal(Int, Spol(S O|eh|l\ O Oleh“\ NI"I'OI[' NI"I’OI['
"90700( o0 0o 2Vsk Syak
Promé 55958 Iy TV 7Y
X 1,940 2,1/0 U,146 U, ddU 0,027 U, T}

Vidime, ze

u> 1,94 s pravdépodobnosti aspoii 0,95,

u < 2,20 s pravdépodobnosti aspon 0,95,

o > 0,1467 s pravdépodobnosti aspon 0,95,
0 < 0,3309 s pravdépodobnosti aspon 0,95,
6> > 0,0215 s pravdépodobnosti aspoii 0,95,
6> < 0,1095 s pravdépodobnosti aspoi 0,95,



Jednotlivé typy testii pro parametry normalniho rozloZeni
a) Necht' X1, ..., X, je ndhodny vybér N(, 6°), kde 6* zname. Necht' n > 2 a ¢ je konstanta.
Test Hp: p=cproti H;: p _cse
b) Necht Xj, ..., X, je nahodny vybér N(u, 6°), kde o nezname. Necht’ n > 2 a ¢ je konstanta.
Test Hy: p=c proti H;: p _c se nazyva
¢) Necht' X4, ..., X, je ndhodny vybér N(p, 6°), kde p nezname. Necht' n > 2 a ¢ je konstanta.

2 * 2 4 /4
Test Hy: 6= c proti Hy: 6~ _,c se nazyva



Provedeni testii o parametrech |, 6> pomoci kritického oboru

a) Provedeni jednovybérového z-testu
TYy

Vypocteme realizaci testového kritéria tO — . Stanovime kriticky obor W. Pokudt, _ W, Hy zamitdme na hladiné
-O
11

vyznamnosti a a pfijimame H;.

Oboustranny test: Testujeme Hy: u = ¢ proti H;: p _c. Kriticky obor ma tvar: W: o 111_ /2> L )111_ /2500y
Levostranny test: Testujeme Hy: p = ¢ proti H;: p < c¢. Kriticky obor ma tvar: W_ . U ) .

Pravostranny test: Testujeme Hy: u = ¢ proti H;: p > c. Kriticky obor ma tvar: W: ul_ > YO

b) Provedeni jednovybéroveho t-testu
TY
J_ . Stanovime kriticky obor W. Pokudt, - W, Hy zamitdme na hladin¢

Jn

Vypocteme realizaci testového kritéria tO =

vyznamnosti o a pfijimame H;.

Oboustranny test: Testujeme Hy: p = ¢ proti H;: p _c. Kriticky obor ma tvar: W: o t]_ 2 p_l L )tl_ 2 p_l, Yol
Levostranny test: Testujeme Hy: pu = ¢ proti H;: p < c. Kriticky obor ma tvar: “: . B 0
Pravostranny test: Testujeme Hy: p = ¢ proti H;: pu > c. Kriticky obor ma tvar: W_ t1_ 1’1_1, O



¢) Provedenti testu o rozptylu

Vypocteme realizaci testového kritéria t0 — -. Stanovime kriticky obor W. Pokudt, - W, Hy zamitdme na hladiné

vyznamnosti a a piijimame H;.

Oboustranny test: Testujeme Hy: 6= ¢ proti H: 6” _c. Kriticky obor ma tvar:.

Q.2 1, 72 1
W:dezp_ o Lepl -
Levostranny test: Testujeme Hy: 6> = ¢ proti H: 6” < c. Kriticky obor ma tvar: “: 7

A
Pravostranny test: Testujeme Hy: 6> = ¢ proti H;: ° > ¢. Kriticky obor ma tvar: W: 21 n 1 "50"



Priklad: Podle udaji na obalu ¢okolady by jeji Cistd hmotnost méla byt 125 g. Vyrobce dostal neékolik stiznosti od
kupujicich, ve kterych tvrdili, ze hmotnost ¢okolad je nizsi nez deklarovanych 125 g. Z tohoto diivodu oddé€leni kontroly
nahodné vybralo 50 Cokolad a zjistilo, ze jejich primérna hmotnost je 122 g a smérodatna odchylka 8,6 g. Za ptredpokladu,
Ze hmotnost ¢okolad se fidi normalnim rozloZenim, miZeme na hladin€ vyznamnosti 0,01 povazovat stiznosti kupujicich za
opravnéne?

Reseni: X, ..., Xso je nahodny vybér z N(u, 6%). Testujeme hypotézu
Hy: u= 125 proti 1evostranr}é )altern’at\lve H,: u < 125. ProtoZe nezname rozptyl 6>, pouzijeme jednovyb&rovy t-test.
Testové kritérium H: ‘&U — ) 166
Jn
Kriticky obor “': ] 11 ) — ., 99ﬂ9 — . ) 1'04

) _ —

Jelikoz testové kritérium se realizuje v kritickém oboru, zamitdme nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti 0,01. Stiznosti
kupujicich tedy lze povaZovat za opravnéné.

Vypocet pomoci systétmu STATISTICA:

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Testy rozdilt: r, %, priméry — OK — vybereme Rozdil mezi dvéma priméry
(normalni rozdéleni) — zaskrtneme Vybérovy primér vs. Stiedni hodnota a zvolime jednostr. — do policka Prl napiSeme 122,
do policka SmOd1 napiSeme 8,6, do policka N1 napiSeme 50, do policka Pr2 napiSeme 125 - Vypocet. Dostaneme p-
hodnotu 0,0086, tedy zamitame nulovou hypotézu na hladin€ vyznamnosti 0,01



Nahodny vybér z dvourozmérného rozloZeni

Necht’ ( \ ,( X\ je nahodny vybér z dvourozmérného rozloZeni, pticemz n > 2. Ozna¢ime | = y, - |, a zavedeme

)

Z1=X1-Yy, ..., Z,= X,-Y,, 0 némz piedpokladame, Ze se fidi normalnim rozloZenim.
n n
Vypocteme M_l YZ, Sz_l Y‘Z MR
—0iy o Ty

Vzorec pro meze 100(1-a)% empirického intervalu spolehlivosti pro stfredni hodnotu rozdilového nahodného vybéru

Oboustranny: (d, h) = (m - % tig2(n-1), m + % t1.o2(n-1))

Levostranny: (d, ©) = (m - i) t1.o(n-1), )

Jn
Pravostranny: (-00, h) = (-0, m + % tio(n-1))



Priklad: Dvéma rozdilnymi laboratornimi metodami se zjistoval obsah chemické latky v roztoku (v procentech). Bylo
vybréano 5 vzorki a proméieno obéma metodami. Vysledky méfeni jsou obsazeny v tabulce:

¢islo vzorku|l |2 |3 |4 |5
l. metoda [2,3{1,9(2,1|2,4|2,6
2. metoda |2,4(2,0(2,0(2,3/2,5

Za predpokladu, Ze data maji normalni rozloZeni, sestrojte 90% empiricky interval spolehlivosti pro rozdil sttednich hodnot
vysledkli obou metod.
Reseni:
Ptfejdeme k rozdilovému ndhodnému vybéru, jehoz realizace jsou: -0,1 -0,1 0,1 0,1 0,1. Vypocteme m = 0,02, s2=0,012,
s = 0,109545. Pfedpokladame, Ze tato data pochézeji z normalniho rozloZeni N(u, 6%). Vypoéteme meze 90% oboustranného
intervalu spolehlivosti pro p })‘f{ (I}eyzgénéém o: s
t -n- ") Y " TIRL

d e SRR ) g T8

oy 010Ys 3‘4 - “10932133 =12

+ 5

-0,0844 < <0,1244 s pravdépodobnosti aspon 0,9.



Vypocet pomoci systétmu STATISTICA:

Vytvotime novy datovy soubor o 3 proménnych a 5 ptipadech. Do 1. proménné X napiSeme hodnoty pro 1. metodu, do 2.
proménné Y hodnoty pro 2. metodu a do 3. proménné Z rozdily mezi X a Y.

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Popisné¢ statistiky, OK - Proménné Z, Detailni vysledky — zaSkrtneme Meze
spolehl. Priim. — Interval 90% - Vypocet. Dostaneme tabulku:

Popisne statistiky (ch]

INnt. [(INt. |
Promé QQS,%%(‘ n9(§,%%(‘
y4 -0,0c4 0,124

Vidime tedy, Ze -0,0844 < < 0,1244 s pravdépodobnosti aspoii 0,9.



Parovy t-test

Necht’ ( %%\} ,( %\} je nahodny vybér z dvourozmérného rozlozeni, pficemz 1N~ . Oznacime | a zavedeme

, , n
rozdilovy ndhodny vybér 4 _ L B ,41 _ 1 ,JehoZ vybérovy primér je 1\/[_1 YZ a vybérovy rozptyl je

S —n_ —1‘—1Z NP Ptedpokladame, Ze tento ndhodny vybér pochazi z normalniho rozlozeni. Test hypotézy o rozdilu

sttednich hodnot | se nazyva parovy t-test a provadi se stejné jako jednovybérovy t-test aplikovany na rozdilovy
nahodny vybér 4 _ ,41 e

Provedeni parového t-testu

TY
Vypoéteme realizaci testového kritéria _ — . Stanovime kriticky obor W. Pokud t, - W, Ho zamitame na hladin€

un

vyznamnosti a a prijimame H;.

Oboustranny test: Testujeme Hy: p = ¢ proti H;: p _c. Kriticky obor ma tvar: VV: L tl_ o) p_l L )tl_ ) p_l, o
Levostranny test: Testujeme Hy: = ¢ proti H;: u < c. Kriticky obor ma tvar: V\; )

Pravostranny test: Testujeme Hy: p = ¢ proti H;: pu > c. Kriticky obor ma tvar: W_ tl_ 1’1;1, o



Priklad: V nésledujici tabulce jsou tidaje o vynosnosti dosazené 12 ndhodné vybranymi firmami pfi investovani do
mezindrodniho podnikani (veli¢ina X) a do domaciho podnikani (veli¢ina Y):
CAirmy|1(2(3|4[5|6(7|8|9|1011]12
X 10112{14{12]12|17| 9 |15|9 (11| 7 |15
Y 11{14{15[11]13|16{10{13|11{17/9 |19
(Vynosnost je vyjadiena v procentech a predstavuje podil na zisku vlozenych investic za rok.)

Za predpokladu, Ze data pochazeji z dvourozmérného rozloZeni a jejich rozdil se fidi norméalnim rozloZenim, na hladiné
vyznamnosti 0,1 testujte hypotézu, Ze neexistuje rozdil mezi stiedni hodnotou vynosnosti investic do mezinarodniho a
domaciho podnikéni proti oboustranné alternative.

Testovani proved’te

a) pomoci intervalu spolehlivosti, b) pomoci kritick¢ho oboru.

4 W 14 . 4 W 14 (] W - ﬂ 4 W /4 2 14 14 14 14
(Pro usporu ¢asu zndme realizace vybérového priméru m= _ )a vybérového rozptylu s” = 4;7? rozdilového ndhodného
vybéru Z;=X; - Y, i=1, ..., 12.)
ResSeni:

Testujeme Hy: =0 proti H;: pn#0
ad a) 90% interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu p pfi neznamém rozptylu 6> ma meze:

d_ e = L 3787952 " 167
ho | g = s %8],795:" " 98

Protoze Cislo ¢ = 0 nelezi v intervalu (-2,4677; -0,1989), Hy zamitdme na hladin€ vyznamnosti 0,1.
-

TY -
ad b) Vypocitame realizaci testové statistiky {y_ — _ - _—8_ 10:
= . = 48

Stanovime kriticky obor W: oy %95} 17‘.th95} ];oo N ],7958)],795%

Protoze testova statistika se realizuje v kritickém oboru, Hy, zamitame na hladiné vyznamnosti 0,1.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:
Vytvotime novy datovy soubor o 2 proménnych a 12 ptipadech. Do 1. proménné X napiSeme hodnoty pro mezinarodni
podnikani, do 2. proménné hodnoty pro domdci podnikani.

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — t-test pro zavislé vzorky, OK - Proménné X, Y — OK — Vypocet. Dostaneme
tabulku:

i-test gro ZaylIsle vzorky gnve,stovam)
Oznac. rozdily jsou vyznamné na hlad. p < ,0

Frumiom.od| N Rozdom.od/ t [SY p

Promé rozdili
X TT,.9T 2,937
Y 13,20 3,0408(1. -1,33 2,188 -2,111 1 0,058

Vypoctenou p-hodnotu 0,05849 porovname se zvolenou hladinou vyznamnosti o = 0,1. Protoze p < a, zamitdme nulovou
hypotézu na hladin€ vyznamnosti 0,1.



Parametrické ulohy o dvou nezavislych nahodnych vybérech z normalnich rozlozeni

Motivace: Mame-li k dispozici dva nezavislé ndhodné vybéry z normalnich rozlozeni, je nasSim tikolem porovnat stfedni
hodnoty ¢i rozptyly téchto rozlozeni. Zpravidla konstruujeme intervaly spolehlivosti pro rozdil stfednich hodnot respektive
hodnotime shodu stfednich hodnot pomoci dvouvybérového t-testu ¢i dvouvybérového z-testu a shodu rozptyltt pomoci F-

testu.

Osnova:
- rozlozeni statistik odvozenych ze dvou vyberovych primért a rozptyla
- vzorce pro meze intervalil spolehlivosti pro rozdil stfednich hodnot a podil rozptylt
- jednotlivé typy testl pro parametry dvou normalnich rozlozZeni
(dvouvybérovy z-test, dvouvybérovy t-test, F-test)

- Cohenuv koeficient vécného ucéinku



RozlozZeni statistik odvozenych z vybérovych priméri a vybérovych rozptylii normalnich rozlozeni

Ptedpokladame, Ze

Xip- ,)Qn je nahodny vybér z rozlozeni N(u,, 6,°),

X0, ,.th je ndhodny vybér z rozlozeni N(j,, 6,°),

pficemZ n; > 2 an, > 2 a oba vybery jsou stochasticky nezavislé.
Oznacme

M, M, vybérové pruméry,

S, S, V}’/bérové rozptyly a

Q2 (nl -|- 3_—A 32

= vazeny prumér vybérovych rozptylt.
1y, __



Pak plati:

a) Statistiky M; — M, a S? jsou stochasticky nezavislé.

b) U= M— b _~N(©, ).

\/111 F

(Pivotova statistika U slouzi k feSeni uloh o p; — b, kdyz 012 a Gzzznéme.)

o, %
¢) Jestlize 5,° =0,"=: 0%, pak K= 34+ — = ~4*(n;+n, —2).

~—~
. r . . 4 N 4 ror 4 r W r 2
(Pivotova statistika K slouzi k feSeni uloh o neznamém spolecném rozptylu ¢°.)

d) Jestlize 01 —02 = 6 ,pak T = M— = ~t(n1+n2 -2).
S{n+

. 4 . . 4 O 2 2 2 4 r 2 . r
(Pivotova statistika T slouZzi k feSeni uloh o u; — W, kdyZ 6,” a 6,” nezndme, ale vime, Ze jsou shodné.)

2/Q2
e) F= S /g ~F(n1—1,n2—1).

c O
. I3 . . ~ 7 P r o 2 2
(Pivotova statistika F slouzi k feSeni uloh o0 6,7/ 5,°.)




Vysvétleni:

ad a) Neuvadime, viz napt. J. Andé€l: Matematicka statistika.

ad b) M; — M, je linearni kombinace ndhodnych veli€in s normalnim rozlozenim, ma tedy normalni rozlozeni s parametry
E(M; — M) = - o,

D(M1 — Mz) = 0} 2/1'11 + oy 2/1'12.

U se ziska standardizaci M; — M,.
~ 2 ~ 2
adc) K, = (ﬂ— X Y(n,— 1) aK, = (&— 2 v*(n, — 1) jsou stochasticky nezavislé ndhodné veli¢iny, tedy

K=K1+K2~;{2(n1+n2—2). -
) l\ (111 A’;Z 2 . . )
add) U= — = ~N(0, 1), K= 24+ — = ~x°(n;+ n, —2) jsou stochasticky nezavislé, protoze
(S - i
iy
: : . U b
M, - M, a S%jsou stochasticky nezavislé. T "\—4— = ~t(n;+n, —2).
R Y ="K =% g - S
2 fn+
O Y . . . N
ade) Ki=—=— Z=~y"(n—1)aK,=>2— =~y°(n, — 1) jsou stochasticky nezavislé¢ ndhodné veli¢iny, tedy

(@) (@)

F - §*/S?
2_‘ = F(I’ll — 1, n, — 1)

1y 0 Ny



Priklad: Necht jsou dany dva nezavislé nahodné vybéry, prvni pochazi z rozlozeni N(0,28; 0,09) a ma rozsah 16, druhy
pochazi z rozloZeni N(0,25; 0,04) a ma rozsah 25. Jaka je pravdépodobnost, Ze vybérovy primér 1. vybéru bude vétsi nez
vybérovy prumeér 2. vybéru?

ResSeni:
PM FoMO L Mo o :
M>-:IL—->:-'—-S:-_"_' < ||1
Ik\/?{": Cly{":)l
( )
K
:_I »S ,5\E+T4I'LS ’529:_‘ '5:, 5: )3683
| V16+ 5

S pravdépodobnosti piiblizné 63,7% je vybérovy primér 1. vybéru vétsi nez vybérovy primér 2. vybéru.
Vypocet pomoci systému STATISTICA:

~ ~

Statistika M; — M, se podle bodu (a) fidi rozlozenim N(p; — p,, CZI L ),

)
" " nno na -
kde p; —p, = 0,28 — 0,25 =0,03, O L - 6+ 3= )072, tj. statistika M; - M, ~ N(0,03;0,007225).
g ©oy = D=
Otevieme novy datovy soubor o jedné proménné a jednom piipadu. Do Dlouhého jména této proménne napiSeme

= 1-INormal(0;0,03;sqrt(0,007225)). V proménné Prom1 se objevi hodnota 0,637934:

T
Promr
0,65/

—N




Intervaly spolehlivosti pro parametrické funkee 1, - 1, 6,%/0, >

Uvedeme piehled vzorci pro meze 100(1-a)% empirickych intervald spolehlivosti pro parametrické funkce p; - 1, , 6,%/ 657
a) Interval spolehlivosti pro -, kdyZ 6,° ©,” zndme (vyuziti pivotové statistiky U)

Oboustranny: (d, h)=(m; —m, — .|O Lo U, m;—m,+ .|[O v Uign)
1y 2 1y 2

Levostranny: (d, ©) = (m; —m, —.|O P W 0)
1y )
Pravostranny: (-oo0, h) = (-o,m; —m, + /O v Ur)
e | 2

b) Interval spolehlivosti pro -y, kdyZ 6,°. 6,> nezname, ale vime, Ze jsou shodné (vyuziti pivotové statistiky T)

Oboustranny:

(d, h) = (m; —my _Skw/ﬂ + ;tl-a/z(nﬁnz-z), m; — +Sk1/ﬂ + ;tl-ujz(nl+n2'2))
Levostranny: (d, ) = (m; — mp —S« /ﬂ + ;tl_a(n1+n2-2), o0)

Pravostranny: (-o0, h) = (-0, m; — m, + S« /ﬂ + - t.o(n+ny-2))



¢) Interval spolehlivosti pro spoleény nezndamy rozptyl 6> (vyuziti pivotové statistiky K)

o (r11 m_2e Iy, 2)&2
Oboustranny: (d, h) = ( /2 Il1_,_nz_3 ;%72 Iy _|_nZ

evostranny: o0 =( Tp Z)Skz \
L t y: (d, o0) k,y% nl_|_m_2)’oo
( (r11 1y %2\

d) Interval spolehlivosti pro p0d11 rozptylt -O (Vyuiiti pivotové statistiky F)
o
, ([ sPls? S8 )
Oboustranny: (d, h) = 1_1 2(nl _]’nz 1) ; 2(nl _LHZ D
Levostranny: (d, ) = (h- (nl /izm D,OO\

Pravostranny: (-0, h) = (_ B (nl—]alh—D\

Neni-li v bod¢ (b) splnén predpoklad o shod¢€ rozptylt, 1ze sestrojit aspon ptiblizny 100(1-a)% interval
spolehlivosti pro p;-,.

Pravostranny: (-o0, h) =

Neni-li v celé

%2/111 N /p®

< o2/,
‘Sm “rlzm

V tomto ptipadé ma statistika T ptiblizné€ rozloZeni t( , ), kde pocet stupni volnosti

Cislo, pouzijeme v tabulkédch kvantili Studentova rozlozeni linearni interpolaci.



Priklad: Ve dvou nadrzich se zkoumal obsah chléru (v g/l). Z prvni nadrze bylo odebrano 25 vzorkt, z druhé nadrze 10
vzorki. Byly vypoéteny realizace vyb&rovych primérii a rozptyli: m; = 34,48, m, = 35,59, s> = 1,7482, s,” = 1,7121.
Hodnoty zjiiténé z odebranych vzorki povaZzujeme za realizace dvou nezavislych nahodnych vybéra z rozlozeni N(uy, 6°) a
N(w, 6°). Sestrojte 95% empiricky interval spolehlivosti pro rozdil stiednich hodnot p; - .

Reseni:

Uloha vede na vzorec (b) s vyuzitim statistiky T. Vypodteme vazeny primér vybérovych rozptyli a najdeme odpovidajici
kvantily Studentova rozloZeni:

o @ Py TP PUTAET 71203

lll_l_ _ - .J.J
Dosadime do vzorct pro dolni a horni mez intervalu spolehlivosti:

d=m;—my— \/ 111 + t1 w2(ntnp-2) =

= 34,48-35,59 - \/‘]:73_8 2£_|_ 03 -2,114

h =m;—m,+ S"W/ 0y + tl w2 ny-2) =

= 34,48-35,59 +\/I7_3_8 24_|_ 03 =-0,106

to975(33) = 2,035



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Otevieme novy datovy soubor o dvou proménnych d a h a jednom ptipadu.

Do Dlouhého jména proménné d napiSeme
=34,48-35,59-sqrt((24*1,7482+9*1,7121)/33)*sqrt((1/25)+(1/10))*VStudent(0,975;33)
Do Dlouhého jména proménné h napiSeme

=34,48-35,59+
sqrt((24*1,7482+9*1,7121)/33)*sqrt((1/25)+(1/10))*VStudent(0,975;33)

1 Z
d h
T-Z,1T -0,T0

S pravdépodobnosti aspon 0,95 tedy -2,114 g/l <p; - w, <-0,106 g/1.



Priklad: V predeslém piiklad€ nyni ptfedpokladame, ze dané dva ndhodné vybéry pochazeji z rozlozeni
N(wi, 61°) a N(j, 65°). Sestrojte 95% empiricky interval spolehlivosti pro podil rozptyli.
ReSeni:
Uloha vede na vzorec (d) s vyuZitim statistiky F.
o sts’ 17ASDT121174807121-,
HAn_ b = e 2P) = 36142 =
. S°/S* 1748/1712”74 71 2”748@71217(
F {111 b = bwlZd = Ky 27027=

0,28 <O <2,76 s pravdépodobnosti aspon 0,95.
o

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Otevieme novy datovy soubor o dvou proménnych d a h a jednom ptipadu.

Do Dlouhého jména proménné d napiSeme

=(1,7482/1,7121)/VF(0,975;24;9)

(Funkce VF(x;ny;omega) pocita x-kvantil Fisherova — Snedecorova rozlozeni F(ny, omega).)
Do Dlouhého jména proménné h napiSeme

=(1,7482/1,7121)/VF(0,025;24;9)

i Z
d h
10,204 2,/0Y

S pravdépodobnosti aspoii 0,95 tedy plati: 0,28 < 6,/ 6,° < 2,76.



Jednotlivé typy testti o parametrickych funkeich y, - 1, 6,°/0, >
a) Necht’ )gfl,- ,)Qn, je ndhodny vybér z rozlozeni N(u;, 6,%) a )él,- -,)ém je na ném nezavisly ndhodny vybér z rozlo-
zeni N(uy, 022), piicemzn; >2,n,>2a 612, 6,° zname. Necht ¢ je konstanta.

Test Hy: 1 — wp = ¢ proti Hy: py — 1, _C se nazyva
b) Necht )gfl,. . ,Xln je ndhodny vybér z rozlozeni N(u,, 6°) a )él,. ,)%12 je na ném nezavisly ndhodny vybér z rozlo-
Zeni N(,, 6°), pfi¢emZ n; >2 an, > 2 a 6° nezname. Necht ¢ je konstanta.

Test Hy: p; — wp = ¢ proti Hy: py — 1, _C se nazyva
c) Necht )gfl,. ,Xn, je ndhodny vybér z rozlozeni N(u;, 6,°) a )é],- ,)én_, je na ném nezavisly ndhodny vybér rozloze-

~ ~

ni N(,, 65°), pfiemzn, >2 an, >2. Test Hy: -G =1 proti H: ‘G _1 se nazyva
fa fay



Provedeni testii o parametrickych funkeich p, - 1, 6,°/c, > pomoci kritického oboru

M_ b

Vypocteme realizaci t, testového kritéria T) =T =" . Stanovime kriticky obor W. Pokud t, - W, Hy zamitdme na
O

1y
hladin€ vyznamnosti a a ptijimame H;.

Oboustranny test: Testujeme Hy: p; - o = ¢ proti H;: p; - p, _c. Kriticky obor ma tvar: W: o 1]1_ /2> L )ul_ /25050

Levostranny test: Testujeme Hy: W, - w, = ¢ proti H;: p; - w, < c. Kriticky obor ma tvar: W ., U ] .
Pravostranny test: Testujeme Hy: p; - p, = c proti Hy: y, - wp, > c. Kriticky obor ma tvar: W: ul_ > YO

M 5:\_
e

Vypocteme realizaci t testového kritéria %’ — . Stanovime kriticky obor W. Pokud t, - W, Hy zamitame na

hladiné vyznamnosti a a ptijimame H;.

Oboustranny test: Testujeme Hy: p; - o = ¢ proti Hy: p; - p, _c. Kriticky obor ma tvar:

W: .9 t1_ /2}11 _|_Ib_2 L )tl_ /2[11 _|_Ib_2aoo

Levostranny test: Testujeme Hy: W, - wp, = ¢ proti H;: p; - w, < c. Kriticky obor ma tvar: “v:
Pravostranny test: Testujeme Hy: p; - p, = c proti Hy: y, - wp, > c. Kriticky obor ma tvar: W: t1_ Iy —I—Ih _2,00.



a2

Vypocteme realizaci testového kritéria t() — 2. Stanovime kriticky obor W. Pokud t, ~ W, H, zamitame na hlading

vyznamnosti a a pfijimame H;.

Oboustranny test: Testujeme Hyp: O =1 proti H;: G _,1. Kriticky obor ma tvar:

W: Ql:::/ 2 pl _],l’b _1 L )E_ /rZTP —Lm —1 ? DOTT,‘

Levostranny test: Testujeme Hy: <O =1 proti H;: <O < 1. Kriticky obor ma tvar: “: 1::; T b
~ ~ '

~ ~

Pravostranny test: Testujeme Hy: -0 =1 proti H;: -O > 1. Kriticky obor m4 tvar: \R]:E_ nl_],rh_l, o,
~ ~



Priklad: V restauraci "U bilého konicka" méfili ve 20 piipadech Cas obsluhy zédkaznika. Vysledky v minutach: 6, 8, 11, 4, 7,
6,10,6,9,8,5,12,13,10,9,8,7, 11, 10, 5. V restauraci "Zlaty lev" bylo dan¢ pozorovani uskutecnéno v 15 piipadech s
témito vysledky: 9, 11, 10, 7, 6, 4, 8, 13,5, 15, 8, 5, 6, 8 ,7. Za ptedpokladu, Ze uveden¢ hodnoty pochézeji ze dvou normal-
nich rozloZeni, na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze stitedni hodnoty doby obsluhy jsou v obou restauracich
stejné.

Reseni:

Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujeme nulovou hypotézu Hy: u; - 1, = 0 proti oboustranné alternativé H;: pu, — y, _0. Je to
Gloha na dvouvybérovy t-test. Pfed provedenim tohoto testu je vSak nutné pomoci F-testu ovéfit shodu rozptyld. Na hladiné

vyznamnosti 0,05 tedy testujeme Hy: -G =1 proti H;: O _,1. Nejprve vypocteme m; = 8,25, m, = 8,13, 2 = 6,307, $,° =

) ~
m ~ 2 "2 1CRO° ) -
9,41, Sx<2_ - Ly -2 . )3_Q_|_ . ﬁ]_ 2. Podle vzorce (c) vypolteme realizaci testove statistiky:
[ 1y — So — yp
<2 A307 - -
N 302 57(. Stanovime kriticky obor:

W_QF:p Lo | K opin L, QRed94 Fogd94,,
_ QR 49, Fod94,, Q2649 28607 003778,28607,

Protoze se testova statistika nerealizuje v kritickém oboru, nulovou hypotézu nezamitadme na hladiné vyznamnosti 0,05.

Rozptyly tedy miizeme povazovat za shodné.
Nyni se vratime k dvouvybérovému t-testu. Podle vzorce (b) vypocteme realizaci testové statistiky:

r - ~
- - 8. 3 2. Stanovime kriticky obor:

e YO0 s
W o, tippm 2y b 2,0, terdd twrpd, L 203] 2032,

ProtoZe testova statistika se nerealizuje v kritickém oboru, nulovou hypotézu nezamitame na hladin¢ vyznamnosti 0,05.




Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Otevieme novy datovy soubor o dvou proménnych a 35 ptipadech. Prvni proménnou nazveme OBSLUHA, druhou ID. Do
proménné OBSLUHA napiSeme nejprve doby obsluhy v prvni restauraci a poté doby obsluhy ve druhé restauraci. Do
proménné ID, ktera slouzi k rozliSeni prvni a druh¢ restaurace, napiSeme 20 krat jednic¢ku a 15 krat dvojku.

Pomoci NP-grafu ovétime normalitu dat v obou skupindch. Grafy — 2D Grafy — Normalni pravdépodobnostni grafy —
zaSkrtneme S-W test - Proménné OBSLUHA, OK, Kategorizovany — Kategorie X, zaSkrtneme Zapnuto, Zménit proménnou

—ID, OK. Dostaneme graf

Nomdn pge zdsdurg keegpioayid
resarasesad/ I
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V obou piipadech se teCky odchyluji od pfimky jenom madlo a p-hodnoty S-W testu prevysuji 0,05. Pfedpoklad o normélnim

rozloZeni dat v obou skupinach je opravnény.
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Nyni provedeme dvouvybérovy t-test soucasné s testem o shod¢ rozptyli:
Statistika — Zakladni statistiky a tabulky — t-test, nezavislé, dle skupin — OK, Proménné —Zavislé proménné OBSLUHA,
Grupovaci proménna ID — OK.

Po kliknuti na tlacitko Souhrn dostaneme tabulku

-Lesty;1gr1upovano: ID (restaurace)
up. 1°
Kup. 2: 2
L (PromiPrumi t [SY p |PocC.p/Pocg.pliSm.od[Sm.od[F-pon p
Promér| 1 2 1 2 1 2 | rozpty rozpty
OBSLU 38,250 8,133 0,123 3 0,907 2! T 2,970 3,067 1,492 0,470

Vidime, Ze testova statistika pro test shody rozptyll se realizuje hodnotou 1,492952 (je to ptevracena hodnota k ¢islu
0,6702, které¢ jsme vypocitali pfi ru¢nim postupu), odpovidajici p-hodnota je 0,41044, tedy na hladin€ vyznamnosti 0,05
nezamitame hypotézu o shod¢€ rozptylli. (Upozornéni: v piipadé zamitnuti hypotézy o shod¢ rozptyli je zapotiebi v tabulce
t-testu pro nezavislé vzorky dle skupin zaSkrtnout volbu Test se samostatnymi odhady rozptylu.)

Déle z tabulky plyne, Ze testova statistika pro test shody stfednich hodnot se realizuje hodnotou 0,12373, pocet stupnt
volnosti je 33, odpovidajici p-hodnota 0,902279, tedy hypotézu o shod¢ sttednich hodnot nezamitame na hladiné
vyznamnosti 0,05. Znamena to, ze s rizikem omylu nejvyse 5% se neprokazal rozdil ve sttednich hodnotach dob obsluhy

v restauracich "U bilého konicka" a ,,Zlaty lev*.



Tabulku jesté doplnime krabicovymi diagramy. Na zaloZce Detaily zaskrtneme krabicovy graf a vybereme volbu
Primér/SmOdch/Min-Max.
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Z grafu je vidéet, Ze primérna doba obsluhy v prvni restauraci je nepatrné delSi a ma mensi variabilitu nez ve druhé
restauraci. Extrémni ani odlehlé hodnoty se zde nevyskytuyji.



Upozornéni:
V ptipadé, Ze zndme realizace obou vybérovych primér a smérodatnych odchylek, mizeme pro provedeni

dvouvybérového t-testu v systému STATISTICA pouzit aplikaci Tesy rozdilt. Postup si ukdZzeme na piikaldé s dobou

obsluhy ve dvou restauracich

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Testy rozdila: r, %, priméry — OK — vybereme Rozdil mezi dvéma priméry
(normalni rozdé€leni) — do policka Prl napiSeme 8,25, do policka SmOd1 napiSeme 2,5105, do policka N1 napiSeme 20, do
policka Prl napiSeme 8,25, do policka SmOd1 napiSeme 3,0675, do policka N1 napiSeme 15 — Vypocet. Dostaneme p-
hodnotu 0,9023, tedy nezamitdme nulovou hypotézu na hladin€ vyznamnosti 0,05.

ﬁTﬁt\rmzﬂ'i:r,%,prhlEry: = 2=
r

Bozdil mezi dvéma korelacnimi koeficienty

r: WEI N-I:ITEI ™ Jednost. Wipocet
r2: WEI NE:ITEI 10000 Oboustr.

Fozdil mezi dvéma primén [normalni iozdéleni]

Prt: [225 [smodt:25i0s [ nifzo [ g a0z
Pi2: [5.1333 [§]smod2 30675 [ n2fi5 & ¢ Jednost:

o
[ Wib&row) primér we. stfedni hodnata 9 Dlozusr

Fozdil mezi dvéma pomérny

P 1: |.50000 M {10 —
oo 8 e 4 o gopn - dednost M
i W@ NE:IT@ % Oboustr,




Nepovinna ¢ast: Cohentiv koeficient vécného ucinku — doplnéni vyznamu dvouvybérového t-testu:

Necht’ )gfl,. ,.x}nl je ndhodny vybér z rozlozeni N(p;, 6°) a )él,- ,)%‘Q je na ném nezavisly ndhodny vybér rozloZeni
N(ua, 02), pfiemzn; >2an,>2a o’ nezname. Necht’ ¢ je konstanta.

Testujeme Hy: p; — p, = c proti Hy: py — p _c. Oznaéme m;, m, realizace vybérovych primérti hodnot dané veli¢iny

i ) \
v t&chto dvou skupinach, s,%, s,” realizace vyb&rovych rozptyli a S¢ _ hl—_ .- - realizaci vazeného priiméru
— v, -
vybérovych rozptyli.
: . v d M- ¢
Cohenilv koeficient d vypocteme podle vzorce: U_ -
Tento koeficient slouzi k posouzeni velikosti rozdilu primért, ktery je standardizovan pomoci odmocniny z vazeného pri-
méru vybeérovych rozptyll. Jedna se o tzv. neboli skupiny na variabilitu hodnot sledo-

vané nahodné veli¢iny. Velikost u¢inku hodnotime podle nasledujici tabulky:

Hodnota d ucinek

aspon 0,8 velky

mezi 0,5 az 0,8 |stfedni

mezi 0,2 az 0,5 |maly

pod 0,2 zanedbatelny

(Uvedené hodnoty nemaji samoziejmé absolutni platnost, posouzeni, jaky Gc¢inek povazujeme za velky ¢i maly, zavisi na
kontextu.)

Je zapotiebi si uvédomit, ze pii dostatecné velkych rozsazich nahodnych vybért 1 maly rozdil ve vybérovych primérech
zpisobi zamitnuti nulové hypotézy na hladin€ vyznamnosti a, 1 kdyz z vécného hlediska tak maly rozdil nema vyznam. Na-
opak, mame-li vybéry malych rozsaht, pak i znacné€ velky rozdil ve vybérovych primérech nemusi vést k zamitnuti nulové
hypotézy na hladin€¢ vyznamnosti .



Priklad:

Mame k dispozici udaje o celkovém IQ 856 4kt ZS. Zajimame se jednak o skupinu déti, jejichZ oba rodiée maji pouze za-
kladni vzdé€lani (je jich 296) a jednak o skupinu déti, jejichz oba rodice maji vysokoskolské vzdélani (téch je 75). Na hladiné
vyznamnosti 0,05 budeme testovat hypotézu, Ze sttedni hodnota celkového IQ je v obou skupinéach stejna a také vypocteme
Cohentiv koeficient vécného uc€inku.

Reseni:Normalitu dat v obou skupinach posoudime pomoci N-P plotu:
Nmdn pgefzIQ EK keepinayiD

Gddeanomdn hoohda
A b LV H o o v ow s

D 0 _D_MW B HDHD 0O _D_1W_1B B
d & MM W W d & MM ™MW W

Laas Laavs
Vzhled N- P plotli v obou skupinach podporuje domnénku o normalité dat.

Provedeme dvouvybérovy t-test:
esty grupovano ZSaVvVS(IQ)

gkup 2: oba Vg

PrumPrum[ t SV p C.pP TSm.o 1b odi I-Op
Promél| oba Z oba \ a Z O oba Z oba VR Rozpt
1Q CE[Y4,75 170,9 -10,6. 3t U,UUU 2% / 11,82 13 ,bU 1,32 z 0,170

Hypotézu o shodé¢ stfednich hodnot zamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05, protoZe odpovidajici p-hodnota je velmi blizka
0 (hypotézu o shod¢ rozptyli nezamitame na hladin¢ vyznamnosti 0,05, p-hodnota F-testu je 0,110124, coz je vétsi nez
0,05).



Krabicovy diagram:
Kenw e ZIQUHKsesk 1D

S8 8B38838

QAEK

Il

D

Vidime, Ze primérné celkové 1Q déti v 1. skupiné je 94,1, zatimco ve 2. skupiné 110,9. Vliv skupiny na variabilitu hodnot
celkového 1Q posoudime pomoci Cohenova koeficientu.

T Z 3 g 5 3) 7
n1 n2 m1 m?2 s1 s2 d
] 2% /9413 110,9 11,62 13,00 1,5/4

Cohentiv koeficient nabyvé hodnoty 1,37, tudiz vliv skupiny na variabilitu hodnot celkového 1Q Ize povazovat za velky.



Parametrické ulohy o jednom a dvou vybérech z alternativniho rozlozeni
Osnova:

Ptipad jednoho nahodného vybéru

- asymptotické rozloZeni statistiky odvozené z vybéroveého priiméru alternativniho rozloZeni

- vzorec pro meze intervalu spolehlivosti pro parametr alternativniho rozloZeni

- testovani hypotézy o parametru alternativniho rozloZeni

Ptipad dvou nezavislych ndhodnych vybéri

- asymptotické rozloZeni statistiky odvozené z vybérovych priimért dvou nezavislych alternativnich rozlozeni
- vzorec pro meze intervalu spolehlivosti pro rozdil parametrii dvou alternativnich rouloZeni

- testovani hypotézy o rozdilu parametri dvou alternativnich rozloZeni



Pripad jednoho nahodného vybéru: S ndhodnym vybérem rozsahu n z alternativniho rozlozeni se setkavame v situaci, kdy
provadime n opakovanych nezavislych pokust a v kazdém z téchto pokusti sledujeme nastoupeni tspéchu. Pravdépodobnost
uspéchu je pro vSechny pokusy stejnd. Nahodna veli¢ina X; nabude hodnoty 1, pokud v i-tém pokusu nastal tspéch a
hodnoty 0, pokud v i-tém pokusu tuspéch nenastal, 1 =1, 2, ..., n. Realizaci nahodného vybéru X, ..., X, je tedy posloupnost
Oal.

Opakovani:
Nahodna veli¢ina X udava pocet tispéchit v jednom pokusu, pticemz pravdépodobnost tispéchu je

Q Plseme X~A(Q).
_ pra 0

n(x) = ﬁ 8})1’0( I neboli (X)) = [8\11’1211(
mn

Néhodna veli¢ina X udava pocet uspéchi v posloupnosti n nezavislych opakovanych pokust,
pricemz pravdépodobnost ispéchu je v kazdém pokusu q. PiSeme X ~ Bi(n, Q).

Vn ) *(_ y=proc0,.,n

o ﬁbj {nak

E(X)=nq, D(X)=nq(l-q
(Alternativni rozloZeni je specialnim piipadem binomického rozloZeni pron = 1.

n
Jsou-li X4, ..., X, stochasticky nezavislé¢ ndhodné veliciny, X; ~A( q),1=1, ..., n, pak X = YX~ Bi(n, q).)
L,

proc 0]



Centralni limitni véta:

Jsou-li ndhodné veli¢iny X, ..., X, stochasticky nezavislé a vSechny maji stejné rozloZeni se stfedni hodnotou p a rozptylem
n

2 r W 4 W . 4 r W 4 2 4 2 7w
o, pak pro velkd n (n > 30) Ize rozloZeni souctu Y)iaprommovat normdalnim rozlozenim N(np, no”). Zkracené piSeme
1

"

V‘
v H’M 5 . Pokud soucet Y}(standardlzujeme tj. vytvofime nadhodnou veli¢inu u _F —l, pak rozlozeni této

nahodné veli¢iny lze aproximovat standardizovanym normalnim rozlozenim. Zkracené piSeme U N(O 1)

Asymptotické rozloZeni statistiky odvozené z vybérového priméru.

Necht X, ..., X, je nahodny vybér z rozlozeni A( q) a necht’ je splnéna podminka Tq . Pak statistika U Iv
v 9 -

konverguje v distribuci k ndhodné veli¢iné se standardizovanym normalnim rozlozenim. (Rikame, Zze U ma asymptoticky

rozloZzeni N(0,1) a piSeme U = N(0,1).)

Vysvétleni:

i~

n
Protoze X, ..., X, je ndhodny vybér z rozloZeni A( q), bude mit statistika Y, = Y}i(vybérovy thrn) rozlozeni Bi(n, q). Y
1 4

ma stiedni hodnotu E(Y,) =n q a rozptyl D(Y,) = I{ql . Podle centrélni limitni véty se standardizovana statistika

U: XiTn } asymptoticky ¥idi standardizovanym normalnim rozlozenim N(0,1). Pokud ¢itatele i jmenovatele podélime n,

. hY

1 "
_ - %_ T«V - -
dostaneme vyjadieni: L: = L -_ B ; Pl‘
\/9 - \/8 , J



Vzorec pro meze 100(1-0)% asymptotického empirického intervalu spolehlivosti pro parametr Q.
Meze 100(1 )% asymptotickeho empirickeho intervalu spolehlivosti pro parametr q jsou:
Ly -h Ty
L YO

Vysvetlem.
Pokud rozptyl DM: Al_ - nahradime odhadem %}— —1, konvergence ndhodné¢ veli¢iny U k veli€ing s rozloZzenim

~

N(0,1) se neporusi. Tedy

( )
V :1 - P ul /2 < m M <ul /2 i -

W A S
MMM MM

_/2<



Priklad:
Néhodné bylo vybrano 100 osob a zjisténo, Ze 34 z nich nakupuje v internetovych obchodech. Najdéte 95% asymptoticky

interval spolehlivosti pro pravdépodobnost, Zze nahodné vybrana osoba nakupuje v internetovych obchodech.

Reseni:

Zavedeme nahodné veliciny X, ..., Xjg, piiemz X; = 1, kdyz 1-t4 osoba nakupuje v internetovych obchodech a X; = 0 jinak,
1=1, ..., 100. Tyto ndhodn¢ veli¢iny tvoii ndhodny vybér z rozloZeni A( Q).

n =100, m = 34/100, a = 0,05, u;_4» = g 975 = 1,96.

Ovéteni podminky n q (1- q) > 9: parametr q nezname, musime ho nahradit vybérovym primérem. Pak 100.0,34.0,66 =

22,44 > 9,
d_"3 "B Shoc “247m_"3c "PE Yo 432

S pravdépodobnosti pfiblizné 0,95 tedy 0,2472 < < 0,4328. Znamena to, ze s pravdépodobnosti ptiblizné 95% je

v uvazované populaci nejméné 24,7% a nejvice 43,3% osob, které nakupuji v internetovych obchodech.



Vypocet pomoci systétmu STATISTICA:

Otevieme novy datovy soubor se dvéma proménnymi a jednom ptipadu.
Prvni proménnou nazveme d a do jejiho Dlouhého jména napiseme
=0,34-sqrt(0,34*0,66/100)*VNormal(0,975;0;1)

Druhou proménnou nazveme h a do jejiho Dlouhého jména napiSeme
=0,34+sqrt(0,34*0,66/100)*VNormal(0,975;0;1)

Dostaneme vysledek:

1 Z
d h
10,247 0,452

Vidime, ze s pravdépodobnosti asponi 0,95 se pravdépodobnost ndkupu v inetrnetovych obchodech bude pohybovat
v mezich 0,2471 az 0,4328.

Do nového datového souboru o jedné proménné X a 100 piipadech ulozime 34 jednic¢ek (nakupovani v internetovych ob-
chodech) a 66 nul.

Statistika — Zakladni statistiky a tabulky — Popisné statistiky — OK — Proménné X — OK — Detailni vysledky — zaSkrtneme
Meze spolehl. priim. — ponechame implicitni hodnotu pro Interval 95,00 — Vypocet.

Dostaneme tabulku:
Popisne statistiky (1 abulkad)

. [N platn] Prumiint, spol(Int. Spal
Promé PELL -95,%%( 95,%%(
X 100,040 0,240 0,454

Dospéli jsme k vysledku, Ze s pravdépodobnosti aspoii 0,95 se pravdépodobnost nakupu v inetrnetovych obchodech bude
pohybovat v mezich 0,2455 az 0,4345.




Statistiky — Analyza sily testu — Odhad intervalu — Jeden podil, Z, Chi-kvadrat test — OK — Pozorovany podil p: 0,34,
Velikost vzorku: 100, Spolehlivost: 0,95 — Vypocitat.

Dostaneme tabulku:
Hodn
FPodil vzorku p 0,34
Vellkost vz. ve sl 100,U
Interval spolenin] 0U,9&
IMieze spolehlivo
P1 (presne).
Dolnl mez 0,24
Horni mez V.44
1 (priblizne):.
Dolnl mez 0,2<
Horni mez 0.44
F1 (puvod.):
Dolnl mez 0,24
Horni mez 0,4

Zajima nas vysledek uvedeny v dolni ¢asti tabulky, tj. Pi (ptivod.). Zjistujeme, Ze s pravdépodobnosti aspon 0,95 se
pravdépodobnost nakupu v internetovych obchodech bude pohybovat v mezich 0,2455 az 0,4345.



Priklad: Kolik osob musime vybrat, abychom podil modrookych osob v populaci odhadli se spolehlivosti 90% a Sitka
intervalu spolehlivosti byla nanejvys a) 0,06, b) 0,01?

Reseni:
Sitka 100(1-0))% asymptotického empirického intervalu spolehlivosti pro parametr q:

ho Wy Eﬂ__tq\@_,tq

PoZzadujeme, aby h—d <A, tedy 2‘/@ juq R . Odtud vyjadiime n>AT~¥— -

Ptedpokladejme, Ze nemame zadné predbézné informace o podilu modrookych osob v populaci. Musime tedy zvolit takové
D

m, aby Sifka intervalu spolehlivosti byla maximalni. Maximalizujeme vyraz ' L Derivujeme podle m a
-~ 1

poloZime rovno O: 1 r_ — .V tomto ptipad¢ volime relativni ¢etnost m = 0,5.

ad a) n;"i_ . )SQ}TS hos' 4 )5)5 645 56

Uvedenou podmmku tedy splnime, kdyz Vybereme aspoti 752 0sob.
,-2 A ; 2 A g < - _
- A — )1 = U =

Chceme-li dosdhnout podstatné uzsiho intervalu spolehlivosti, musime vybrat aspont 27 061 osob.



Modifikace: Predpokladejme ze v populaci je nanejvys 30% modrookych osob. Pak relativni ¢etnost m = 0,3.

oy 2 "13)7 i 1BV 645 3y
ad a) I]> - = 0— _ 1T
WoT = WL =
V tomto prlpade staci vybrat 632 osob.
Ve srovnani s predeslym piipadem vidime, Ze rozsah vybéru skutec¢né klesl.

ad b)

_u 2 4B ws TR 645 -
U>AT‘¥ N o 0. = 2TH

V tomto ptipadé musime vybrat aspon 22 731 osob.



Testovani hypotézy o parametru q

Necht X, ..., X, Je ndhodny vybér z rozlozeni A( q) a necht’ je spinéna podminka Tq
Na asymptotické hladin€ vyznamnosti a testujeme hypotézu

Hy: q=c proti alternativé H;: q# c (resp. Hi: q<cresp. Hi: q>c).

Testovym kriteriem je statistika I) _ %— , ktera v piipadé platnosti nulové hypotézy méa asymptoticky rozloZeni N(0,1).
i

Kriticky obor ma tvar W: U /23k L (resp. W: o, U " resp. W: U, O).

(Testovani hypotézy o parametru q lze samoziejme provest 1 pomoci 100(1-a))% asymptotického intervalu spolehlivosti ne-

bo pomoci p-hodnoty.)



Priklad: Podil zmetki pfi vyrobé urcité soucastky ¢ini = 0,01. Bylo ndhodné vybrano 1000 vyrobki a zjistilo se, Ze mezi nimi je 16 zmetk.
Na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu Hy: Q= 0,01 proti oboustranné alternativé H;: Q# 0,01.
Reseni:
Zavedeme nahodné veli¢iny X4, ..., Xjoo0, pfi¢emz X; = 1, kdyz i-ty vyrobek byl zmetek a X; = 0 jinak, i =1, ..., 1000. Tyto ndhodn¢ veliCiny
tvofi ndhodny vybér z rozloZeni A( Q).
Testujeme hypotézu Hp: Q= 0,01 proti alternativé H;: q# 0,01.

| !

Zngme:n=1000, Iy )1.c=0.01, =005, w1 = uars = 1.96

Ovéfeni podminky I'q :1000.0,01.0,99 =9,9 > 9.
(M
Realizace testového kritéria: to_ g— = i )] @ 0.
= - Tf 5

VLo V100
Kriticky obor: W: S UO,97§ Uu),97soo — ]’9¢k )],9600 Protoze 1,907 , W, Hp nezamitdme na asymptotické hlading

vyznamnosti 0,05.

d _’iﬂ.; oo 1 "TOT-’P%(_“)OE

— o =

he Wy . g —n,ncrﬂ% "2

Protoze ¢islo ¢ = 0,01 lezi v intervalu 0,0082 az 0,0238, Hy nezamitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.

Protoze testujeme nulovou hypotézu proti oboustranné alternativé, vypocteme p-hodnotu podle vzorce:
p =2 min{ ®(1,907), 1-®(1,907) } =2 min { 0,97104, 1 —0,97104 } = 0,05792.
ProtoZe vypoctena p-hodnota je vétsi nez hladina vyznamnosti 0,05, Hyp nezamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.



Vypocet pomoci systému STATISTICA

a) Vyuziti aplikace Testy rozdili

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Testy rozdili: r, %, priméry — OK — vybereme Rozdil mezi dvéma poméry — do
policka P 1 napiSeme 0,016, do policka N1 napiseme 1000, do policka P 2 napiSeme 0,01, do policka N2 napiSeme 32767
(vétsi hodnotu systém neumozni) - Vypocet. Dostaneme p-hodnotu 0,0626, tedy nezamitame nulovou hypotézu na hladiné
vyznamnosti 0,05.

ﬁTﬁt\rmzﬂ'.i:r,'m,prhEry:T o=
[ Storno

Fozdil mezi dvéma karelacnimi koeficienty

r: WEI N-I:ITEI o 1.0000 " Jednostr. Wipocet
2 W @ M2 I'Ilili @ {+" Oboustr,

Rozdil mezi dvéma prémery [hormalni rozdéleni]

Pri: ||1—|§|5m|:|d1:|1,—|§| N1:|T|§| p: 1,000 Vipoiet
= ID'—EIS'T'D':E: |1—E| NE:WEI (" Jednost.

e
[ Wib&row) primeér vs. stfedni hodnota Ll
Rozdil mezi dvéma poméry
P1: [oteoo [ wit:ftoon £ C Jednost,

: OBZ6

p2 [moon & wefzrer 4 P & Oboust




b) Vyuziti modulu Analyza sily testu
Statistiky — Analyza sily testu — Odhad intervalu — Jeden podil, Z, Chi-kvadrat test — OK — Pozorovany podil p: 0,016,
Velikost vzorku: 1000, Spolehlivost: 0,95 — Vypocitat.

Dostaneme tabulku:
Hodnc
Fodil vzorku p 0,01
Vellkost vz. ve s|| 1000,(
Interval spolenhin 0.9
VMieze spolehlivo
F1 (presne).
Dolnl mez 0,0C
Horni mez U,0Uz
1 (priblizne):
Dolni mez 0,0C
Horni mez 0,02
i1 (puvod.):.
Dolnl mez 0,0C
Horni mez 0,0z

Zajima nas vysledek uvedeny v dolni ¢asti tabulky, tj. Pi (piivod.). ZjiStujeme, Ze s pravdépodobnosti aspoii 0,95 se
pravdépodobnost vyrobeni zmetku bude pohybovat v mezich 0,00822 az 0,0238. Protoze tento interval obsahuje ¢islo 0,01,
nelze nulovou hypotézu zamitnout na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.



Priklad: Novy lécebny postup povazujeme za uspésny, pokud po jeho ukonceni bude dosaZeno zlepSeni zdravotniho stavu
u alesponi 50% zac¢astnénych pacientli. Nova terapie byla vyzkousena u 40 pacientl a ke zlepSeni doslo u 24 osob, tj. u 60%.
Je mozné na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 zamitnout hypotézu, Ze tato terapie nedosahuje uspésnosti aspont 50%?

Reseni:

Zavedeme nahodné veliCiny X4, ..., X4, pfi¢emz
X; =1, kdyz terapie u i-t€ho pacienta byl ispésna a
X; = 0 jinak,

i=1, ..., 40.

Tyto nahodné veli€iny tvoii nahodny vybér z rozloZeni A( q).
Testujeme hypotézu Hp: q < 0,5 proti pravostrann¢ alternativé H;: q>0,5.

Zndme: n=40, I 5,c=0,5, 0= 0,05, u = togs = 1,645

Ovéfeni podminky Iq :40.0,6.0,4=9,6>9.
( ;
Realizace testového kritéria: fy_ H %— )64

oLt i
Kriticky obor: W: U, 0 UWhos, 0 ],64,%0

Protoze 1,2649 ., W, Hjy nezamitame na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

[ Testy rozdili: r, %, priméry: Tabulka9 ?|-|x

™| Poslat/tisknout wislediy kadd, wipoétu do okna protokolu

— Bozdil mezi dvéma kareladnimi koeficienty

a: fooo [ owefio  Jednosy,  Yiposst |
2 o [ wzfin E PG st

— Rozdil mezi dvéma primény [narmalni rozdéleni]

P o, Esmoa:fi. F i [ et vipotet |
e (N = [ -2 EO = W :: Jednost.

[~ wibénow primér s, stiedni hodnota * Oboustr

— Rozdil mezi dvéma pomény

F1: IWE N1:|4D—E _ &+ Jednostr.
P2 IWE N2:|32?E? E A0 " Oboust.

Vypoctena p-hodnota jednostranného testu je 0,1031, tedy vétsi nez asymptotickd hladina vyznamnosti 0,05. Hy nezamitame

na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.



Piipad dvou nezavislych vybéri z alternativnich rozloZeni: Provadime opakovan¢ nezavisle n;-krat jeden nahodny pokus
a nezavisle na tom n,-krat druhy nahodny pokus. V prvni sérii pokust sledujeme néjaky jev, ktery v kazdém pokusu mutze
nastat s pravdépodobnosti q a ve druh¢ sérii pokust sledujeme né€jaky jiny jev, jehoZ pravdépodobnost nastoupeni je q .
Parametry q, q nezname. NaSim ukolem bude konstruovat interval spolehlivosti pro parametrickou funkei q nebo

testovat hypotézu o této parametrické funkci, a to pomoci dvou nezavislych ndhodnych vybérii z alternativnich rozloZeni

Aq . Aq -

Asymptotické rozloZeni statistiky odvozené ze dvou vybérovych priuméri alternativnich rozlozeni

Necht Xp. ,Xn] je nahodny vybér z alternativniho rozlozeni A( q) a Xp. ,.XQHZ je na ném nezavisly nahodny vybér alter-
nativniho rozloZeni A( q ) a necht’ jsou splnény podminky n; q (1-q)>9an; q (I-q)>9. Ozna¢me M;, M, vybérove
prumery.

Pak statistika U: E%— l»— R - z‘ pl‘ :

\/, ) J

1 -7 ap

Vysvétleni: Analogicky jako v ptipad¢ jednoho ndhodného vybéru z alternativniho rozlozeni.



Vzorec pro meze 100(1-0)% asymptotického empirického intervalu spolehlivosti pro parametrickou funkei q

Meze 100(1-a)% asymptotického empirick€ho intervalu spolehlivosti pro q ~ jsou:

_ l_j !I b ! l_; ‘1 b
d: I l_I@I{_ >-|—n} I; DU]_ o h: - l-|-/@1{_ >‘|‘ﬂ’2 I; jl]_ )

Vysvétleni: Pokud rozptyl DM\_A — nahradime odhadem Mé— l: 1=1, 2, konvergence nahodné veli¢iny U
= 1 - 5

~

k veli¢ing s rozlozenim N(0,1) se neporusi. Tedy

i

\v4 C- i Q +2_F<
RM_ 1 Mz ﬁvge_ BN s rm_‘ )

\
an—i
)
\______/



Priklad: Management supermarketu vyhlasil tyden slev a sledoval, zda toto vyhlaSeni ma vliv na podil vétSich ndkupti (nad
500 K¢&). Na zékladé nahodného vybéru 200 zakaznikl v tydnu bez slev bylo zjisténo 97 velkych ndkupi, zatimco v tydnu se
slevou z 300 ndhodn¢ vybranych zédkaznikii ucinilo velky nakup 162 zakaznikl. Sestrojte 95% asymptoticky interval
spolehlivosti pro rozdil pravdépodobnosti uskute¢néni vétSiho ndkupu v tydnu bez slevy a v tydnu se slevou.
Reseni:
Zavedeme ndhodnou veli¢inu Xj;, kterd bude nabyvat hodnoty 1, kdyz v tydnu bez slevy i-ty nahodné vybrany zakaznik
uskutecni vetsi nakup a hodnoty 0 jinak, 1= 1, ..., 200. Nahodné veli€iny X i, ..., X 20 tvofi nahodny vybér z rozlozeni
A,Q . Déle zavedeme ndhodnou veli¢inu X;, kterd bude nabyvat hodnoty 1, kdyz v tydnu se slevou i-ty ndhodné vybrany
zakaznik uskutecni vEétsi nakup a hodnoty 0 jinak, 1= 1, ..., 300. Nahodné veli¢iny X, i, ..., X530 tvoii nahodny vybér
z rozlozZeni Aq .

=200, n, = 300, m; = 97/200 = 0,485, m, = 162/300 = 0,54.
Ovéteni podminek n; q (1-q)>9any q (1-q)>9: Parametry q a q nezname, nahradime je odhady m; a m,, tedy
97.(1-97/200) = 49,955 > 9, 162.(1-162/300) = 74,52 > 9.

Meze 100(1-a)% asymptotického empirického intervalu spolehlivosti pro parametrickou funkci q jsou:

m(l ) ﬂ’!‘l_ ‘ 07 16’)! | Ie7] .
d: ’l_ !—'/__q;l L_+ _hz Du] D'_ )'_ gg_(LZUU)'F %ngw(_ 44

) ™1 Q7 14D ) ™1
h_ ‘+ﬁ_a£ g Ip Du‘ = O )1+r%@23\, + 3ou §]’9( 34

Zjistili jsme tedy, Ze s pravdépodobnosti piiblizné€ 0,95: -0,1443 < <0,0343.




Testovani hypotézy o parametrické funkci q
Necht Xy. ,.an je nahodny vybér z alternativniho rozloZeni A( ) a Xp. ,)%12 je na ném nezavisly ndhodny vybér alter-
nativniho rozlozeni A( q ) a necht’ jsou splnény podminky n; q (1-q)>9an; q (I- ) > 9. Na asymptotické hladin€ vy-
znamnosti a testujeme nulovou hypotézu Hy: q ~ =cproti alternativé Hi: q ~ #¢
(resp. Hi: q =~ <cresp.Hi: q  >o¢).
Testovym kritériem je statistika
’]5 _ M—‘ !R,_ S ktera v ptipad¢€ platnosti nulové hypotézy ma asymptoticky rozlozeni N(0,1).
\/EEI— + 6
Kriticky obor ma tvar W: o UL 2 W 250
(resp. W: 5 U " resp. W: U, O).
(Testovani hypotézy o parametrické funkci q  Ize provést t€z pomoci 100(1-a)% asymptotického intervalu spolehlivosti

nebo pomoci p-hodnoty.)



Poznamka: Postup pri testovani hypotézy Q
mn
Je-li ¢ =0, pak ozna¢me M_ %—k %
= nl_|_
T M M
M‘l (
U +nz
Kriticky obor ma tvar W: s U /2\ )Ul_ 2550 (resp. W: L ul_\ resp. W: U, O)'

vazeny prumér vybeérovych priméra. Jako testova statistika slouzi

které v ptipadé platnosti nuloveé hypotézy mé asymptoticky rozloZeni N(0,1).

Testova statistika Ty vznikne standardizaci statistiky M; — My, kde nezndmé parametry q, q nahradime spoleCnym

odhadem M-.



Priklad: Pro udaje z piikladu o slevach v supermarketu testujte na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05 hypotézu, ze

tyden se slevami nezvysi pravdépodobnost uskute¢néni vétsiho nakupu.

Reseni:

Testuj eme hypotézu q =0 proti levostrann€ alternativé H;: q = < 0 na asymptoticke hladin€ vyznamnosti 0,05.
=200, n, =300, m; =97/200, m, = 162/300, m« = (97 + 162)/500 = 0,518.

Podmlnky dobr¢ aproximace byly ovéieny v predeslém prikladu.

Pro levostrannou alternativu pouzivame pravostranny interval spolehlivosti:

j “ 07 16’) F%(ﬂ ; 163|_ a -~
b_ 1) /_anl oG5 s 0, Dea:

Protoze ¢islo ¢ =0 je obsazeno v intervalu — B )2, H, nezamitadme na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05.

Realizace testového kritéria: :
'[o_ (S S 0 1)
? lg+ =PI @ T

Krmcky obor je V\/ ] \ 99 —

) - = - )

o ) 34}f Protoze testové kritérium nepatii do kritického oboru, Hy

nezamitdme na asymptotické hladin€é vyznamnosti 0,05.

Pro levostrannou alternativu se p-hodnota §0c1ta podle Vzorce p=P(Ty<t):

Protoze p—hodnota je Vétéi nez 0,05, Hy nezamitame na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Testy rozdila: r, %, priméry — OK — vybereme Rozdil mezi dvéma poméry — do
policka P 1 napiSeme 0,485, do policka N1 napiSeme 200, do policka P 2 napiSeme 0,54, do policka N2 napiSeme 300 —
zaSkrtneme Jednostr. - Vypocet. Dostaneme p-hodnotu 0,1142, tedy nezamitdme nulovou hypotézu na hladin¢ vyznamnosti
0,05.

ﬁTﬁtvmzﬂi:r,'ﬁ,mﬁnEry: o
-
Bozdil mezi dvéma korelatnimi koeficienty
r1: |0.00 EI N1: |10 EI " Jednost. Wipocet

- 1.0000
P {+ Dboust.

re: W EI M2 |1EI7 EI
Rozdil mezi dvéma primén [normalni rozdéleni]
P: [ Eswaar[r Enifio Eproom Vipote
Pz 0. [Esmodzfi.  Enefin [F ¢ Jednest

o
[ Wiberow priimér ve. sifedni hodnata * Oboustr

R ozdil mezi dvéma poméry

P1: [.48500 N1:[z00 : WVipog
EI @ o 1142 (+ Jednostr.
P2 [ 54000 |§| w2 [300 |§| " Dboustr.




Parametrické tulohy o vice nezavislych nahodnych vybérech
Osnova:

Porovnani aspon tti nezavislych nahodnych vybérti z normalnich rozloZeni (jednofaktorova analyza rozptylu)
- testovani hypotézy o shod¢ stiednich hodnot

- testovani hypotézy o shod¢ rozptyli (testy homogenity rozptyll)

- zkoumani vlastnosti testli homogenity pomoci simulac¢nich studii

- post-hoc metody mnohonasobného porovnavani

Porovnani aspon tii nezavislych nahodnych vybéra z alternativnich rozlozeni

- test homogenity binomickych rozlozeni

- mnohondsobné porovnavani



I. Pfipad r > 3 nezavislych nahodnych vybéri z normalnich rozloZeni (Analyza rozptylu jednoduchého tiidéni)

Motivace: Zajimame se o problém, zda Ize uréitym faktorem (tj. nominalni ndhodnou veli¢inou A) vysvétlit variabilitu
pozorovanych hodnot ndhodné veli¢iny X, kterd je intervalového ¢i pomérového typu. Napt. zkoumame, zda metoda vyuky
urcitého predmétu (faktor A) ovliviiuje pocet bodit dosazenych studenty v zdvérecném testu (ndhodna velicina X).
Piedpokladame, Ze faktor A ma r > 3 Girovni a pfitom i-té urovni odpovida n; pozorovani X,. ,Xn , které tvoti nédhodny
vybér z rozlozeni N(w;, 6°),i= 1, ..., r a jednotlivé nahodné vybéry jsou stochasticky nezavislé, tedy Xij = Wi + &jj, kde € jsou
stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny s rozlozenim N(0, 02), i=1,...,r,j=1,...,n,

Vysledky lze zapsat do tabulky

faktor A | vysledky
roveni 1 | Xp. ,Xn
uroven 2 Xg],. ,.)%T_,

troveni r | Xq,- ,Xn

Ilustrace:
AX

[ 1 [ N
I 1 I 7

1. droven 2.uUroven 3.uroven .- urovne faktoru A



Na hladin€ vyznamnosti a testujeme nulovou hypotézu, ktera tvrdi, Ze vSechny stfedni hodnoty jsou stejné, tj.
Ho: i = ... = 1, proti alternativni hypotéze H, ktera tvrdi, Ze aspon jedna dvojice sttednich hodnot se lisi.

Jedna se tedy o zobecnéni dvouvybéroveého t-testu a na prvni pohled se zda, ze sta¢i utvofit 6\ dvojic nahodnych vybért a

| <)

na kazdou dvojici aplikovat dvouvybérovy t-test. Hypotézu o shod¢ vSech stfednich hodnot bychom pak zamitli, pokud

asponl v jednom piipad¢ z 6\ porovnavani se prokaze odlisnost stiednich hodnot. Odtud je vidét, ze k neopravnénému za-

mitnuti nulové hypotézy (tj. k chybé 1. druhu) muaze dojit s pravdépodobnosti vétsi neZ a. Proto ve 30. letech 20. stoleti vy-
tvotil R. A. Fisher metodu ANOVA (analyza rozptylu, v popsané situaci konkrétné analyza rozptylu jednoduchého tiidéni),
ktera uvedenou podminku spliiuje.

Pokud na hladin€ vyznamnosti a zamitneme nulovou hypotézu, zajima nas, které dvojice stfednich hodnot se od sebe lisi.

K teseni tohoto problému slouzi metody mnohondsobného porovnavani, napt. Scheffého nebo Tukeyova metoda.

/ Hj nezamitame
ANOVA
\ provest

Hp zamitame mnohonasobné
porovnavani

STOP

L 3§

DATA

i J




Oznaceni:
V analyze rozptylu jednoduchého tiidéni se pouziva tzv. teckova notace.

T
N_ 1... celkovy rozsah vSech r vybéri
il
n W b r 4 W
X _ X ... soucet hodnot v i-tém vybéru
=
J_I s |
M _ X ... vybérovy primér v i-tém vybéru
ron
X_ v ... soucet hodnot vSech vybéra

STl
1
M _ X ... celkovy primér vSech r vybéri



Zavedeme soucty ¢tvercii

_ T)% _M\% ... celkovy soucet ¢tvercu (charakterizuje variabilitu jednotlivych pozorovani kolem celkového primé-
=1

ru),
pocet stupni volnosti fr=n—1,

T
SA_ 1 1\/{_1\/1‘2 skupinovy soucet ¢tverctl (charakterizuje variabilitu mezi jednotlivymi ndhodnymi vybéry),
=il

pocet Etupflﬁ volnosti fa=r—1.
Sc¢itanec M_ |~ pfedstavuje bodovy odhad efektu a;.

T)g M% . rezidualni soucet ¢tvercu (charakterizuje variabilitu uvnitt jednotlivych vybéri),

pocet stupnu Volnost1 f=n-r.

Lze dokazat, Ze St = Sa + Sg.
(Diikaz je proveden napt. ve skriptech Budikova, Mikolas, Osecky: Popisna statistika v poznamce 5.20.)



Testovani hypotézy o shodé strednich hodnot

Nahodné veliiny X;; se fidi modelem

MO: Xij =N + o + &jj

proi=1,...,r,j=1, ..., n;, pfiCemzZ

&j Jsou stochasticky nezavislé nahodné veliCiny s rozlozenim N(O, ),
1 je spole¢na Cast stiedni hodnoty zavisle proménné veliciny,

a; je efekt faktoru A na arovni 1.

Parametry p, o; nezname.

r

PoZadujeme, aby platila tzv. reparametrizacni rovnice: X

(Pokud je tfidéni vyvazeng, tj. pokud maji vSechny Vybéry stejny rozsah: n; =n, = ... = n,, pak lze pouzit zjednodusenou

podminku )



Kdyby nezélezelo na faktoru A, platila by hypotéza a; = ... = o, = 0 a dostali bychom model

MI1: Xij =pu+ Ejj-

Béhem analyzy rozptylu tedy zkoumame, zda vyberové priméry My, ..., M, se od sebe 1i$i pouze v mezich nahodného ko-
lisani kolem celkového priméru M nebo zda se projevuje vliv faktoru A.

Rozdil mezi modely M0 a M1 ovéfujeme pomoci testove statistiky

E_ A‘7fé, ktera se tidi rozloZzenim F(r-1,n-r), je-li model M1 spravny. Hypotézu o nevyznamnosti faktoru A tedy zamit-
— V1E

neme na hladin€ vyznamnosti a, kdyz plati: Fo > F_,(r-1,n-r).

Vysledky vypocti zapisujeme do tabulky analyzy rozptylu jednoduchého tiidéni.

Zdroj variability | soucet ¢tvercli | stupné volnosti | podil Fa
skupiny Sa fa=r-1 Sa/fa SA/IA
/g
rezidualni Sk fe=n-r Se/fe -
celkovy St fr=n-1 - -

Q
Silu zavislosti ndhodné veli¢iny X na faktoru A mizeme métit pomoci poméru determinace: P _ *. Nabyva hodnot

z intervalu (Q]} :



Testovani hypotézy o shodé rozptyli
Pted provedenim analyzy rozptylu je zapotiebi ovéfit predpoklad o shodé€ rozptylt v danych r vybérech.

~- -

PoloZzme %_ B N Oznacime

Y%
SZE—1 IY% Ml p

SZA:i lﬂ Mi_MQ

Plati-1i hypotéza o shodé rozptyll, pak statistika

EA:Q'%— =~ F(r-1, n-1).

Hypotézu o shodé rozptyli tedy zamitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti a, kdyz Fza > Fi_(r-1, n-1).
(Leventv test je vlastné zaloZen na analyze rozptylu absolutnich hodnot centrovanych pozorovéani. Vzhledem k tomu, ze
nahodné veliiny Xj; — M; nejsou stochasticky nezavislé a absolutni hodnoty téchto veli€in nemaji normalni rozloZeni, je

Leventv test pouze aproximativni.)



je modifikaci Levenova testu. Modifikace spoc¢iva v tom, Ze misto vybérového priméru i-t€ho
vybéru se pii1 vypoctu veli¢iny Zq pouziva median i-tého vybéru.

Plati-1i hypotéza o shodé& rozptyla a rozsahy vSech Vybérﬁ jsou vEtsi nez 6, pak statistika

(ljl_n rhsz rYn HIS se asymptoticky fidi rozlozemm . Pritom konstanta C | 3 }_1—[ thl 1 _nl I‘\

S je Vazeny pramér Vyberovych rozptyl.

H,, zamitdme na asymptotické hlading vyznamnosti o, kdyz Bse realizuje v kritickém oboru W: ,21_ Iv'_l, o0



Zkoumani vlastnosti uvedenych tri testa

Pro odhad pravdépodobnosti chyby 1. druhu bylo vzdy vygenerovano 100 000 ndhodnych vybéri, a to postupné z téchto
rozloZent:

N(10; 1), t(10), LN(1; 0,4), Ex(0,85).

Vsechny vybéry mély stejny rozsah od 3 do 11 s krokem 2, pocet vybérti byl od 2 do 10 s krokem 2.

Jako odhad pravdépodobnosti chyby 1. druhu slouzila relativni ¢etnost téch ptipadl, kdy se na hladin€ vyznamnosti 0,05

zamitla nulova hypotéza o shodé€ rozptyl. Simulace byly provedeny v programu MathCad.



Grafy hustot zkoumanych rozloZeni

Normalni rozloZeni N(10; 1) Studentovo rozlozeni t(10)
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Pripad dvou nezavislych nahodnych vybéru

Nejprve bylo provedeno srovnani F-testu s Bartlettovym testem a Brownovym — Forsytheovym testem pro dva nezavislé
nahodné vybéry. V grafech se modra barva vztahuje k F-testu, Cervena k Bartlettovu testu a zelena k Brownovu —
Forsytheovu testu.

Normalni rozloZeni N(10; 1)

Studentovo rozloZeni t(10)
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VA4

rozloZeni, kdy vSechny testy udrzi odhad pod hladinou vyznamnosti 0,05. S postupnym ,,vzdalovanim se* od normality
relativni ¢etnost neopravnéného zamitnuti nulové hypotézy roste, nejvyssi je pro vybeéry z exponencialniho rozloZeni, kde se
pro F-test a Bartlettiiv test blizi k 0,24.

Pro vSechna zkoumana rozloZeni davaji F-test a Bartlettiiv test srovnatelné vysledky, u F-testu pozorujeme ponékud nizsi
odhad. Jednoznacné nejlepsi vysledky jsou dosahovany pii pouziti B-F testu, ktery i pro vybéry z exponencidlniho rozlozeni

poskytuje odhad pravdépodobnosti chyby 1. druhu dostatecné hluboko pod 0,05.



Pripad vice nez dvou nezavislych nahodnych vybéria

Dale jsme se zabyvali srovnanim Bartlettova testu s Brownovym — Forsytheovym testem pro 4, 6, 8 a 10 nezavislych na-
hodnych vybért, jejichz rozsahy byly 3, 5, 7, 9, 11. Kvili vétsi prehlednosti jsou grafy zavislosti odhadu na rozsahu vybéri
uvedeny zvlast pro 4 a 6 vybért a poté pro 8 a 10 vybéri. V grafech se modra a zelené barva vztahuje k Bartlettovu testu,
cervena a hnéda pak k Brownovu — Forsytheovu testu.

a) Normalni rozlozeni N(10; 1)

Pocet vibeéra 4 a 6 Pocet vibéra 8 a 10
Q Q
Q6 T 0105 L
Qo4 Q04
| 0B 8 0B
£ o £ o
qof Qo1 /
000! 000!
W57 9 :“g‘gﬁ W57 o :%EEFF
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Pro vybéry z norméalniho rozlozeni dava Bartlettiiv test odhady velmi blizké hladin€ vyznamnosti 0,05. Neni zde pozorova-
telnd zavislost na rozsahu vybéra. Brownlv — Forsythelv test neopravnéné zamitd nulovou hypotézu s podstatné mensi rela-
tivni Cetnosti, kterd nepiesdhne 0,021.



b) Studentovo rozlozeni t(10)

Pocet vybéri 4 a 6 Pocet vybéra 8 a 10
Q Q
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Pro vybéry ze Studentova rozlozeni jsou vysledky Bartlettova testu jiz ovlivnény porusenim predpokladu normality. Ziskané
odhady nartstaji se zvétSujicim se rozsahem vybérii a v nejméné priznivém piipade, tj. pro 10 nezavislych nahodny vybéra o
rozsahu 11, odhad pravdépodobnosti chyby 1. druhu ptevysuje 0,16. Brownlv — Forsythetv test neopravnéné zamita
nulovou hypotézu s relativni Cetnosti, kterd nepiesahne 0,023. Rozdily mezi odhady pro rizné pocty vybérii jsou u B-F testu
zanedbateln¢ malé.



c¢) Logaritmicko — normalni rozloZeni LN(1; 0,4)

Pocet vybért 4 a 6 Pocet vybérai 8 a 10
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Pro vybéry z logaritmicko - normalniho rozlozeni odhad pravdépodobnosti chyby 1. druhu ziskany Bartlettovym testem
velmi vyrazné narlsté, zvlasté pro vétsi pocet rozsahlejSich vybért. Zde je dokonce o néco vyssi nez 0,42, tudiz pouziti
Bartlettova testu skutecné nelze doporucit. Daleko lepsi vysledky poskytuje Browntv — Forsythetv test, kde odhady
zustavaji pod 0,03.



d) Exponenciélni rozlozeni Ex(0,85)

Pocet vybéri 4 a 6 Pocet vybéra 8 a 10
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Vidime, Ze pouziti Bartlettova testu pro vybéry z exponencidlniho rozlozeni nelze viibec doporucit. Odhad
pravdépodobnosti chyby 1. druhu je netnosné velky, v nejméné piiznivém piipade¢ — pro 10 nezavislych ndhodnych vybéri
o rozsahu 11 - se tento odhad blizi 0,75. Naproti tomu odhady ziskané Brownovym — Forsytheovym testem jsou nanejvys
0,035, coz jeste zdaleka nedosahuje hladiny vyznamnosti 0,05.



Komentar
Vysledky nasich simula¢nich studii vedou k zavéru, Ze pro testy homogenity rozptyli je vhodné pouzivat Browniv — Forsy-

thetv test, a to jak pro dva, tak pro vice nezavislych ndhodnych vybéra. Ukazuje se, ze tento test 1ze aplikovat 1 na vybéry,
které pochézeji z vyrazné nenormalnich rozlozeni. To lze vysvétlit tim, ze pii jeho konstrukci jsou pouzity vybérové media-
ny jednotlivych vybéra, pficemz median — na rozdil od priméru — je robustni vii¢i odlehlym ¢i extrémnim hodnotam.

U Brownova — Forsytheova testu odhad pravdépodobnosti chyby 1. druhu ve vSech piipadech ziistal pod hladinou vyznam-
nosti 0,05, nejhorsi vysledek byl 0,036 pro 4 nezavislé vybery z exponencidlniho rozlozeni. Bartlettv test zcela selhava pro
vybéry z nesymetrickych rozloZeni. Napft. pro 10 nezavislych vybérii z exponencialniho rozloZeni, jejichz rozsah byl 11, se
odhad pravdépodobnosti chyby 1. druhu blizil ¢islu 0,8.

Vyhodou Brownova — Forsytheova testu je rovnéz skutecnost, Ze velikosti odhadli  vykazuji jen velmi nepatrnou zavislost
na poctu vybéru.

Brownuv — Forsythetiv test je implemenovan napft. v syst¢émech STATISTICA ¢i MINITAB, Bartlettliv test najdeme v sys-
tému MINITAB, F-test pak v obou zminénych systémech.



Post — hoc metody mnohonasobného porovnavani

Zamitneme-li na hladin€ vyznamnosti a hypotézu o shod¢ sttednich hodnot, chceme zjistit, které dvojice stiednich hodnot se
1181 na dané hladin€ vyznamnosti a, tj. na hladiné vyznamnosti a testujeme Hy: p = p proti Hy: py # py pro vSechna I, k =1,
L 1T£EkK

a) Maji-li vSechny vybéry tyz rozsah p (fikdme, ze ttidéni je vyvazené), pouzijeme

Testova statistika ma tvar L ~ . Rovnost stiednich hodnot . a ; zamitneme na hlading vyznamnosti a, kdyz
M_ 1, . . o o
> L0 , kde hodnoty q;_4(r, n-r) jsou kvantily studentizovaného rozpéti a najdeme je ve statistickych ta-

VP
. : . “ri s C o ix — |
bulkach. (Studentizované rozpéti je ndhodna veli¢ina Q_ @ a.)

Existuje modifikace TukeM/y metody pro nestejné rozsahy Vyberu nazyva se Tukeyova HSD metoda. V tomto ptipadé ma

testova statistika tvar ( \ Rovnost stiednich hodnot py a p; zamitneme na hladin€ vyznamnosti a, kdyz
\/2\ n.n

L S
3 )



b) Nemaji-li vSechny vybéry stejny rozsah, pouZzijeme : rovnost sttednich hodnot  a p; zamitneme na
hladiné V}'/znamnosti a, kdyi

Mo )t

Vyhodou Scheffého testu je, Ze k Jeho provedeni nepottebujeme specialni statistické tabulky s hodnotami kvantili studenti-
zovaného rozpéti, ale staci bézné statistické tabulky s kvantily Fisherova — Snedecorova rozloZeni.

V ptipade vyvazeného tiidéni, kdy Ize aplikovat Tukeyovu i Scheffého metodu, pouzijeme tu, kterd je citlivéjsi. Tukeyova
metoda tedy bude vyhodnéjsi, kdyz
Q1. (T, 1) < 2(r-1F 4(r-1, n-1).

Metody mnohondsobného porovnavani maji obecné mensi silu nezZ ANOVA.

MiiZe nastat situace, kdy pfi zamitnuti Hy nenajdeme metodami mnohonésobného porovnavani vyznamny rozdil u Zadné
dvojice stiednich hodnot. K tomu dochazi zvlasté tehdy, kdyz p-hodnota pro ANOVU je jen o malo nizsi nezZ zvolené hladi-
na vyznamnosti. Pak slabsi test patiici do skupiny metod mnohonasobného porovnavani nemusi odhalit Zadny rozdil.



Doporuceny postup pri provadéni analyzy rozptylu:

a) Ovéteni normality danych r ndhodnych vybérl (grafickeé metody - NP plot, Q-Q plot, histogram, testy hypotéz o normal-
nim rozlozeni - Lilieforsova varianta Kolmogorovova — Smirnovova testu nebo Shapirtiv — Wilktv test).

Doporucuje se kombinace obou zptisobll. Zavéry uc¢inime az na zéklad¢ posouzeni obou vysledki.

Obecné lze fici, Ze analyza rozptylu neni ptili§ citliva na poruseni predpokladu normality, zvlasté pti vétSich rozsazich vybé-
i (nad 20), coz je dusledek plisobeni centralni limitni véty. Mirné poruseni normality tedy neni na zavadu, pi1 vétSim poru-
Seni pouZzijeme napt. Kruskalliv — Wallistiv test jako neparametrickou obdobu analyzy rozptylu jednoduchého tiidéni.

b) Po ovéteni normality se testuje homogenitu rozptyld, tj. predpoklad, Zze vSechny nahodné vybéry pochdzeji z normalnich
rozlozeni s tymz rozpylem. Graficky ovéiujeme shodu rozptylti pomoci krabicovych diagrami, kdy sledujeme, zda je Sitka
krabic stejna. Numericky testujeme homogenitu rozptylti pomoci Levenova testu, Brownova — Forsytheova testu (oba jsou
implementovany ve STATISTICE, Browniiv — Forsythetv test v MINITABu) ¢i Bartlettova testu (je k dispozici

v MINITABu).

Slabé poruseni homogenity rozptyli nevadi, pii vétSim se doporucuje medidnovy test.

c¢) Pokud jsou splnény piedpoklady normality a homogenity rozptylli, miizeme ptistoupit k testovani shody stiednich hodnot.
Pfedtim je samoziejmé vhodné vypocitat priiméry a smérodatné odchylky ¢1 rozptyly v jednotlivych skupinach.

d) Dojde-li na zvolené hladin¢ vyznamnosti k zamitnuti hypotézy o shodé stfednich hodnot, zajimé nas, které dvojice stied-
nich hodnot se od sebe lisi. K feSeni tohoto problému slouzi post-hoc metody mnohonasobného porovnavani, napi. Scheffeé-
ho nebo Tukeyova metoda.



Priklad: U ctyt odriid brambor (oznac¢enych symboly A, B, C, D) se zjiStovala celkovd hmotnost brambor vyrostlych vzdy
z jednoho trsu. Vysledky (v kg):

odruda hmotnost

A 0,9 0,8 0,6 0,9

B 1,3 1,0 1,3

C 1,3 1,5 1,6 1,1 1,5
D 1,1 1,2 1,0

Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze stiedni hodnota hmotnosti trsu brambor nezavisi na odriidé. Zamitnete-li
nulovou hypotézu, zjistéte, které dvojice odriid se lisi na hladiné¢ vyznamnosti 0,05.



Reseni:
Data povazujeme za realizace Ctyt nezavislych ndhodnych vybéra ze ctyt norméalnich rozloZeni se stejnym rozptylem.
Testujeme hypotézu, ze vSechny Ctyfi sttedni hodnoty jsou stejné.

Vypotitame ‘M, =08, M, =12, M; =14, M, = 1,1,
‘M = 1,14,
- $,2=0,02, S,2=10,03, S;= 0,04, S, = 0,01,
) s
) N B =" 0L 3 .
N, o TN 0, N IQ]: = 2/
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Kriticky obor W = Egsﬁl ]; 3,5900 Protoze testova statistika se realizuje v kritickém oboru, Hy zamitdme na

hladin¢ vyznamnosti 0,05.

Vypocteme . P :“:‘:‘ ‘?11—:; “73]



Vysledky zapiSeme do tabulky ANOVA:

Zdroj variability | Soucet Ctvercii Stupné volnosti | podil Fa

skupiny Sa=0,816 3 Sa/3=0,272 S/ ﬁ_ 007
rezidualni Se=0,3 11 Se/11=0,02727 | -

celkovy St=1,116 14 - -

Srovnavané odridy | Rozdily |M . u Prava strana vzorce
A, B 0,4 0,41
A, C 0,67 0,36
A,D 0,3 0,41
B, C 0,2 0,40
B,D 0,1 0,44
C,D 0,3 0,40

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 se liSi odridy A a C.

Nyni pomoci Scheffého metody zjistime, které dvojice odriid se liSi na hladin€ vyznamnosti 0,05.




Re$eni pomoci systému STATISTICA

Otevieme novy datovy soubor o dvou proménnych X a odrtida a 15 ptipadech. Do proménné X zapiSeme zjiSténé hmotnosti,
do proménné odrtida kody pro dané odriidy (1 pro A, 2 pro B, 3 pro C a 4 pro D).
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Ovétime normalitu danych ¢tyt ndhodnych vybéri pomoci N-P plotu:
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Odchylky od normality jsou jen nepatrné.



Vypocteme vybérové prumery a vybérové rozptyly:
Statistiky — Zéakladni statistiky a tabulky — Rozklad & jednofakt. ANOVA — OK — Proménné — Zavislé — X, Grupovaci -
odriida — OK — Skupiny tabulek - zaskrtneme Rozptyly - Vypocet.

Rozkladova tabulka popisnych S
N=15 (V seznamu zav. prom. ne|
odruc X [X X X
prume¢ N Sm.od Rozpi
A 0,800 Z 0,147 0,020

B 1,200 ¢ 0,1/3 0,030
C 1,400 ¢ 0,200 0,040
D 1,100 ¢ 0,700 0,070

Nyni ovéfime predpoklad shody rozptyld.
Na zaloZce Skupiny tabulek zaSkrtneme Leventiv test — Vypocet.

Leveneuyv test homogenity ro U (prikladooU1
Oznat. efekty jsou vian. ha Piad. p £ 105000

. ?U ?V PC ol | OV PO F p
Promé| efeklefel efeki chybichyk chyb:
X 0,078 < 0,006 0,066 1 0,005 1,047 U,4T0

Vidime, ze p-hodnota Levenova testu je 0,41, tedy vétsi nez hladina vyznamnosti 0,05. Hypotézu o shod¢ rozptyli
nezamitdme na hladin€ vyznamnosti 0,05.



Ptistoupime k testu hypotézy o shod¢ sttednich hodnot.
Na zalozce Skupiny tabulek zaSkrtneme Analyza rozptylu — Vypocet.

Analyza rozptylu (prikladoasU’]
Oznac. efezlgyyjso(g vyZn. na hl)ad. p <,05000
. ?U \‘?V PG oC | OV PO F o)
Promé| efeklefel efeki chybichytl chyb:
X U,010 < 0,2720,500 110,02/719,9/75 0,007

Jelikoz p-hodnota = 0,001805 je mensi nez hladina vyznamnosti 0,05, hypotézu o shod¢ sttednich hodnot zamitdme na
hladin¢ vyznamnosti 0,05.



Vypocet doplnime krabicovymi diagramy:
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Nyni aplikujeme Scheffého metodu mnohondsobného porovnavani, abychom zjistili, které dvojice odriid se lisi na hladiné
vyznamnosti 0,05. Na zaloZce Post — hoc zvolime Scheffeuv test.

Bche'r'reno test; promen..X (prik
znac roz |stou vyznamne |

odrudc { éO M= 1 2 M{1}4 M{1}1

A 0,059 U,00T 0,790
B U,09Y 0,464 0,905
B 0,001 0,404 0,163

U,190 0,900 0,163

Tabulka obsahuje p-hodnoty pro vzajemné porovnani stitednich hodnot hmotnosti vSech Ctyt odriid. Vidime, ze na hladiné
vyznamnosti 0,05 se lisi odridy A, C.



Vyznam piedpokladi v analyze rozptylu

a) — velmi dualezity predpoklad, musi byt splnén, jinak dostaneme nesmysiné
vysledky.
b) — ANOVA neni ptilis$ citlivd na poruSeni normality, zvlast’ pokud maji vSechny vybéry rozsah nad 20

(dtsledek centralni limitni véty). Pfi vyraznéjSim poruseni normality se doporucuje Kruskaliiv — Wallisiv test.

C) — mirné poruseni nevadi, pfi vétSim se doporucuje Kruskaltiv — Wallistv test. Test shody rozptyld ma
smysl provadét az po ovéteni predpokladu normality.



I1. Pripad r > 3 nezavislych nahodnych vybéri z alternativnich rozlozeni

Test homogenity binomickych rozlozeni

Necht’ mame r > 3 nezdvislych ndhodnych vybéra o rozsazich ny, ..., n,, pfi€emz j-ty ndhodny vybér pochézi z alternativniho
rozloZeni A( q),j =1,2,..,r.

Testujeme hypotézu Hp: q ... proti alternativni hypotéze H;: aspon jedna dvojice parametri je rizna.

OznaCme
r
n_ I-Hj celkovy rozsah vSech r vybért,

—

\"
M — 1 - vazeny prumér vybérovych praméra.
1 - : I
Testové kritérium: Q: -\ 1_ [~ ~ _ »kdyZH,plati.
Kriticky obor: W_ ,21_ F_l, o0 - | 4

Hy tedy zamitdme na asyﬁlptotické hlading vyznamnosti o, kdyz (( _ .
Podminka dobré aproximace: njM« > 5 pro vSechnaj =1, ..., 1.

| M
o . Ol . . n
Brandtiv — Snedecoriiv vypocetni tvar: Q_l\ Q—M\S‘}]W T M-



Test homogenity zalozeny na arkussinusové transformaci
Neni-li splnéna podminka nJM* > 5 pro vSechna j = 1, ..., r, doporucuje se nasledujici postup: ozna¢me

A_ oSl
B:nw%.
Pak statistika Q 4 _1% fA} B ~ y(r-1).

J_ y

Hj tedy zamitame na asymptotlcke hlading vyznamnosti a, kdyz Q > ¥*4(r-1).

Mnohonasobné porovnavani
Zamitneme-li nulovou hypotézu na asymptoticke hladin€ vyznamnosti o, chceme zjistit, kter¢ dvojice parametrti q j se

11T 1N
1i8i. Plati-1i nerovnost |A< lAﬂ > 8( \ q1 I', OO’ pak na hladin€ vyznamnosti o zamitdme hypotézu o shod¢ para-

metri q ). (Hodnoty qi.4(r, ) najdeme v tabulkach.)



Priklad: Na gymnazium bylo pfijato 142 studenti. Ti byli nahodné rozdéleni do Ctyf tfid A, B, C, D. V kazdé trid¢ byla
matematika vyucovana jinou metodou. Na konci Skolniho roku psali vSichni studenti stejnou pisemnou praci a byl
zaznamenan pocet téch studentd, kteti vytesili vSechny zadané ukoly.

Ttida A |B |C |D
Pocet studentl 3513637 |34
Pocet uspéSnych studenttt |5 |8 |17 |15

Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze rozdily mezi tfidami jsou zplisobeny pouze nahodnymi
vlivy.

ReSeni:
Mame Ctyti nezavislé nahodné vybéry, j-ty pochazi z rozlozeni A( q), j=1,2,3,4.
Testujeme hypotézu Hy: Qq . - .

=35, n,=36,n3=37,n4= 34 n= 142

=5/35, my=8/36, m;=17/37, my= 15/34, m« = (5+8+17+15)/142 = 45/142.
Podmlnky dobré aprox1mace

3"m s 3( _ A, 3’ _ IS 34 _

Testova statistika

45
142 28
L

8]

- -

1 - M ) - ,/r; - " va
Q_ ~ -\ AR
]— o — m( AW / \ / N F \

e

Kriticky obor: : , 0,95&3\00 78 ]OO

Protoze testové kritérium se realizuje v kritickém oboru, Hy zamitdme na asymptotické hladin€¢ vyznamnosti 0,05.

S
1

\l\



Nyni metodou mnohonasobného porovnavani zjistime, kter¢ dvojice parametrti se od sebe lisi na hladin€ vyznamnosti 0,05.

Pomoci arkussinusové transformace vypocteme hodnoty IA} — [C SyM
A;=0,3876, A,=0,4909, A3 O 7448 A,=0,7264

11T T

Plati-1i nerovnost |A( lA}‘ > 8\ \ d r’OO’ pak na hladin€ vyznamnosti o zamitame hypotézu o shod¢ parametrii
Q )
Kvantil studentizovaného rozpéti najdeme v tabulkach: qg¢s(4,0) = 3,63

Srovnavane tfidy | Rozdily |A<_ - | Prava strana vzorce

A, B 0,1033 0,30

A, C 0,3572 0,30

A, D 0,3388 0,31

B, C 0,2539 0,30

B,D 0,2356 0,31

C,D 0,0184 0,30

Na hladiné vyznamnosti 0,05 se lisi tiidy A, C a A, D.



Res$eni pomoci systému STATISTICA

Vytvotime novy datovy soubor se dvéma proménnymi a 142 piipady.

Proménnd USPECH obsahuje hodnotu 1, pokud student vytesil vSechny zadané tikoly, jinak obsahuje hodnotu 0.

Proménnd TRIDA ma hodnotu 1, pokud student pochdzi z tftidy A, hodnotu 2 pro tfidu B, hodnotu 3 pro tfidu C a hodnotu 4
pro ttidu D.

Nejprve zjistime podily ispesnych studentli v jednotlivych tridach.

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Rozklad — OK — Proménné — Zavislé — USPECH, Grupovaci - TRIDA — OK —
Skupiny tabulek - odskrtneme Smérovat. odchylka - Vypocet.

| RIU USPE UbNI-’I:

Prume
A 0,147 3
B U,222 o]
C 0,499 3
D 0,441 S

Vs.skl U,316 14

Vidime, Ze nejslabsi vykony podavali studenti ze tfidy A, uspéSnych bylo pouze 14,3% studentt, ve tiidé B 22,2%, ve tfide
C 45,9% a ve tfidé D 44,1%. Ttidy C a D se z hlediska uspéchu v pisemce z matematiky lisi jen nepatrné



Dale provedeme testovani hypotézy o shod¢ parametri Ctyt alternativnich rozlozeni. Nejprve ovétime splnéni podminek
dobré aproximace: njm« > 5 pro vSechna j = 1, ..., r. VaZeny primeér m- se nachazi v poslednim fadku vystupni tabulky
procedury Rozklad. Jeho hodnotu okopirujeme do policek pro priméry tid A, B, C, D, posledni fadek odstranime a

k tabulce pfidame jednu novou proménnou, do jejihoZ Dlouhého jména napiSeme =v2*v3.

I RID | JSPE(JSPFE NI-’rQI
rame, N | =v2%\

A U,5710 S 11,09
B U,310 311,40
C U,310 3 11,72
D U,310 3 10,7/

Vidime, Ze podminky dobré aproximace jsou splnény.

Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — Kontingen¢ni tabulky - OK - Specif. tabulky — List 1 USPECH, List 2 TRIDA,
OK-— Moznosti — Statistiky dvourozmérnych tabulek - zaSkrtnéte Pearson & M-L Chi —square — Detailni vysledky - Detailni
2-rozm. tabulky.

Statist. Chi-KV{ SV[ P
Fearsonuv ¢ 1Z,Zo di= p=,00
IVI-V chi-kKva(| 12,60 di= p=,00

Testova statistika Q se realizuje hodnotou 12,2876, pocet stupiiil volnosti je 3, odpovidajici p-hodnota = 0,00646, tedy na
asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 hypotézu Hy zamitame. S rizikem omylu nejvyse 0,05 jsme tedy prokazali, ze
rozdily v podilech tspéSnych studentii v jednotlivych tfidach nelze vysvétlit nahodnymi vlivy.



Upozornéni: Systém STATISTICA neumoznuje provedeni metody mnohondsobného porovnavani pro ndhodné vybéry
z alternativniho rozlozeni. Pro orientaci 1ze pouzit Scheffého metodu. V nasem ptipade¢:

TRIDAME, 14 ME%2 W45 Wt da
A 0,90/ 0,054 0,000

B U,90/ U,17/3 0,253
C 0,034 0,173 U,9Y96
D U,060 0,253 0,998

Na asymptoticke hladin€ vyznamnosti 0,05 se lisi tfidy A a C.



Neparametrické testy o medianech

Osnova:
- jednovybérové a parové testy

- dvouvybérové testy

- neparametrické obdoby jednofaktorové analyzy rozptylu

Motivace: Pti aplikaci t-testl ¢i analyzy rozptylu by mély byt splnény urcité predpoklady:

- normalita dat (pro vybéry vétSich rozsahti (n > 30) nemé mirné poruSeni normality zavazny dopad na vysledky)

- homogenita rozptyli

- 1intervalovy ¢1 pomérovy charakter dat

Pokud nejsou tyto piedpoklady splnény, pouzijeme tzv. neparametrické testy, které nevyzaduji predpoklad o konkrétnim
typu rozloZeni (napt. normalnim), staci napt. ptedpokladat, Ze distribucni funkce rozloZeni, z néhoz nahodny vybér pochazi,
j€ spojita.

Nevyhoda - ve srovnani s klasickymi parametrickymi testy jsou neparametrické testy slabsi, tzn., Ze nepravdivou hypotézu
zamitaji s mensi pravdépodobnosti nez testy parametrickeé.

V této kapitole se omezime na ty neparametrické testy, které se tykaji mediant.



Jednovybérové testy (Jde o neparametrické obdoby jednovybérového t-testu a parového t-testu.)

Znaménkovy test a jeho asymptoticka varianta
Necht X,..,X, je ndhodny vybér ze spojitého rozlozeni. Necht Xgs( je medianem tohoto rozlozZeni a ¢ je realna konstanta.

Testujeme hypotézu H;IXQ50: proti oboustranné alternative Hf:XQSO £ (resp. proti levostranné alternative

H - X050 - Tesp. proti pravostranné alternativé H - X050~ )
Znaménkovy test se nejcastéji pouziva jako parovy test, kdy madme nahodny vybér ze spojitého dvourozmérného rozlozeni

( %\ ,( %\ a testujeme hypotézu o rozdilu mediand, tj. b} :Xa50__ 50— proti H X050 50 ” (resp. proti jednostran-

nym alternativam). Piejdeme k rozdilim /4 _ 1 B A _ ,__atestujeme hypotézu o medianu téchto rozdild, tj.
Hy:Zys0_ .
a) Utvoiime rozdily 1) ___ pro jednovybérovy test resp. L?: __ pro parovy test, 1__ .,J1. (Jsou-li nékteré rozdily

nulove, pak za n bereme jen pocet nenulovych hodnot.)

b) Zavedeme statistiku SZ*» ktera udava pocet téch rozdili D;, které jsou kladné. SZ* je souctem nahodnych veli¢in

s alternativnim rozloZenim (i-t4 veli¢ina nabyva hodnoty 1, kdyZ 1-ty rozdil je kladny a hodnoty 0, kdyz je zaporny). Plati-li
H,, pak pravdépodobnost kladného i zaporného rozdilu je stejna, tedy Syt ~ B}~ Z viastnosti binomického rozlozeni
plyne, Ze ESL“L — m+ —

¢) Stanovime kriticky obor.

Pro oboustrannou alternativu: V\': nk1>
W_ 0.

(Nezaporna cela cCisla ki, k, pro oboustranny test 1 pro jednostranné testy lze najit v tabulkové ptiloze. Pozor — €isla ky, k,
pro oboustrannou alternativu jsou jina nez pro jednostranné alternativy! )

d) Hy zamitame na hladin€ vyznamnosti .., kdyz S+

L )- 1), pro levostrannou alternativu: V\: 1(1> , pro pravostrannou alternativu:



Pro velka n (prakticky N._ () 1ze vyuzit asymptotické normality statistiky SZ*

Q+ N -+ Q1+ :
Testova statistika [I): = Eé‘ —— ma za platnosti H, asymptoticky rozlozeni Nﬁl\.

ope = 4
Kriticky obor pro oboustranny test: W: s U /2>L )ul_ ooy
Kriticky obor pro levostranny test: W: S I

Kriticky obor pro pravostranny test: W_ U, 0"

Aproximace rozlozenim Nﬁl\se zlepsi, kdyz pouzijeme tzv. . Testova statistika pak ma

<L
tvaru_ —— [, pfiCemz 1 pticteme, kdyz SL+ — aodecteme v opacném piipade.
V4



Priklad na jednovybérovy znaménkovy test:

U 10 ndhodné vybranych vzorkia benzinu byly zjistény nasledujici hodnoty oktanového ¢isla:

98,2 96,8 96,3 99,8 96,9 98,6 95,6 97,1 97,7 98,0.

Na hlading€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze medidn oktanového Cisla je 98 proti oboustranné alternativé.

Reseni:

rozdily x;,—98: 0,2 -1,2 -1,7 1,8 -1,1 0,6 -2,4 -09 -0,3 0,0

S;" = 3, nenulovych rozdilii je 9. Ve statistickych tabulkach najdeme pro n =9 a a = 0,05 kritické hodnoty k; = 1, k, = 8.
Protoze kriticky obor W_ ‘,1) L | neobsahuje hodnotu 3, nemiizeme H, zamitnout na hladiné vyznamnosti 0,05.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Vytvotime novy datovy soubor se dvéma proménnymi a 10 ptipady. Do proménné X napiSeme hodnoty oktanového ¢isla a
do proménné konst ulozime ¢islo 98.

Statistiky — Neparametrick statistika — Porovnani dvou zavislych vzorkia — OK — 1. seznam proménnych X, 2. seznam
proménnych konst — OK — Znaménkovy test.

Znamenkovy test (oktanove cislc
Oznacene tésty jsou vyznamne r
. Poce proce] Z [Urove
Dvojice pronrjruzny v <\

X & KON t bb,bb U,6bb U,0U4

Vidime, Ze nenulovych hodnot n = 9. Z nich zapornych je 66,7%, tj. 6. Hodnota testové statistiky S, =9 — 6 = 3.
Asymptoticka testova statistika Uy (zde oznacena jako Z) se realizuje hodnotou 0,6667. Odpovidajici asymptoticka p-
hodnota je 0,505, tedy na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 nezamitame hypotézu, Ze median oktanového cisla je 98.

V tomto pfipadé neni splnéna podminka pro vyuZiti asymptotické normality statistiky Sz, tj. n > 20. Je tedy
vhodnéjsi najit v tabulkach kritické hodnoty pro znaménkovy test. Pron =9 a a = 0,05 jsou kritick¢ hodnoty k; =1, k, = 8.
Protoze kriticky obor V\ bk J | neobsahuje hodnotu 3, nezamitdme H, na hlading vyznamnosti 0,05. Dostavame tyz

vysledek jako pti pouziti asymptotlckeho testu.



Priklad na parovy znaménkovy test
U 9 ndhodné vybranych manZelskych parh byl zjiStén primérny ro€ni piijem (v tisicich K¢).

¢islo paru 1 2 |3 |4 |5 6 |7 8 |9
pfijem manzela | 216|336 |384 | 432|456 (528|552 |600| 1872
pifijem manZzelky | 336 | 240 | 192 | 336 | 384 | 288 | 960 | 312 | 576

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze mediany piijm manzelti a manzelek jsou stejné.

Reseni:

Jedna se o parovy test. Vypocteme rozdily mezi pfijmy manzelii a manzelek, ¢imz ulohu pfevedeme na jednovybérovy test.
Testujeme b :Zy50_ proti oboustrann¢ alternative H 2950~ > kde Zy5 je median rozlozZeni, z n€hoZ pochazi rozdilovy

nahodny vybér A: il B .,Zgz ) .

Vypoctené rozdily X, :-120 96 192 96 72 240 -408 288 1296

Testova statistika SZ+= 7.

Ve statistickych tabulkach najdeme pro N_ a ,,  Jkritické hodnoty K _ , K _ .

Protoze kriticky obor V\r: ]} L )'ml neobsahuje hodnotu 7, nemizeme H, zamitnout na hladin¢ vyznamnosti 0,05.

Neprokazaly se tedy vyznamné rozdily v medianech piijmi manZzeli a manzelek.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Vytvotime novy datovy soubor se dvéma proménnymi a 9 ptipady. Do proménné X napiSeme piijmy manzell, do proménné
Y piijmy manzelek.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnani dvou zavislych vzorkia — OK — 1. seznam proménnych X, 2. seznam
proménnych Y — OK — Znaménkovy test.

Poce procel Z |Urovel
Dvouce pronjruzny| v <\
&Y 2 22,22 1,303 U,102

Vidime, Ze nenulovych hodnot n = 9. Z nich zapornych je 22%, tj. 2. Hodnota testov¢ statistiky SA+ o
Asymptotickd testova statistika |}\(zde oznadena jako Z) se realizuje hodnotou ],3 Odpovidajici asymptotlcka p-hodnota je

0,1824, tedy na asymptotické hladin€¢ vyznamnosti 0,05 nezamitdme hypotézu, Ze medidny pfijmi manzelt a manzelek jsou
stejné.

Upozornéni: V tomto piipadé€ neni splnéna podminka pro vyuziti asymptotické normality statistiky SZ+, tji. n_ [ Jetedy
vhodngjsi najit v tabulkach kritick¢ hodnoty pro znaménkovy test. Pron =9 a o = 0,05 jsou kritické hodnoty k; =1, k, = &.
Protoze kriticky obor V\: ‘,1) L | neobsahuje hodnotu 7, nezamitdme H, na hladin€ vyznamnosti 0,05. Dostavame tyz
vysledek jako pii pouziti asymptotického testu.



Jednovybérovy Wilcoxoniiv test a jeho asymptoticka varianta

Necht’ Xj, ..., X, je ndhodny vybér ze spojitého rozloZeni s hustotou ¢(x), kterd je symetrick4 kolem medianu X s, tj.
(X050 T X) = ©(Xg,50 - X). Necht’ ¢ je redlna konstanta.

Testujeme hypotézu Hy: x50 =

proti oboustranné alternativé H;: X 50 # ¢ nebo

proti levostranné alternativé H;: x50 < ¢ nebo

proti pravostranné alternativé H;: x50 > c.



a) Utvotime rozdily D; = X; —c, 1= 1, ..., n. (Jsou-li néktere rozdily nulové, pak za n bereme jen poc¢et nenulovych hodnot.)
b) Absolutni hodnoty | D; | usporadame vzestupné podle velikosti a spo¢teme poradi R;.

c) Zavedeme statistiky
SNF: BR:‘”, coz je soucet potadi pies kladné hodnoty D;,
S;\r: R-, coz je soucet poradi ptes zaporné hodnoty D;.
~ |
Pfitom plati, Ze souéet Sy’ + Sy =n(n+1)/2.
Je-li Hy pravdiva, pak E(Sw') = n(n+1)/4 a D(Sy") = n(n+1)(2n+1)/24.

d) Testova statistika = min(Sy, ", Sw’) pro oboustrannou alternativu,
= Sy pro levostrannou alternativu,

= Sw pro pravostrannou alternativu.

e) Hy zamitame na hladiné vyznamnosti a, kdyz testova statistika je mensi nebo rovna tabelované kritické hodnoté.



Pro n > 30 lze vyuZit asymptotick¢é normality statistiky Sw .

Q. X St
Plati-li Ho, pak Uj_  Y— D" %_ = N(,1).
- \/_IN+ oy gt
Kriticky obor:
pro oboustrannou alternativu W = — U ) L )ul_ 250507
pro levostrannou alternativu W = — > U -

pro pravostrannou alternativu W = (U , 0

H, zamitdme na asymptotické hlading vyznamnosti o, kdyz Uj) -

- rozlozeni, z n¢hoz dany ndhodny vybér pochdazi, je spojité

- hustota tohoto rozlozeni je symetricka kolem medianu

- sledovana veli¢ina X m4 aspon ordinélni charakter

(Neni-li splnén ptedpoklad o symetrii hustoty kolem medianu, 1ze pouzit napt. znaménkovy test.)



Priklad: U 12 nahodné vybranych zemi bylo zji§téno procento populace starsi 60 let:
49 6,0 6,9 17,6 4,5 12,3 5,7 5,3 9,6 13,5 15,7 7,7.

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze median procenta populace starsi 60 let je 12 proti oboustranné alternative.

Reseni:

Testujeme hypotézu Hy: x50 = 12 proti oboustranné alternativé H;: x50 # 12.

Vypocteme rozdily pozorovanych hodnot od ¢isla 12: -7,1 -6,0 -5,1 5,6 -7,5 0,3 -6,3 -6,7 -2.4 1,5 3,7 -4,3.
Absolutni hodnoty téchto rozdilii usporadame vzestupné podle velikosti. Kladné rozdily pfitom oznacime Cervene:

usp. | x,— 12| 03 1,5 2,4 3,7 43 51 56 6 63 67 71 175

poradi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Sw =1+2+4+7=14,

Sw =3+5+6+8+9+10+11+12=64,

n =12, a = 0,05, tabelovana kriticka hodnota pron=12 a o= 0,05 je 13,

testova statistika = min(Sy, ", Sy’) = min(14,64) = 14.

Protoze 14 > 13, Hy nezamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05. Znamena to, Ze na hladin€ vyznamnosti 0,05 se nepodafilo
prokazat, ze aspon v poloviné zemi by se podil populace nad 60 let odliSoval od 12 %.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Utvotime novy datovy soubor se dvéma proménnymi a 12 ptipady. Do proménné procento napisSeme zjiSténé hodnoty a do
proménné konst ulozime ¢islo 12.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnani dvou zavislych vzorkia — OK — 1. seznam proménnych rozdil, Druhy
seznam proménnych konst — OK — Wilcoxontiv parovy test.

Wilcoxonuv parovy tesy (populac
Oznacene testy jsou vyznamne r
. Poce | Z Jrove
Dvojice prorr|platny

procento & K 1. 14,00 1,901 0,049

Vystupni tabulka poskytne hodnotu testové statistiky SW' (zde oznacena T), hodnotu asymptotické testové statistiky Uy a p-
hodnotu pro Uy. V tomto ptipad¢ je p-hodnota 0,049861, tedy nulova hypotéza se zamita na asymptotické hladiné
vyznamnosti 0,05. Tento vysledek je v rozporu s vysledkem, ke kterému jsme dospéli pi1 pfesném vypoctu. Je to zptisobeno
tim, Ze neni splnéna podminka pro vyuziti asymptotické normality statistiky SW", tj. n > 30.



Parovy Wilcoxoniiv test

Necht (X, Y1), ..., (X4, Yy) je ndhodny vybér ze spojitého dvourozmérného rozlozeni.

Testujeme Hy: X¢ 50 - Yo,s0 = ¢ proti H;: Xq 50 - Yo.s0 # ¢ (resp. proti jednostrannym alternativam).

Utvotime rozdily Z; = X; — Y, 1 =1, ..., n a testujeme hypotézu o medianu z sy, tj. Ho: Zoso = ¢ proti H;: 750 # c.



Priklad: K zjiSténi cenovych rozdilit mezi ur¢itymi dvéma druhy zbozi bylo nahodné vybrano 15 prodejen a byly zjistény ceny zbozi A a ceny
zbozi B: (11,10), (14,11), (11,9), (13,9), (11,9), (10,9), (12,10), (10,8), (12,11), (11,9), (13,10), (14,10), (14,12), (19,15), (14,12). Na hladin¢
vyznamnosti 0,05 je tieba testovat hypotézu, ze median cenovych rozdila ¢ini 3 K¢.

Re§eni:Testujeme Ho: zo 50 = 3 proti oboustranné alternativé H;: zo 5o # 3, kde 7 50 je medidn rozlozeni, z néhoz pochazi rozdilovy nahodny vybér
Z1=X1-Y1, ... Z;5= X5 — Y15.Vypocteme rozdily mezi cenou zbozi A a cenou zbozi B, ¢imz tlohu pfevedeme na jednovybérovy test.
Vypocty usporddame do tabulky:

¢. prodejny | cena zboZi A | cena zbozi B | rozdil | [rozdil-medidn| | pofadi
1 11 10 1 2 12
2 14 11 3 0 -
3 11 9 2 1 5,5
4 13 9 4 1 5,5
5 11 9 2 1 5,5
6 10 9 1 2 12
7 12 10 2 1 5,5
8 10 8 2 1 5,5
9 12 11 1 2 12
10 11 9 2 1 5,5
11 13 10 3 0 -
12 14 10 4 1 5,5
13 14 12 2 1 5,5
14 19 15 4 1 5,5
15 14 12 2 1 5,5

(Tucné jsou vytisténa potadi pro kladné hodnoty rozdil - median.)

Sw' =5,5+5,5+55=16,5,

Sw=12+55+55+12+55+55+12+5,5+5,5+5,5="74,5,

n =13, a = 0,05, tabelovana kriticka hodnota = 17, testova statistika = min(Sy ", Sw) =min(16,5; 74,5) = 16,5. Protoze 16,5 < 17, Hy zamitame
na hladiné vyznamnosti 0,05.



Vypocet pomoci systétmu STATISTICA:

Vytvotime novy datovy soubor se ¢tyfmi proménnymi A, B, rozdil, konst a 15 ptipady. Do proménnych A, B napiSeme ceny
zbozi A a B, do proménné rozdil uloZime rozdil cen A a B a do proménné konst ulozime ¢islo 3.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnani dvou zéavislych vzorki — OK — 1. seznam proménnych rozdil, 2. seznam
proménnych konst — OK — Wilcoxonilv parovy test.

WITCOXONUV parovy tesf (Ceny zb(
Oznacene testy jsou vyznanmine r
. Poce | Z Jrovel
Dvojice prorr|platny

rozdil & Kor 110,00 2,020 0,042

Testova statistika (zde oznacena jako T) nabyva hodnoty 16,5, asymptoticka testova statistika (oznacend jako Z) nabyva
hodnoty 2,026684, odpovidajici asymptoticka p-hodnota je 0,042696, tedy na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05
nulovou hypotézu zamitame.



Priklad (na asymptotickou variantu Wilcoxonova testu):

30 nahodn¢ vybranych osob mélo nezévisle na sobé bez predchoziho nacviku odhadnout, kdy od daného signalu uplyne
pravé 1 minuta. Byly ziskany nasledujici vysledky (v sekundach):

53 48 45 55 63 51 66 56 50 58 61 51 64 63 59 47 46 58 52 56 61 5748 62 54 49 51 46 53 58.

Na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze median rozlozeni, z néhoz dany nahodny vybér pochazi, je
60 sekund proti oboustranné alternativé (nulova hypotéza vlastné tvrdi, ze polovina osob délku jedné minuty podhodnoti a
druha nadhodnoti).

Reseni:

Testujeme Hy: x50 = 60 proti oboustranné alternativé H;: x¢ 5o # 60.
Obvyklym zplisobem stanovime statistiku Sy’ = 55.
Asymptotlcka testova statlstlka

g oo AR S
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Kriticky obor:
W= 5 W) Wy 5 W Uossey g ]’96U ]»9600
Testova statistika se realizuje v kritickém oboru, tedy Hy zamitame na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05. S rizikem

omylu nejvyse 5% jsme tedy prokazali, Ze pravdépodobnost nadhodnoceni jedné minuty neni stejna jako pravdépodobnost
podhodnoceni.



Vypocet pomoci systétmu STATISTICA:

Utvotime novy datovy soubor se dvéma proménnymi a 30 ptipady. Do proménné odhad napiSeme zjis§téné hodnoty a do
proménné konst ulozime cislo 60.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnani dvou zavislych vzorka — OK — 1. seznam proménnych odhad, 2. seznam
proménnych konst — OK — Wilcoxonilv parovy test.

YVIICOXONUV parovy test (odhad n
Oznacene testy jsou vyznamne r

. Poce | Z Jrovel
Dvojice prorr|platny
odhatl konst I 09,00 3,000 U,000

Testova statistika (zde oznacena jako T) nabyva hodnoty 55, asymptoticka testova statistika (oznacena jako Z) nabyva
hodnoty 3,65088, odpovidajici asymptoticka p-hodnota je 0,000261, tedy na asymptoticke hladin€ vyznamnosti 0,05
nulovou hypotézu zamitame.



Dvouvybérové testy (Jedna se o neparametrickou obdobu dvouvybérového t-testu)

Dvouvybérovy Wilcoxoniiv test a jeho asymptoticka varianta

Necht X, ..., X,a Yy, ..., Yy, jsou dva nezavislé ndhodné vybéry ze dvou spojitych rozlozenti, jejichz distribu¢ni funkce se
mohou liSit pouze posunutim. Oznacme X, 5o median prvniho rozlozeni a y, so median druhého rozloZeni. Na hladiné
vyznamnosti 0,05 testujeme hypotézu, ze distribucni funkce téchto rozlozeni jsou shodné neboli mediany jsou shodné proti
alternative, Ze jsou rozdilné, tj.

Ho: Xo,50 - Yo,50 = 0 proti H;: X 50 - Yo,s0 # 0.

a) VSechn+ m hodnot X, ..., X,a Yy, ..., Y, uspofadame vzestupné podle velikosti.
b) Zjistime soucet poradi hodnot Xj, ..., X, a ozna¢ime ho T;.
Soucet potadi hodnot Y1, ..., Y, oznacime T,.

¢) Vypocteme statistiky U, = mn + n(n+1)/2 - T, , U, = mn + m(m+1)/2 - T,.
Pfitom plati U, + U, = mn.
d) Pokud min(U ,U,) < tabelovana kriticka hodnota (pro dané rozsahy vybérii m, n a dan¢ a), pak nulovou hypotézu o
totoZnosti obou distribu¢nich funkci zamitdme na hladin€ vyznamnosti a. V tabulkach: n = min{m,n} a m = max{m,n}.



Pro velka n, m (n, m > ?TaO 1ze vyuzit asymptotické normality statistiky Uj.
1
Plati-li Hy, pak Lh— =~ = = N(0,1), kde U, = min(U,,U,),
v ifﬂ .

Kriticky obor:
pro oboustrannou alternativa W=, U /2) U 250y
pro levostrannou alternativu W = — > W -

pro pravostrannou alternativa W = (U_, .,

H, zamitdme na asymptotické hlading vyznamnosti o, kdyz Uj) -

- dané dva ndhodné vybéry jsou nezavislé

- rozlozeni, z nichz dané dva ndhodné vybéry pochézeji, jsou spojita

- distribucni funkce téchto rozlozeni se mohou lisit pouze posunutim

- sledovana veli¢ina ma asponl ordinalni charakter

(Neni-li splnén predpoklad, ze distribu¢ni funkce se mohou liSit pouze posunutim, 1ze pouzit napt. dvouvybérovy
Kolmogoroviiv — Smirnoviiv test.)



Priklad:

Bylo vybréano 10 poli stejné kvality. Na ¢tyfech z nich se zkousSel novy zplisob hnojeni, zbylych Sest bylo oSetfeno starym
zpusobem. Pole byla oseta pSenici a sledoval se jeji hektarovy vynos. Je tteba zjistit, zda novy zptsob hnojeni ma tyz vliv na
prumérné hektarové vynosy psenice jako stary zplisob hnojeni.

hektarové vynosy pii novém zpisobu: 51 52 49 55

hektarové vynosy pfi starém zptsobu: 45 54 48 44 53 50

Test proved’te na hladin€ vyznamnosti 0,05.

Reseni:

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujeme Hy: X¢ 50 - Yo.s0 = 0 proti oboustranné alternativé H;: Xos0 - yos0 # 0.

usp. hodnoty 44 45 48 49 50 51 52 53 54 55
potadi x-ovych hodnot 4 6 7 10
poradi y-ovych hodnot | ) 3 5 8 9

T,=4+6+7+10=27,T,=1+2+3+5+8+9=28

U,=4.6+452-27=7,U,=4.6+6.72-28=17

Kriticka hodnota pro a = 0,05, min(4,6) = 4, max(4,6) = 6 je 2. Protoze min(7,17) = 7 > 2, nemlizeme na hladiné
vyznamnosti 0,05 zamitnout hypotézu, ze novy zplisob hnojeni ma na hektarové vynosy psenice stejny vliv jako stary
zpusob.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Utvotime novy datovy soubor se dvéma proménnymi a 10 ptipady. Do proménné vynos napiSeme zjisténé hodnoty a do
proménné hnojeni napiSeme 4x Cislo 1 pro novy zpiisob hnojeni a 6x ¢islo 2 pro stary zptisob hnojeni.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnani dvou nezavislych vzorki — OK — Proménné — Seznam zavislych
proménnych vynos, Nezav. (grupov.) proménnd hnojeni — OK — M-W U test.

Ve STATISTICE je dvouvybérovy Wilcoxontv test uveden pod ndzvem Manniv — Whitneytv test.

l\/laennrc\)/vnltgg%uv U test (vynos)

I,

anacene testy jsou vyznamné na hladiné p <,05000
Sctpqsctpl U Z Urove] Z |Urove[N pla/N pla] 2~Tst
Promé| skup. skup. uprave sKup.| skup. presne
vynos [ Z/,00 26,00 /7,000 1,0bb 0,Zcb 1,0bb 0,260 4 ¢ 0,357

Ve vystupni tabulce jsou soucty potadi T, T,, hodnota testové statistiky

min(U;, U,) oznacend U, hodnota asymptotické testove statistiky Uy (oznacena Z), asymptoticka p-hodnota pro Uy a pfesna
p-hodnota (ozn. 2*1str. pfesné p — ta se pouziva pro rozsahy vybéra pod 30). V nasem piipad¢ presnad p-hodnota = 0,352381,
tedy Hy nezamitadme na hladin€ vyznamnosti 0,05.

Vypocet je vhodné doplnit krabicovym diagramem.
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Je zieymé, Ze vynosy pii novém zpuisobu hnojeni jsou vesmes niz§i nez pii starém zpiisobu a také vykazuji mnohem vétsi
variabilitu.



Dvouvybérovy Kolmogoroviv - Smirnoviiv test

Necht X,,..,Xa Y,. ., Yyjsou dva nezavislé ndhodné vybéry ze dvou spojitych rozloZeni, jejichz distribuéni funkce se mo-
hou liSit nejenom posunutim, ale také tvarem.

Testujeme hypotézu Hy: distribuéni funkce téchto rozlozeni jsou shodné (tj. vSech n + m veli¢in pochazi z t€hoz rozlozeni )
proti alternativé H;: distribu¢ni funkce jsou rozdilné.

Necht l‘i(X) je vybérova distribu¢ni funkce 1. vybéru a b(}o je vybérova distribu¢ni funkce 2. vybéru.

Testova statistika D: nai(x) ().

Hy zamitame na hladin€ vyznamnosti .., kdyz J_)>J_)m]‘ ’ kde L?],m‘ O je tabelovana kritick4 hodnota.

Pro vétsi rozsahy I1IIlze kritickou hodnotu aproximovat vzorcem \/%ﬁiz
ny



Priklad: Vyrobce urcitého vyrobku se méa rozhodnout mezi dvéma dodavateli polotovari vyrabégjicich je riznymi technolo-
giemi. Rozhodujici je procentni obsah urcité latky.

1. technologie: 1,52 1,57 1,71 1,34 1,68

2. technologie: 1,75 1,67 1,56 1,66 1,72 1,79 1,64 1,55

Na hladiné vyznamnosti 0,05 posud’te pomoci dvouvybérového K-S testu, zda je opravnény predpoklad, Ze obé technologie
poskytuji stejné procento ucinne latky.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Utvotime novy datovy soubor se dvéma proménnymi a 13 ptipady. Do proménné X napiSeme zjisténé hodnoty a do pro-
ménné ID napiSeme 5x Cislo 1 pro prvni technologii a 8x ¢islo 2 pro stary druhou technologii.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnani dvou nezavislych vzorki — OK — Proménné — Seznam zavislych promén-
nych X, Nezav. (grupov.) proménnd ID — OK — Kolmogorov-Smirnoviv 2-vybérovy test.

Max z:/Max KITurovel Prumi Prum/Sm.od|Sm.od/N pla’N pla
Promé| rozdil rozdil skup. skup. skup. skup. skup. skup
obsah|-0,40C 0,020 p>.1,964 1,6b/ 0,747/ 0,080 4

Ve vystupni tabulce pro dvouvybérovy K-S test dostaneme maximalni zdporny a maximalni kladny rozdil mezi hodnotami
obou vybérovych distribu¢nich funkei, dolni omezeni pro p-hodnotu (p > 0,1), priméry, smérodatné odchylky a rozsahy
obou vybért. JelikoZ p-hodnota prevysuje hladinu vyznamnosti 0,05, na této hladin€ nelze nulovou hypotézu zamitnout.



Kruskalav - Wallisuv test

iam s'f;al ( 1919 — 2005): Wilson Allen Wallis (1912 — 1988):
Americky matematik Americky matematik
Necht’ je dano r > 3 nezavislych nahodnych vybéra o rozsazich ny, ..., n. Pfredpokladame, Ze tyto vybery pochazeji ze

spojitych rozlozeni. OznaCme n =n, + ... + n. Na asymptotické hladin€ vyznamnosti o chceme testovat hypotezu, ze
vSechny tyto vybéry pochazeji z t€hoz rozlozeni.



a) VSech n hodnot sefadime do rostouci posloupnosti.

b) Ur¢ime potadi kazdé hodnoty v tomto sdruzeném vybéru.

¢) Oznacme Tj soucet pofadi téch hodnot, které patii do j-t¢ho vyberu, j =1, ..., r (kontrola: musi platit T, +... + T =
n(n+1)/2).

12 rT*
d) Testova statistika ma tvar: Q:I(I'I—D \ J . _3(n _|_1). Plati-li Hy, ma statistika Q asymptoticky rozlozeni x*(r-1).
DD

e) Kriticky obor: W: ,21_ I"_l,oo.

f) H, zamitneme na asympt(_)tické hlading vyznamnosti o, kdyz Q >y, *(r-1).



Priklad: V roce 1980 byly ziskany tfi nezavislé vybéry obsahujici daje o priimérnych roc¢nich piijmech (v tisicich dolart)
Ctyt socialnich skupin ve tfech riznych oblastech USA.

JiZzni oblast: 6 10 15 29

pacifickd oblast: 11 13 17 131

severovychodni oblast: 7 14 28 25

Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze ptijmy v téchto oblastech se nelisi.

Reseni:

Vypocty uspoiradame do tabulky

Usp. hodnoty  |6|7[10|11[13]14]15[17]25|28[29]131
Poradi 1.vybéru|l| |3 7 11
Potadi 2.vybéru 4 |5 8 12
Poradi 3.vybéru| |2 6 9 |10

T,=1+3+7+11=22,
T,=4+5+8+12=29,
T3=2+6+9f210=27,

12 1 122”9”7A»~
Q:I(@Sflj— + (ZH F+ | \ k
W_ ar L, Q95‘2\OO 599&O

Protoze Q <35, 991 Hy nezamitdme na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05.
Rozdily mezi primérnymi ro¢nimi pfijmy v uvedenych tiech oblastech se neprokézaly.



Medianovy test
Vychozi situace je stejna jako u K-W testu

a) VSech n hodnot uspofadame do rostouci posloupnosti.
b) Najdeme median x sy t€chto n hodnot.
c) Ozna¢me P; pocet hodnot v j-tém vybéru, které jsou vétsi nebo rovny medianu X so.

F

d) Testova statistika méa tvar Q/[:4 _‘I’Jlj _ 1. Plati-li Hy, ma statistika Qy; asymptoticky rozloZeni v(r-1).
ISy

d) Kriticky obor: W: ,21_ r—l’oo’

e) H,zamitneme na asympt(;tické hlading vyznamnosti o, kdyz Qy > 1. *(r-1).



Priklad:
Pro data o primérnych ro¢nich ptijmech proved’te medidnovy test. Hladinu vyznamnosti volte 0,05.
ReSeni:
Usp. hodnoty 6 710111314 1517 2528 29 131
| N

Median je pramér 6. a 7. uspotfadané hodnoty: Xg50__ -+ _ 4;5
— L=

V prvnim vybéru existuji 2 hodnoty, které jsou vétsi nebo rovny 14,5, stejné tak i ve druhém a tietim vybéru,
tedyP1=P2=P3=2

Testova statistika: Q/I 4 (22 + _|_M—|
Kriticky obor: W 21 T 1 'Q%‘Z\oo 5,99&0

Protoze Qu < 5,991, Hy nezamltame na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05.



Metody mnohonasobného porovnavani

Zamitneme-li hypotézu, Ze vSechny nahodné vybéry pochazeji z téhoz rozloZeni, zajima nas, které dvojice nahodnych
vybéri se 1i8i na zvolené hladin€ vyznamnosti. Testujeme Hy: k-ty a I-ty ndhodny vybér pochazeji z téhoz rozlozeni, k, 1 = 1,
.., I, k # I proti H;: aspon jedna dvojice vybérl pochazi z riznych rozlozeni.

a) Neményiho metoda (Peter Neményi 1927 — 2002: Americky matematik mad’arského ptivodu)

- VSechny vybéry maji tyz rozsah p (tfidéni je vyvazené).

- Vypocteme | T, - Tk| :

-V tabulkach najdeme kritickou hodnotu (pro dané p, r, a ).

- Pokud | T - Ty | > tabelovana kritickd hodnota, pak na hladin€ vyznamnosti o zamitdme hypotézu, ze 1-ty a k-ty vybér
pochézeji z téhoz rozlozeni.

b) Obecna metoda mnohonasobneého porovnavani

T T
- Vypoclteme | =

n

- Ve specidlnich statistickych tabulkdch najdeme kritickou hodnotu hgw(a ). Pii vétSich rozsazich vybéri je mozno ji
nahradit kvantilem y,_, *(r-1).

'];T

-~

I 1N .
- Jestlize > 1 / i \ N, Xw. , pak na hladin€ vyznamnosti o zamitdme hypotézu, Ze I-ty a k-ty vybér
2 G+ )T+ Ba

pochazeji z téhoz rozlozeni.



Priklad:

Ctyti laboranti provedli analytické stanoveni procenta niklu v oceli. Kazdy hodnotil p&t vzork®.

Laborant A: 4,15 4,26 4,10 4,30 4,25

Laborant B: 4,38 4,40 4,29 4,39 4,45

Laborant C: 4,23 4,16 4,20 4,24 4,27

Laborant D: 4,41 4,31 4,42 4,37 4,43

Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze vSechny Ctyfi ndhodné vybéry pochéazeji ze stejneho
rozloZeni. Pokud nulovou hypotézu zamitnete, zjistéte, které dvojice vybéri se lisi.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Vytvotime novy datovy soubor o dvou proménnych a 20 ptipadech. Do proménné nikl napiSeme zmétené hodnoty, do
proménné laborant napiSeme 5x1 pro 1. laboranta atd. az 5x4 pro 4. laboranta.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnani vice nezavislych vzorkl - OK — Seznam zavislych proménnych nikl,
Nezav. (grupovaci) promeénna laborant — OK — Summary: Kruskal-Wallis ANOVA & Median test. Ve dvou vystupnich
tabulkéch se objevi vysledky K-W testu a medianového testu.



KrusKal vv§|||sova /-\ITIUVW%TKI_Qa L:
Nezavi rupovaciaboyardnna
- RREGTaRoa S AR T 040
Zavis[Ko| Pocel Souc
nikl platny porac
1 T < 29,00
2 Z < 75,00
3 < <Z2/(,00
4 4 < (9,00
T
Z"YiSIé: RER L’f% ggB% sVv=3p=
ni Z CElKe

= Viedian: pi| & UUl T,007 5, UU| U UUI'IU,UU
ocek| 2,501 2,501 2,501 2,501
pOZ.-| 1.5U1-1,5U Z.5Ul -2 5U

> Vledian: pc[ T,U0T &,007 U,007 5,007 TU,UU]
ocek| 2,501 2,501 2,501 2,501
POZ.--1,5U 1,501 -25U Z.5UI

Celkem: [ D,U07 5,001 5,001 5,001 20,00

Oba testy zamitaji hypotézu o shodé¢ medianti v danych ctyfech skupinach na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.



Nyni provedeme mnohonédsobné porovnavani, abychom zjistili, které dvojice laborantl se 1i8i. Zvolime Vicenas. porovnani
prumérného poradi pro vS. skupiny.
Vlcenasobne porovn% p n'UBlnglKl(UK

Nezavisla (grupovaci
Kruskal Wghsﬁv test. Hc?3 N= 20) =

R581R151R541R15<

0,083 1,000 0,045
U,U83 0,061 1,000
1,000 0,001 U,032
0,040 1,000 0,032

_m‘
zs.
[da)

NWN—{SN

Tabulka obsahuje p-hodnoty pro porovnani dvojic skupin. Vidime, Ze na hladin€ vyznamnosti 0,05 se lisi laboranti A, D a
laboranti C, D.

Grafické znazornéni vysledki
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Porovnani empirického a teoretického rozlozeni

Osnova:

- testy dobré shody pro diskrétni a spojité rozlozeni pii tplné i netipln€ specifikovaném problému

- jednoduchy test pro exponencidlni a Poissonovo rozloZeni

Motivace

Moznost pouziti statistickych testl je podminéna néjakymi predpoklady o datech. Velmi Casto je to ptedpoklad o typu
rozloZeni, z néhoz ziskana data pochéazeji. Mnoho testii je zaloZeno na predpokladu normality.

Opomijeni predpokladii o typu rozloZeni miize v praxi vest 1 ke zcela zavadéjicim vysledklim, proto je nutné vénovat

tomuto problému patfi¢nou pozornost.



Testy dobré shody pro diskrétni a spojité rozloZeni

Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, Ze ndhodny vybér Xy, ..., X, pochazi z rozlozeni s distribu¢ni funkci ®(x).
a) Je-li distribu¢ni funkce spojitd, pak data rozdélime do r tfidicich intervali Pj,uj%\ ,]=1, ..., r. Zjistime absolutni

Cetnost n; j-tého tfidiciho intervalu a vypocteme pravdépodobnost p;, Ze ndhodna veli¢ina X s distribu¢ni funkci ®(x)
se bude realizovat v j-tém tfidicim intervalu. Plati-li nulova hypotéza, pak p; = P(u; < X < uj11) = O(uj11) - P(u;).

b) Ma-li distribu¢ni funkce nejvyse spocetné mnoho bodl nespojitosti, pak misto tfidicich intervalli pouzijeme varianty
X(jj, J = 1, ..., r. Pro variantu xjj; zjistime absolutni Cetnost n; a vypocteme pravdépodobnost p;, ze ndhodna veli¢ina X
s distribucni funkci ®(x) se bude realizovat variantou xp;. Plati-1i nulova hypotéza, pak

H: ) ‘— ﬂm = x: -
.- a - -, B\

' npe
Testova statistika: K_ f‘I]J 1R~ . Plati-li nulova hypotéza, pak K ~ x*(r-1-p), kde p je podet odhadovanych parametrt
LYy g
daného rozlozeni. (Napft. pro normalni rozloZeni p = 2, protozZe z dat odhadujeme stiedni hodnotu a rozptyl.) Nulovou
hypotézu zamitame na asymptotické hlading vyznamnosti o, kdy? testova statistika K > y°|.(r-1-p). Aproximace se
povazuje za vyhovujici, kdyz teoretické Cetnostinp; > 5,5 =1, ..., 1.

Upozornéni: Hodnota testové statistiky K je siln€ zavisla na volbé tfidicich intervalt. Navic pfi nesplnéni podminky np; >
5,7=1, ..., r je titeba n¢které intervaly resp. varianty slucovat, coz vede ke ztraté informace.



Priklad: Testovani shody empirického a teoretického rozlozeni pri uplné specifikovaném problému

Byl zjistovan pocet poruch urcitého zatizeni za 100 hodin provozu ve 150 disjunktnich 100 h intervalech. Vysledky méfeni:

Pocet poruch za 100 hodin provozu [0 |1 |2 |3 |4 avic
Absolutni Cetnost 52148 136|104

Na asymptotické hladin¢€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze nahodny vybér X, ..., Xso pochazi z rozloZeni Po(1,2).

Reeni:

Pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢ina s rozloZenim Po(A), kde A = 1,2 bude nabyvat hodnot 0, 1, ..., 4 a vic je
- 1) SRR .

b - - re_aJ: | 9219213: -+ 4+

V}'/powéty potfébné pro stanoveni testové statistiky K uspotfadame do tabulky.

n |pj |np; (n; - np;)”/ np;
5210,301/150.0,301=45,15{1,039
4810,361|150.0,361=54,15|0,698
36(0,217(150.0,217=32,5510,366
100,087(150.0,087=13,05|0,713
4 10,034|150.0,034=5,1 0,237

BN =D

Podminky dobré aproximace jsou spln€ny, vSechny teoretické Cetnosti jsou vétsi nez 5.

K=1,039 +0,698 + 0,713 + 0,237 =3,053,r=15, X20,95(4) =9,488. Protoze 3,053 < 9,488, nulovou hypotézu nezamitame
na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Nacteme datovy soubor poruchy.sta. Proménna POCET obsahuje pocet poruch, proménnda CETNOST pak absolutni
cetnosti zjisténého poctu poruch.

Statistiky — Prokladani rozdéleni — Diskrétni rozdéleni — Poissonovo — OK — Proménna POCET — klikneme na ikonu se

zavazim — Proménnd vah CETNOST — Stav Zapnuto — OK — z4loZka Parametry - Lambda 1,2 - Vypocet.

PromerfflaCHXozdeleni:Poissonovo, Lambda = 1,200 (poruchy.<

Chi-kvadrat = 3,03371, sv = 3, p = 0,38646

. [PQzorov] Kumulai _Procer]_Kumul. [(JCeKi K(grvnula Proce Kumur,

Kategorie| Cetnos Pozorov| Pozorov Pozorov Cetnc Oceka Oceki Oceke
<= 0,000 o) J. 24,00 o4,0t40,1/ 40,1,50,1T1 30,1°
1,00000 4 10 32,00 bb,bt 04,21 YY, 3t 30,14 ©b, 2
2,00000 3l 1. 24,00 Y0,6t 32,02 131,9Y 21,68 8/ ,H
J,00000 1! 1 b,b0t 9/7,3.13,01 144,Y 8,b6/¢ 90,0,
< Nekong £ 1 2,obt 100,00 o,0b6: 100,0 3,37t 100,0

V zéahlavi vystupni tabulky je uvedena hodnota testového kritéria (3,03371), pocet stupiiti volnosti = 3 a p-hodnota
(0,38646). Nulova hypotéza se tedy nezamita na asymptotické hladin€é vyznamnosti 0,05.

Pocet stupniii volnosti 3 vSak neodpovidad tomu, Ze zndme parametr A, ve skutenosti je pocet stupiii volnosti 4. Proto pro

vypocet p-hodnoty otevieme novy datovy soubor o jedné proménné a jednom piipadu.

Do Dlouhého jména napiSeme =1-IChi2(3,03371;4). Dostaneme p-hodnotu 0,5522.

Pro vytvoteni grafu se vratime do ProloZeni diskrétnich rozloZzeni — Zékladni vysledky — Graf pozorovaného a o¢ekavaného

rozdéleni
Rodma FAET Ryt Rissooq Lantich=14100D
Cihatd tet =30831, sv=3 p=036

A

(rDhe

-1 0 1 3 4 5

2
Kepie(rorines)
V grafu jsou patrné urcité rozdily mezi hodnotami pravdépodobnostni a ¢etnostni funkce, ale tyto rozdily nejsou pftili§ velké.



Priklad: Testovani shody empirického a teoretického rozlozeni pri neuplné specifikovaném problému
V tabulce jsou roztiidény fotbalové zapasy urcité soutéze podle poctu vstielenych branek.

PocCetbranek |0 |1 |2 |3 |4avic
Pocet zapasu | 19 |30 17|10 |8
Na hlading vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze jde o vybér z Poissonova rozlozZeni.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Nacteme datovy soubor branky.sta. Proménnd POCET obsahuje pocet vsttelenych branek, proménnd CETNOST pak pocet
zapast, v nichz bylo dosazeno zjiSténého poctu branek.

Statistiky — Prokladéani rozd€leni — Diskrétni rozdéleni — Poissonovo — OK — Proménnd POCET — klikneme na ikonu se

zavazim — Proménna vah CETNOST — Stav Zapnuto — OK — Vypocet.
Promerfl@CHERozdelent: I-’0|ssonovo Lambda— T,500 (branky.st
Chikvadrat'= 2070571, SV =3, p=10,5 oranky

PozZorov Kumulal _Procer Kumul ceK. K(gmula Proce umul
Kateqorie| Cetnos Pozorov|Pozorov Pozorov Cetnc Oceka Oceki Ocek:

<= 0,000 T 1 22,01 22,0 106,/4 106,/4 22, d'l 22,9
1,00000 o] 4 39,/1 58,3.28,11 46,85 33,46 55, [t
2,00000 1 bl 20,23 /8,0121,08 ©0/,94 20,10 80,8t
J,00000 11 /111,90 Y0,4,10,04 (78,48 12,00 Y3,4.
< NekKong ¢ o] Y,02.  100,0 5,01, ©&4,UU0 b,ob+« T00,U

V tomto ptipad¢ je parametr A Poissonova rozlozeni neznamy, je odhadnut pomoci vybérového priméru a odhad ¢ini 1,5.
Dale je v zéhlavi vystupni tabulky uvedena hodnota testového kritéria (Chi kvadrat = 2,07051), pocet stupna volnosti
r—p—1=5—-1-1=3ap-hodnota (0,5578). Nulova hypotéza se tedy nezamitd na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05.
Pro vytvofeni grafu se vratime do ProloZeni diskrétnich rozlozeni — Zakladni vysledky — Graf pozorovan¢ho a ocekavaného
rozdéleni.




Poznamka k testu dobré shody: Tento test miize byt pouzit i v téch ptipadech, kdy rozlozeni, z néhoz dany nahodny vybér
pochazi, neodpovida n¢jakému znamému rozloZeni (napt. exponencialnimu, normalnimu, Poissonovu, ...), ale je ureno
intuitivn€ nebo na zéklad¢ zkuSenosti.

Priklad: Ve svych pokusech pozoroval J.G. Mendel 10 rostlin hrachu a na kazdé z nich pocet Zlutych a zelenych semen.
Vysledky pokusu:

cislo rostliny I 123 (41|56 |7 (819 (10
pocet zlutych semen |25]32(14|70(24(20(32|44|50 |44
pocet zelenych semen [ 11|7 |5 |27|13]6 |[13]|9 |14]18
celkem 36/39|19]97|37|26|45(53|64|62

Z genetickych modeli vyplyva, ze pravdépodobnost vyskytu zlutého semene by méla byt 0,75 a zeleného 0,25. Na
asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze vysledky Mendelovych pokust se shoduji s modelem.
ReSeni:

Vypocty potiebné pro stanoveni testové statistiky K usporddame do tabulky.

J (nj|p; |np; (n; - np;)”/ np;
1 [25/0,75(36.0,75=27 0,148148
2 132(0,75139.0,75=29,25|0,258547

10{4410,75]62.0,75=46,5 |0,134409

K =0,148148 + 0,258547 + ... + 0,134409 = 1,797495, r = 10, %*005(9) = 16,9.
Protoze 1,797495 < 16,9, nulovou hypotézu nezamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.



Vypocet pomoci systétmu STATISTICA:
Nacteme datovy soubor Mendel hrach.sta. Proménné celkem obsahuje celkovy pocet semen, X obsahuje pozorovany pocet
zlutych semen a Y vypocitané teoretické Cetnosti Zlutych semen (v naSem piipadé X*0,75).

Statistiky — Neparametrick4 statistika

J v ’ ;2 7w . v I row .
— Pozorované versus ocekavané x~ — OK - Pozorované cetnosti X, Ocekavané cetnosti

Y - OK — Vypocet. Dostaneme tabulku:

S

a)

Pozorovane vVs._ocekavane cetno
Chi-Kvadr. = 1,797/495sv=9p =
POZN.: Nestejn € Soucty pozor. a

POZOr( OCEKE
X Y

T-L S

CGOGaGaGaal

.
9-

29,00 2/,
32,00 2Y,2:
14,00 14,2:
(0,00 72,/:
24,00 27,/
20,00 19,0l
32,00 33,/
44,00 39, /<
oU,U( 46,U
44,00 46,9l

-2,007 0,140
2,500,258
-0,25 0,004
2,5 0,103
-3, /9! U,000
U,oUl U,012
-1,/91 0,090
4,200 U,44
2,00 0,085
-2,0U 0,134

J99,U 390,00

-3,0U" 1,/9/

Ve vystupni tabulce najdeme hodnotu testové statistiky (Chi-Kvadr = 1,797495), pocet stupiii volnosti (sv=9) a
odpovidajici p-hodnotu, kterou porovname se zvolenou hladinou vyznamnosti. V nasem piipadé je p-hodnota 0,99428, takze
nulova hypotéza se nezamitd na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05.



Priklad: Pti 60 hodech kostkou jsme dosahli téchto vysledkii: 9 x jedniCka, 11 x dvojka, 10 x trojka, 13 x ¢tyika, 11 x
petka a 6 x Sestka. Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze kostka je homogenni.
Reseni: n = 60

i|m |pi |np;|(n;-npy” | (n;-np)’/np,
119 [1/610 |1 1/10
2111(1/6 |10 |1 1/10
3/10/1/6]10 |0 0
4113]1/6]10 |9 9/10
5/011(1/610 |1 1/10

66 |1/610 |16 16/10

K=281r=6,p=0, X20,95(5) =11,07. Protoze K < 11,07, Hy nezamitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:
Nacteme datovy soubor kostka.sta. Proménnd X obsahuje pozorované Cetnosti jednotlivych ¢isel 1, ..., 6 a proménna Y
obsahuje teoretické Cetnosti (v naSem ptipadé 10).

Statistiky — Neparametricka statistika — Pozorované versus oéekavané y° — OK - Pozorované &etnosti X, Otekavané Eetnosti

Y - OK — Vypocet. Dostaneme tabulku:
g . Ki

AT SRt
POgOTCOCEKE P~ ( /-O)

9,000 10,00 -1,0000,7T00
0,00 1,0000,100
0,00 0,000 0,00V
0,00 3,000 0,900
0,00 1,0000,100
. b,0UC 10,00 -4,0U 1,600
SCt [bU, 00 bU, 00U U, 000 Z,8UU

Ve vystupni tabulce najdeme hodnotu testove statistiky (Chi-Kvadr = 2,8), pocet stupnii volnosti (sv = 5) a odpovidajici p-
hodnotu, kterou porovname se zvolenou hladinou vyznamnosti. V nasem ptipadé je p-hodnota 0,730786, takze nulova
hypotéza se nezamita na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.
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Priklad: Ze zdznamu autosalonu byl ve 100 nahodné vybranych dnech zjistén pocet prodanych aut.
Pocet prodanych autzaden 0 1 2 3 4 Savic
Pocet dnti 943 2911 5 3

Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze pocet prodanych aut za den se tidi Poissonovym
rozloZenim.

ReSeni:
Parametr A P01ssonova rozloZeni nezndme, odhadneme ho pomoci vybérového praméru.

WXJ —1 O@ 9.1 43 2 29 31 1 4 5 5 3\ ],7 . Pravdépodobnost, Ze nahodna veli¢ina X ~ Po(1,7) bude

17 - -
nabyvat hodnot p;, j = 0,1,2,3,4,5 a vic, je B _ rG— ,_]: 1,243:;5 _

~

-+ + 4+ +

J n; | p; np; | (n;-np;)’ | (n; - np))*/ np;
0 9 10,1827 | 18,27 | 85,9329 |4,7035

1 4310,3106 | 31,06 | 142,5636 | 4,5899

2 29 10,264 264 |6,76 0,2561
3

4

110,1496 | 14,96 | 15,6816 | 1,0482
5 10,0636 | 6,36 |1,8496 |0,2908
Savic|3 10,0296 (2,96 |0,0016 |0,0005
Vidime, Ze neni splnéna podminka dobré aproximace. Slou¢ime proto varianty 4 a 5.

J n; | p np; | (n; - np))° | (n; - np)”/ np;
0 9 10,1827 | 18,27 | 85,9329 |4,7035
1 43 10,3106 | 31,06 | 142,5636 | 4,5899
2 2910,264 264 |6,76 0,2561
3 11]0,1496 | 14,96 | 15,6816 | 1,0482

4avic|8 [0,093219,32 |1,7424 0,1869
K=10,7846,r=5,p=1, x20_95(3) =7,815. Protoze K > 7,815, Hy zamitame na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05.




Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Nacteme datovy soubor autosalon.sta. Proménna POCET obsahuje pocet prodanych aut, proménnd CETNOST pak pocet
dnii, v nichz byl prodan zjistény pocet aut.

Statistiky — Prokladani rozdéleni — Diskrétni rozdéleni — Poissonovo — OK — Proménnd POCET — klikneme na ikonu se

zavazim — Proménnd vah CETNOST — Stav Zapnuto — OK — Vypocet.
Promenna, POCE]_ Kozdelen:PoISSO ovo _Lanbda = T,69000
Chi-kvadrat = 10,73029, sv = 3 (uprav. 28

PozZorov Kumulal _Procer,_Kumul. (JcekK: Kgmula Pro e umul,
Kategorie etnoc Pozorov Pozorov Pozorov. Cetnc Oceka Oce ceke

<= 0,000 t 9,00 9,0l18,45 18,4718, 4b 18,4%
1,00000 4' 5 43,00 52,0031,18  4Y,6.31,18 49.6.
2,00000 2! 8  29.00 81,0026.35 (592635 (5%
3,00000 1 Y 11,00 Y2,0014,84 Y0,8.14,84 Y0,8.
4,00000 < Y 9,0Ul /7,00 6,277 9/,10 6,2/° 9/,1
< NeKkong < 1C J,00L  100,0 2,89t 100,U 2,89t 100,U

V zéhlavi vystupni tabulky uvedena hodnota testového kritéria (10,73029), pocet stupiii volnosti 3 a p-hodnota (0,01328).
Nulova hypotéza se tedy zamita na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.

Vidime, Ze nesouhlasi pocet stupiiii volnosti, mél by byt 4. Proto p-hodnotu vypocteme zvlast’. Otevieme novy datovy
soubor o jedné proménné a jednom pripadu. Do Dlouhého jména napiSeme =1-1Chi2(10,73029;4). Dostaneme p-hodnotu
0,0298.

Pro vytvoteni grafu se vratime do ProloZeni diskrétnich rozloZeni — Zakladni vysledky — Graf pozorovaného a o¢ekavaného
rozdéleni.

Foéma RAET RxBei:Rissoog Lantich=163010D
Ciatdtes=10738 sv=3(pav), p=00138
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V tomto ptipad¢ jsou patrné znacné rozdily mezi pozorovanymi a teoretickymi cetnostmi.



Jednoduchy test exponencialniho rozloZeni

Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, Ze ndhodny vybér Xj, ..., X, pochazi z exponencialniho rozloZeni. OznaCme M vybérovy
pramér a S? vybérovy rozptyl tohoto nahodného vybéru. Vime, ze stfedni hodnota ndhodné veli¢iny X ~ Ex()) je E(X) = 1/A
a rozptyl je D(X) = 1/A%.

-

mn

Test zalozime na statistice K_ — —, které se v piipadé platnosti Hy asymptoticky idi rozloZenim x*(n-1).
— 1vy

Kriticky obor: Q')( O/2P U L /2P_ 150"

Jestlize K , Hyp zamitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti a.

Priklad: Byla zkoumana doba Zivotnosti 45 soucastek (v hodinach). Zjistili jsme, Ze priimérnéd doba Zivotnosti ¢inila m =
99,93 h a rozptyl s* = 7328,91 h”. Na asymptotické hlading vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze dany ndhodny vybér
pochazi z exponencialniho rozlozeni.

ReSeni:
Testova statistika: K ’;2 g 75’3228] ) 294
Kriticky obor: W_ Q,YZOZZP 1 21 /2P 1,30 Q 2(1025fl'47u 20’97%1400 Q257>§J64,Q0%0

ProtoZe se testova statistika nereahzuje v kritickém oboru, hypotézu o exponencialnim rozloZeni nezamitame na
asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.



Jednoduchy test Poissonova rozloZeni

Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, ze nahodny vybér X, ..., X, pochazi z Poissonova rozlozZeni. OznaCme M vybérovy pramér
a S” vyb&rovy rozptyl tohoto nahodného vybéru. Vime, e stiedni hodnota nahodné veli¢iny X ~ Po()) je E(X) = A a rozptyl
je D(X) =\ )

mn

Test zaloZime na statistice K_ — =, ktera se v piipads platnosti H, asymptoticky fidi rozlozenim y*(n-1).
— X

Kriticky obor: W: Qyzogz P_l U 21 P—I’DO

Priklad: Studujeme rozloZeni poctu pacientt, ktefi béhem 75 dnti pfijdou na pohotovost. Osmihodinovou pracovni dobu
rozdélime do pllhodinovych intervalii a v kazdém intervalu zjistime pocet ptichozich pacienti:

Pocet pacientti O(1 23 ([4]|5(6|7[8[9]10
Pozorovana Cetnost 79 |188(282(275(196|114(45{10| 7|3 |1

Na asymptoticke hlading vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze dany nahodny vybér pochazi z Poissonova rozloZeni.
ReSeni:
Ne]prve musime vypocitat realizaci vybérového priiméru a vybéroveho rozptylu:
m_ 208 718, b 30
_ DE‘ P 36\2 3 E 3(3\2 ) i(_"ﬂ@\z':‘ 7085
n 11CH 7Q
K "% 7085_ 15%7
1VK - L,(l ;6
-7
Kriticky obor: W Q 2P 1 U 2 /2P 1,30 ',1 I(H&K ) '%OO

Hy nezamitdme na asymptotlcke hladin€ vyznamnosti 0,05.



Priklad: V syst¢ému hromadné obsluhy byla sledovana doba obsluhy 70 zakazniki (v min). Vysledky jsou uvedeny
v tabulce rozloZeni Cetnosti:

Doba obsluhy | Pocet zdkaznikli
(0, 3] 14
(3,6] 16
(6,9] 10
(9,12] 9
(12,15] 8
(15,18] 5
(18,21] 3
(21,24] 5
Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze dany nahodny vybér pochazi z exponencialniho rozloZeni.
Pouzijte:
a) test dobré shody,

b) jednoduchy test exponencidlniho rozlozeni

ReSeni:
Testujeme Hy: ndhodny vybér X, ..., X5 pochazi z Ex(X) proti H;: non H,.
A

Ad a) Nejprve odhadneme parametr A exponencidlniho rozlozeni: ! _ 11z
! A

]: - - =
oSy By K
Pravdépodobnost ze ndhodna veli¢ina s rozlozenim Ex(A), kde A =0,1122 se bude reahzovat v intervalu H,q

=®(uj+1) - O(vy),j=1,...,r,kde  _ .
Vypocty potiebné pro stanoveni testoveé statlstlky K uspotadame do tabulky.



il

X[j]

Pj

np;

(0, 3]

1,5

14

0,2858

20,0033

(3,6]

4,5

16

0,2041

14,2871

(6,9]

7,5

10

0,1458

10,2044

(9,12]

10,5

0,1041

7,2884

(12,15]

13,5]8

0,0744

5,2056

(15,18]

16,5

()}

0,0531

3,7181

(18,21]

19,5

w

0,0378

2,6556

(21,24]

22,5

()}

0,0271

1,8967

Podminky dobré aproximace nejsou splnény, slou¢ime tedy intervaly (15,18], (18,21] a (21,24].

Pj,lh\ Xi |10y |y np; (n; - np;)”/ np;
(0, 3] 1,5 [14]0,2858(20,0033|1,8017
(3,6] 4,5 116]0,2041 (14,2871 (0,2054
(6,9] 7,5 110(0,1458]10,20440,0041
(9,12] |10,5|9 |0,1041|7,2884 |0,4020
(12,15] [13,5|8 [0,0744|5,2056 |1,5000
(15,24] 119,5|13(0,1181|8,2704 |2,7047

Testova statistika K =1,8017 + ... +2,7047 =6,6178, r=6,p=1,r—p— 1 =4, x20,95(4) =9,4877.
Testova statistika se nerealizuje v kritickém oboru W: 9,482%, na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05 nelze
zamitnout hypotézu, ze doba obsluhy se fidi exponencialnim rozlozenim.



hal

Ad b) Jednoduchy test exponencidlniho rozloZeni je zalozen na statistice K_ — —, ktera se v ptipad€ platnosti Hy
— 1Yy

asymptoticky idi rozlozenim ’(n-1).
e 1 . W 2 1 1
Kriticky obor: VV_ Q,y 0/221_ U 21_ /2P_ 0"
Nejprve musime vypocitat realizaci vybérového primeéru a vybérového rozptylu:

m_ o1, T8, 2B )1
S_ OIS N, A5 I, T 2P 148144
= fr— + . — SERKE — —
K "9_[ ?P“.Hl447-f§26 F |
= Jio= "=

LYV

i abor W Zom 1% o L Q9 b9, (4D242 9BSGS,

Hy zamitame na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.



Hodnoceni kontingen¢nich tabulek

Osnova:

- zavedeni kontingen¢ni tabulky
- testovani hypotézy o nezavislosti a méteni sily zavislosti
- test homogenity

- analyza Ctyfpolnich tabulek

Motivace
Pti zpracovani dat se velmi Casto setkadme s ukolem zjistit, zda dvé ndhodné veli¢iny nomindlniho typu jsou stochasticky ne-

zavislé. Napt. nds muze zajimat, zda ve sledované populaci je barva o¢i a barva vlast nezavisla.
Zpravidla chceme také zjistit intenzitu piipadné zavislosti sledovanych dvou veli¢in. K tomuto tcelu byly zkonstruovany
riizné koeficienty, které nabyvaji hodnot od 0 do 1. Cim je takovy koeficient blizsi 1, tim je zavislost mezi danymi dvéma

veli¢inami silngjsi a ¢im je blizsi 0, tim je slabsi.



Kontingen¢ni tabulky
Necht’ X,Y jsou dvé nominalni ndhodné veli€iny (tj. obsahova interpretace je mozna jenom u relace rovnosti). Necht' X
nabyva variant Xy, ..., X @ Y nabyva variant ypy, ..., Y.

Oznacme:

T = X: N - ... simultanni pravd&podobnost dvojice variant (X[i)> YiK))
T - K: ~" ... marginalni pravdépodobnost varianty X[j]

T = IY: - ... marginalni pravdépodobnost varianty VK]

Simultanni a marginalni pravdépodobnosti zapiSeme do kontingencni tabulky:

Y Yy o Y| T
X | Tk
X[1] Ty ... Ty [T,
X[r] T ... s | T,
Tk T ... T 1




Potidime dvourozmérny ndhodny vybér (Xi, Y1), ..., (Xy, Y,) rozsahu n z rozloZeni, kterym se fidi dvourozmérny diskrétni
nahodny vektor (X, Y). Zji$t€né absolutni simultanni Cetnosti ny dvojice variant (X, y) uspofadame do kontingencni ta-
bulky:

y Iy - Yis |1
X [Nk
X[1] ng; ... N (N,
X[r] nrl oo nrs nr.
ny n; .. ng |n

n; = nj + ... + nj; je marginalni absolutni Cetnost varianty X
nyx =Ny + ... + ny je marginalni absolutni Cetnost varianty yp

n.
: . o . . L : k ST < :
Simultanni pravdépodobnost mj odhadneme pomoci simultanni relativni Cetnosti Hk: K marginalni pravdépodobnosti x;.

n. .
14 . 14 14 . 14 W 14 (
a 1 odhadneme pomoci marginalnich relativnich ¢etnosti H — 'a I.‘h( —



Potidime dvourozmérny ndhodny vybér (Xi, Y1), ..., (Xy, Y,) rozsahu n z rozloZeni, kterym se fidi dvourozmérny diskrétni
nahodny vektor (X, Y). Zji$t€né absolutni simultanni Cetnosti ny dvojice variant (X, y) uspofadame do kontingencni ta-
bulky:

y Iy - Yis |1
X [Nk
X[1] ng; ... N (N,
X[r] nrl oo nrs nr.
ny n; .. ng |n

n; = nj + ... + nj; je marginalni absolutni Cetnost varianty X
nyx =Ny + ... + ny je marginalni absolutni Cetnost varianty yp

n.
: . o . . L : k ST < :
Simultanni pravdépodobnost mj odhadneme pomoci simultanni relativni Cetnosti Hk: K marginalni pravdépodobnosti x;.

n. .
14 . 14 14 . 14 W 14 (
a 1 odhadneme pomoci marginalnich relativnich ¢etnosti H — 'a I.‘h( —



Testovani hypotézy o nezavislosti

Testujeme nulovou hypotézu Hy: X, Y jsou stochasticky nezavislé ndhodné veli€iny proti alternativé H;: X, Y nejsou
stochasticky nezavislé nahodné veliCiny.

Kdyby ndhodné velic¢iny X, Y byly stochasticky nezévislé, pak by platil multiplikativni vztah

oy ™ N1y 1y

\/ oL\ .Sy =, Ty neboli —= _ , 4. n_,k_ . Cislo n ¢ nazyva dvojice

1y, I%“k\
Testova statistika: =~ = IYK njnk }

variant (X}, Y-

Plati-1i Hy, pak K se asymptoticky r1d1 rozlozenim XZ((r—l)(s—l)).
Kriticky obor: W: 2 ¥_1 ‘r?_l 300
Hypotézu o nezavislosti veli¢in X, Y tedy zamitame na asymptotické hlading vyznamnosti a, kdyz K > *,((r-1)(s-1)).

Podminky dobré aproximace

1y
n

byvaji hodnoty vétsi nebo rovné 5 a ve zbylych 20% neklesnou pod 2. Neni-li splnéna podminka dobré aproximace, doporu-

cuje se slu¢ovani n€kterych variant.

Rozlozeni statistiky K 1ze aproximovat rozlozenim x*((r-1)(s-1)), pokud teoretické &etnosti aspon v 80% ptipadl na-



Méreni sily zavislosti

Cramérav koeficient: V_ iﬂ,—- , kde m = min{r,s}. Tento koeficient nabyva hodnot mezi 0 a 1. Cim bliZe je k 1, tim je

Vyznam hodnot Cramérova koeficientu:
mezi 0 az 0,1 ... zanedbatelna zavislost,
mezi 0,1 az 0,3 ... slaba zavislost,

mezi 0,3 az 0,7 ... stfedni zavislost,
mezi 0,7 az 1 ... silna zavislost.

Carl Harald Cramér (1893 — 1985): Svédsky matematik



Priklad
V sociologickém prizkumu byl z uchazecti o studium na vysokych Skolach potizen ndhodny vybér rozsahu 360. Mimo jiné
se zjiStovala socidlni skupina, ze které uchaze¢ pochézi (velic¢ina X) a typ Skoly, na kterou se hlasi (veli¢ina Y). Vysledky

jsou zaznamenany v kontingen¢ni tabulce:

Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu o nezavislosti typu Skoly a sociédlni skupiny. Vypoctéte Cramé-

rav koeficient.

Socialni skupina Typ Skoly n;
univerzitni | technicky | ekonomicky
I 50 30 10 90
11 30 50 20 100
111 10 20 30 60
IV 50 10 50 110
N 140 110 110 360




ResSent:

Nejprve vypocteme vSech 12 teoretickych cetnosti:

Socialni skupina Typ skoly n; l'lLIll Q- 40 - -nlnz 10 - ﬁ N 0( AL ﬁ
univerzitni | technicky | ekonomicky n = JJO_ n = 150 n = ,00=
I 50 30 10 90 Ilznl 1) 4(\-pmn2 1) l(\-;ﬁl’hn:; 1‘)77 l(\-,,ﬁ
i i T Y T o PO 3"00 B i
v 50 10 50 |110 %: (;;0% " RIL ( 1 gL ! 5(1)_‘ 3
N 140 110 110 360 114111 11 40 . an2 1 1 1“‘5114113 11 ln‘ﬁ
= 3.,0= = 3,0 = 3.0

Vidime, Ze podminky dobré aproximace jsou splnény, vSechny teoretické Cetnosti prevySuji ¢islo 5.
Dosadime do vzorce pro testovou statistiku K:

K SC32CPR SCR -,

- ou~ + | o + "+ o) 4 —
Déle stanovime kriticky obor:
W g s, g 1315, Rerfy 13,

Protoze K _ W, hypotézu o nezavislosti typu Skoly a socidlni skupiny zamitdme na asymptotické hladiné¢ vyznamnosti 0,05.

Vypocteme Cramérav koeficient: V: ;—6—-,: :A 32¢€

Hodnota Cramérova koeficientu svédci o tom, Ze mezi veli¢inami X a Y existuje stfedné silna zavislost.



Vypocet pomoci systétmu STATISTICA:
Vytvotime novy datovy soubor o tfech proménnych (X - socidlni skupina, Y — typ Skoly, ¢etnost) a 12 ptipadech:

Z 1.3
X Y [Ceinc
[ univerza o]
| technick 3l
| ekonom 1
Il univerza 3l
Il technick o]
I ekonom 2
Il univerza 1
Il technick 2
Il ekonom 3l
IV univerza o]
IV technick 1
IV ekonom o]

oYy~ |rey NeO N N

— — —




Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — OK — Specif. Tabulky — List 1 X, List 2 Y — OK, zapneme proménnou vah Cetnost
— OK, Vypocet — na zaloZce MoZnosti zaSkrtneme Ocekavané Cetnosti. Dostaneme kontingencni tabulku teoretickych cCet-
nosti:

gouhrnna tab,; Ocekavane cetnostr (
etnost gznaCenych bunéek > 10
Pearsonuv chi-kv. : 76,8359, sv=6, ¢
X Y Y . Y | Radk
univerz techni¢ekonomi| soucl
| 390,U( 27,9l 2,0 Y0,U(
Il J30,0¢ 30,08 30,5¢ 100,0
1] 23,3, 106,50, 16,9 60,0
IV 42,/ 33,0 55,07 110,0
[VS.SKU__T140,0 170,00 TT10,0[360,0

Vsechny teoretické Cetnosti jsou vétsi nez 5, podminky dobré aproximace jsou splnény. V zahlavi tabulky je uvedena hod-
nota testové statistiky K = 76,8359, pocet stupnii volnosti 6 a odpovidajici p-hodnota. Je velmi blizka 0, tedy na asymptotic-
ké hladin€ vyznamnosti 0,05 zamitame hypotézu o nezéavislosti typu Skoly a socidlni skupiny.

Hodnotu testové statistiky a Cramértiv koeficient dostaneme také tak, Ze na na zalozce Moznosti zaSkrtneme Pearsontiiv &
M-V chi kvadrat a Cramérovo V, na zaloZce Detailni vysledky vybereme Detailni 2 rozm. tabulky.

otatist. _ [Chi-kv] sV p
Fearsonuv chi-k| /0,00 di= p=,U00
M-V chi-kvadr. | 84,53 di= p=,0U
Fi ,40TY
Kontingencni kKo| ,4193

Cramer. V ,3200




Test homogenity v tabulce typu 2 x s
Mame kontingenc¢ni tabulku, v niZ veli¢ina X ma jen dv¢ varianty a veli¢ina Y s variant:

Y 1Yy - Y| T
X | Tk
X[1] Ty ... Tys [T,
X[z] T ... T |70,
Tk T, ... W |1

Potidime dvourozmérny ndhodny vybér (X, Yy), ..., (X, Y,) rozsahu n z rozlozeni, kterym se fidi dvourozmérny diskrétni
nahodny vektor (X, Y). ZjiSt€né absolutni simultanni Cetnosti ny dvojice variant (Xj, y[x;) uspofadame do kontingencni
tabulky:

y 1¥ym - Vil |
X | Tk
X[l] n;; ... n;g | Ny,
X2 Ny ... Nps | Ny,
Tk n; .. ng |n

Na asymptotické hladin€ vyznamnosti a testujeme hypotézu Hy: i = mo, k=1, 2, ..., s proti alternativé H;: aspon jedna
dvojice pravdépodobnosti se lisi.

Na problém lze pohliZet tak, Ze mame s nezavislych nahodnych vybérti z alternativnich rozloZeni, pficemz prvni ma rozsah
n; =n;; + ny; a pochazi z rozlozeni A( Q)s -+ » S-ty ma rozsah ng = n;s + nys a pochazi z rozlozeni A( ,0,)- Testujeme
hypotezu Hp: q ... protialternativé H,;: non Ho.



V kapitole o hodnoceni nahodnych vybéra z alternativnich rozloZeni jsme pouzili testovou statistiku:
1 - [2 - - : ,

Q: H—‘\v 1 _,kdyz H, plati.

Kriticky obor: W: 2 S_l, 0 ‘

o

\"
H, tedy zamitame na asymptotické hlading vyznamnosti a, kdyz (( _ . Pfitom M_ . je vazeny primeér
—
vybérovych priméra.
: ( _ \
Nyni pouzijeme testovou statistiku Y , stejné jako u testu nezavislosti. Lze dokazat, Ze pii vyse

uvedeném oznaceni jsou statistiky Q a K totozné. Tedy test homogenity Ize provést stejn¢ jako test nezavislosti.
Tato statistika se v piipadé platnosti nulové hypotézy asymptoticky fidi rozlozenim x’(s-1). Kriticky obor: W

s

Nulovou hypotézu zamitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti a, kdyz K _W.



Priklad: 104 ndhodné vybranych matek bylo dotazano, zda jejich kojenec dostava dudlik. Zjistoval se t€Z nejvyssi stupen

dosazeného vzdélani matky.

Vzd¢elani matky | Pocet matek | Pocet déti s dudlikem
Z8 39 27
SS 47 34
VS 18 15

Na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze pouzivani dudliku nezavisi na vzdélani matky.
(Jedna se o ptiklad 8.6.2. ze skript Zakladni statistické metody. Zde je uvedeno, Ze testova statistika Q se realizuje hodnotou
1,267, kriticky obor je W: 599%0, tedy nulovou hypotézu nezamitame na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.)

Reseni: Data zapiseme do kontingenéni tabulky 2 x 3.

Matka ZS | Matka SS | Matka VS | n;
Dudlik ano | 27 34 15 76
Dudlik ne | 12 13 3 28
ny 39 47 18 104

Oveétime splnenl podminek dobré aproximace:

n

nn maf >0- nn - L7 nln3 - 8 o Al >U- , 74 l7 nzn3 &
PRACTIESIND L _ e =2 BN

_ A8

Podmlnky dobre aproximace _]SOll splneny, pouze \% 1 prlpade ze 6 je teoretlcka cetnost mensi nez 5.
Dosadime do vzorce pro testovou statistiku K:

’)"‘5\2 Y ‘552

— AA’JJ/_I__

Kriticky obor: W 21 S 1

D
3=

16¢

,0,952\00 992

Na asymptotické hlading Vyznamnostl 0,05 se tedy neprokézalo, ze pouzivani dudliku zavisi na vzdélani matky.



Ctyrpolni tabulky
Necht' r =s = 2. Pak hovorime o a pouzivdme oznaceni: n;; = a, nj; = b, ny; = ¢, Ny =d.

X Y ;.
Y| Y
Xy a b |atb
Xm1] € d |ctd
ng latc|b+td| n

Test nezavislosti ve ¢tyrpolni tabulce
Testovou statistiku pro ¢tyfpolni kontingencni tabulku 1ze zjednodusit do tvaru:

K . Dac

— 4 Frore Py
Plati-li hypotéza o nezavislosti veli¢in X, Y, pak K se asymptoticky fidi rozlozenim y*(1).
Kriticky obor: W: ,21_ 1\, o0
Nulovou hypotézu zamitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti a, kdyz K _W.
Povsimnéte si, ze za platnosti hypotézy o nezéavislosti ad = bc.



Pro ¢tyfpolni tabulku navrhl R. A. Fisher piesny (exaktni) test nezavislosti zndmy jako

Sir Ronald Aylmer Fisher (1890 — 1962): Britsky statistik a genetik.

(Fisherlv pfesny test je popsan napt. v knize K. Zvara: Biostatistika, Karolinum, Praha 1998. Princip spociva v tom, Ze
pomoci kombinatorickych tivah se vypocitaji pravdépodobnosti toho, Ze pfi danych marginalnich ¢etnostech dostaneme
tabulky, které se od nulové hypotézy odchyluji aspon tak, jako dana tabulka.)

STATISTICA poskytuje p-hodnotu pro Fishertiv ptesny test. Jestlize vyjde p < a, pak hypotézu o nezavislosti
zamitdme na hladin€ vyznamnosti a.



Priklad: V ndhodném vybéru 50 obéznich déti ve véku 6 — 14 let byla zjiStovana obezita rodict. Veli¢ina X — obezita mat-
ky, veli¢ina Y — obezita otce. Vysledky priizkumu jsou uvedeny v kontingencni tabulce:

X Y ;.
ano | ne
ano| 15| 9 |24
ne| 7 [19]26
ng | 22 2850

Pomoci Fisherova exaktniho testu ovéite, zda 1ze na hladin€é vyznamnosti 0,05 zamitnout hypotézu o nezavislosti nahodnych
velicin X a Y.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:
Vytvotime datovy soubor o tfech proménnych X, Y (varianty 0 — neobézni, 1 — obézni) a Cetnost a Ctyfech ptipadech:

T Z .3
X Y | cCetno
obézn obézn
obezn neobe
NneobeE obeézn
neobeé neobé 1!

NN N
— o~ ff'f

Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — OK — Specif. Tabulky — List 1 X, List 2 Y — OK, zapneme proménnou vah ¢etnost
— OK, Vypocet — na zalozce Moznosti zaSkrtneme Fisher exakt., Yates, McNemar (2x2). Dostaneme vystupni tabulku:

_ otatist. - X(Z) X Y(Z2) [d
Statist. Chi-Kvd sv
Pearsonuv chi-kyv| 0,410 dr= p=,01
M-V chi-Kvadr. 0,940 dt= p=,01
Yatesuv chi-kv. | 5,048 dt= p=,02
Fisheruv presny, p=,01
Z-stranny _ p=,02
IVicNemaruv chi-k ,204/ dt= p=,00
(B/C) ,0620 di= p=,80

Vidime, Ze p-hodnota pro Fishertiv exaktni oboustranny test je 0,02163, tedy na hladin€ vyznamnosti 0,05 zamitdme
hypotézu, Ze obezita matky a otce spolu nesouvisi.



Test homogenity ve ¢tyrpolni tabulce

Na asymptotické hladin€ vyznamnosti a testujeme hypotézu Hy: 7y, = my, k = 1, 2 proti alternativé H;: aspoii jedna dvojice
pravdépodobnosti se 1i8i. Na problém lze pohliZet tak, Ze mame dva nezavislé vybéry z alternativnich rozlozeni, prvni ma
rozsah n; = a+c a pochazi z rozloZeni A( q ), druhy ma rozsah n, = b+d a pochazi z rozlozeni A( q ). Testujeme hypotézu Hy:
qQ =0 proti oboustranné alternative.

V kapitole o hodnoceni nahodnych vybéra z alternativnich rozloZeni jsme pouzili testovou statistiku

I _MM

= (11
\/M(I_M(nl"'n”

mér vybérovych primeéri.)

\, ktera se za platnosti nulové hypotézy asymptoticky tidi rozlozenim N(0,1). (M= je vaZeny pri-

3

Nyni pouzijeme testovou statistiku K: _Dac , stejn€ jako u testu nezavislosti. Tato statistika se v ptipadé
-+ k1 P Fi
platnosti nulové hypotézy asymptoticky ¥idi rozlozenim y*(1). Kriticky obor: W: 2 1\,00. Nulovou hypotézu zamitame

na asymptotické hladin€ vyznamnosti a, kdyz K _W.



Priklad: Ockovani proti chiipce se zacastnilo 460 dospélych, z nichz 240 dostalo ockovaci latku proti chiipce a 220 dostalo
placebo. Na konci experimentu onemocnélo 100 lidi chiipkou. 20 z nich bylo z ockované skupiny a 80 z kontrolni skupiny.
Na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,01 testujte hypotézu, Ze vyskyt chiipky v o¢kované a kontrolni skuping je shodny.
Reseni:

Udaje usporadame do &tyfpolni kontingenéni tabulky, kde roli veli¢iny X hraje onemocnéni chiipkou a roli veli¢iny Y exis-
tence ockovani.

X Y existence ockovani| n;
onemocnéni chiipkou ano ne
ano 20 80 100
ne 220 140 |360
ny 240 220  |460

Vypocteme sloupcové podminéné relativni etnosti:

X Y existence ockovani
onemocnéni chiipkou ano ne
ano 8,3% 36,4%
ne 91,7% 63,6%

Vidime, Ze v ockované skupiné onemocnélo chiipkou 8,3% lidi, v kontrolni skupiné vSak 36,4%. Zjistime, zda takto velky
rozdil je zptisoben pouze ndhodnymi vlivy.



Oveétime splnéni podminek dobré aproximace, tedy nejprve vypocteme teoretické Cetnosti:

X Y existence ockovani| n;
onemocnéni chiipkou ano ne
ano 20 80 100
ne 220 140 360
ny 240 220 1460

nlnl 1l). !4(\ - nlnz 1l). 12(\ .
—n_z{;\z‘m 217— Z%%Q) B3
nznl R (ng n 2(\47

_ rg= B3I 'y
Vsechny teoretické Cetnosti Jsou Vet§1 nez 5, podmmky dobré aproximace jsou splnény.
Realizace testove statistiky

A T ,
K- R, 0= P
1 ey

Kriticky obor: W: ,21 1\ ,(),99},oo 663%0

Protoze K _W, Hy zamltame na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,01. S rizikem omylu nejvyse 0,01 jsme tedy prokazali,
ze vyskyt chiipky v ockované a kontrolni skupiné se lisi.



MM

\\
asymptotlcky ﬁdi rozloienim N(O 1)

Ptitom ockovanych bylo 240, z nich onemocnelo 20 neockovanych bylo 220 z nich onemocnélo 80.
S

24 220, g
V nasem ptipad¢ tedy n; =240, n, = m_ Z[(}n 2 611 _ Zrt _ -
Ovéteni podminek n;  (1-q)>9an, q (1-q)>9: Parametry q a q nezname, nahradime je odhady m; a my, tedy

20.(1-20/240) = 18,333 > 9, 80.(1-80/220) = 50,909 > 9.

Nyni provedeme vypocet pomoci statistiky ’]8 — ktera se v piipad¢ platnosti nulové hypotézy

Realizace testového kritéria:

:( (‘”f \/7( ’

Kriticky obor je W: _y W ) Uul_ 200 -9 Ui 993 UW9%sn oy 2,575@2,575& Protoze testové kritérium

patii do kritického oboru, Hy zamitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.

%z%— _ T8




Podil Sanci ve ¢tyrpolni kontingencni tabulce

a
Ve Ctyfpolnich tabulkach pouzivame charakteristiku OF: E, ktera se nazyva vybérovy (odds ratio). Povazuje-

me ho za odhad neznamého teoretického podilu Sanci . . Mizeme si predstavit, ze pokus se provadi za dvojich

op )

riznych okolnosti a mize skoncit bud’ ispéchem nebo neuspéchem.

Vysledek pokusu | okolnosti | n;.
I II
uspéch a |b J|atb
neuspéch c |d |ctd
n atc |b+d |n

Pomeér poctu tspéchti k poctu netispéchii (tzv. Sance) za 1. okolnosti je %, za druhych okolnosti je g Podil Sanci je tedy

a(
OL"¢

Jsou-li veli¢iny X Ynezavislé, pak , tudiz teoreticky podil Sanci . Zavislost veli¢in X Y bude tim silng&j3i,

T = aYs)
¢im vice se  bude liSit od 1. Avsak 00 Q 7 tedy hodnoty . jsou kolem I rozmistény nesymetricky. Z tohoto divodu

radéji pouzivame logaritmus teoretického ¢i vybérového podilu Sanci.



Testovani nezavislosti ve ¢tyrpolnich tabulkach pomoci podilu Sanci
Na asymptotické hlading vyznamnosti . testujeme hypotézu Hy: X Y jsou stochasticky nezavislé ndhodné veli¢iny (tj.

Ir | ) proti alternativé I—ilr:Lﬁ{Ynej sou stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny (tj. It | | ).
Testova statistika se asymptoticky ridi rozlozenim I, kdyz nulova hypotéza plati.
’]8 — Jﬁﬁﬁf ymp y Nﬂ vl yp p
Va+ + +

Kriticky obor: W: ) UL 2oy
Nulovou hypotézu tedy zamitdme na asymtotické hladin€ vyznamnosti ., kdyz se testova statistika realizuje v kritickém

oboru W.
Testovani nezavislosti Ize provést téz pomoci 100(1-a)% asymptotického intervalu spolehlivosti pro logaritmus podilu Sanci

A Ktery je dan vzorcem:

(d’h::\ MOR o ve rdh 2R 4 ip e i /2}

Jestlize interval spolehlivosti neobsahuje 0, pak hypotézu o nezdvislosti zamitneme na asymptotické hladin€ vyznamnosti ..



Priklad (testovani nezavislosti pomoci podilu Sanci a pomoci statistiky K):
U 135 uchazeci o studium na jistou fakultu byl hodnocen dojem, jakym zaptlisobili na komisi u Ustni pfijimaci zkouSky. Na
asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze ptijeti na fakultu nezavisi na doymu u ptijimaci zkousky.

piijeti dojem n;
dobry | Spatny
ano 17 11 | 28
ne 39 58 197
ny 56 69 |125

ReSeni:

a 1’ —
OL_ S_ - )8_ 29:. Podil $anci nam fika, Ze uchaze, ktery zaplsobil na komisi dobrym dojmem, ma asi 2,3 x vétsi
= (= C—=

Sanci na piij eti ne uchazeg, ktery zapiisobil Spatnym dojmem.
Provedeme dal$i pomocné vypocty:
IO 832,
1 I_T ~ -
= I Lo B X
at + + =0+ + + = N
Dosadime do vzorct pro meze asymptotického intervalu spolehlivosti pro podil Sanci:

Imd_ OF %" Ty - _33T379C T2 O LT Ty 733, 1379C 9

Protoze interval (-0,028; 1,692) obsahuje Cislo 0, na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05 nezamitdme hypotézu o neza-
vislosti dojmu u pfijimaci zkouSky a piijeti na fakultu.



piijeti dojem n;j,
dobry | Spatny
ano 17 11 |28
ne 39 58 197
ny 56 69 [125

Ovéfime splnem podminek dobré aproximace:

nn; 7!)He nn, 7% )Y -
Tl—uf_s(‘— | 3
pn, & ¢ - nn, 9 HH -
= 5= M= 5 P4

Podminky dobré aproximace jsou splnény.
Dosadime do zjednoduéeneho vzorce pro testovou statistiku K:

K .maC 3 127100 3% -

__I_F_I_I“_l_ _"""r_
Kriticky obor: W _ ,(),95},oo 3,84&0

Protoze testova statistika se nerealizuje k kritickém oboru, nulovou hypotézu nezamitdme na asymptotické hladiné vyznam-
nosti 0,05.

Vypocteme jesté Craméruv koeficient: V i—~ W _ 171

Vidime, ze mezi dojmem u pfijimaci zkousky a pl‘l]e'[lm na fakultu je pouze slaba zavislost.



Poznamka k jednostrannym alternativam:
Nulova hypotéza tvrdi, Ze podil Sanci je roven 1, tj. Hy: op = 1.

Pokud vime, Ze za prvnich okolnosti je Sance na uspéch vyssi nez za druhych okolnosti, pak proti nulové hypotéze postavi-
me pravostrannou alternativu

Hi: op>1.

Nulovou hypotézu zamitdme na asymptotické hladin€é vyznamnosti a ve prospéch pravostranné alternativy, kdyz 100(1-a)%
empiricky asymptoticky levostranny interval spolehlivosti pro In op neobsahuje ¢islo 0.

Pokud vime, Ze za prvnich okolnosti je Sance na Gspéch niZsi nez za druhych okolnosti, pak proti nulové hypotéze postavi-
me levostrannou alternativu

H:op <1.

Nulovou hypotézu zamitdme na asymptotické hladin¢ vyznamnosti a ve prospéch levostranné alternativy, kdyz 100(1-a)%
empiricky asymptoticky pravostranny interval spolehlivosti pro In op neobsahuje ¢islo 0.

Pokud jsou Sance na Gspéch stejné za prvnich 1 druhych okolnosti, pak proti nulové hypotéze postavime oboustrannou alter-
nativu

Hy:op#1.

Nulovou hypotézu zamitadme na asymptotické hladiné vyznamnosti a ve prospéch oboustranné alternativy, kdyz 100(1-a)%
empiricky asymptoticky oboustranny interval spolehlivosti pro In op neobsahuje ¢islo 0.



Priklad: U 24 zak 6. tfidy zékladni Skoly bylo zjistovano, zda jsou uspéSni v matematice (tj. maji na poslednim vysvédce-
ni znamku 1 nebo 2 z matematiky) a zda hraji na néjaky hudebni nastroj. Z 10 GspéSnych matematikti 6 hralo na né¢jaky hu-
debni nastroj, kdezto ve skupiné€ neuspé€snych matematikii hral pouze 1 zak na hudebni néstroj. Na asymptotické hladiné
vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze uspéch v matematice a hra na hudebni nastroj jsou nezavislé veli¢iny. Proti nulové
hypotéze postavte
a) oboustrannou alternativu, tj. tvrzeni, uspéch v matematice a hra na hudebni nastroj spolu souvisi,
b) pravostrannou alternativu, tj. tvrzeni, Ze Sance na Uspéch v matematice jsou vyssi pro zaky, ktefi hraji na n¢jaky hu-
debni nastroj,
c¢) levostrannou alternativu, tj. tvrzeni, ze Sance na uspéch v matematice jsou nizsi pro zaky, ktefi hraji na né¢jaky hudeb-
ni nastroj.

Reseni:
Méme kontingencni tabulku

uspéch v M | hra na hudebni nastroj | n;.
ano ne

ano 6 4 10

ne 1 13 14

Ny 7 17 |24

-

Vypocteme podil Sanci: OF: = =

ac A [2RY - e A wrl s w | wa o At
= P ';5 Podil Sanci ndm tik4, Ze 74k, ktery hraje na néjaky hudebni nastroj, ma

19,5 x vétsi Sanci na Gspéch v matematice nez zak, ktery nehraje na zadny hudebni nastroj.



Ad a)

Pro testovani nulové hypotézy proti oboustranné alternativé sestrojime oboustranny interval spolehlivosti:

Dolni a horni mez intervalu spolehlivosti pro op zjistime pomoci STATISTIKY. Vytvotime datovy soubor o dvou promén-
nych DM a HM a jednom ptipadu. Do Dlouhého jména proménné DM napiSeme vzorec pro dolni mez:
=log(19,5)-sqrt(1/6+1/4+1/1+1/13)*VNormal(0,975;0;1)

a analogicky do Do Dlouhého jména proménné HM napiSeme vzorec pro horni mez:
=log(19,5)+sqrt(1/6+1/4+1/1+1/13)*VNormal(0,975;0;1)

( Z
DM@ HM
0,575 5,365

—N

Vidime, ze 0,575093 < In op < 5,365736 s pravdépodobnosti aspoii 0,95. Protoze tento interval neobsahuje 0, nulovou hypo-
tézu zamitame na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 ve prospéch oboustranné alternativy. S rizikem omylu nejvyse
5% se tedy prokazalo, Ze Gspéch v matematice souvisi s hrou na hudebni nastro;j.



Adb)

Pro testovani nulové hypotézy proti pravostranné alternative sestrojime levostranny interval spolehlivosti:
Do Dlouhého jména proménné DM napiSeme vzorec pro dolni mez:
=log(19,5)-sqrt(1/6+1/4+1/1+1/13)*VNormal(0,95;0;1)

1
DM
110,90V

Protoze interval (0,960198; o) neobsahuje 0, nulovou hypotézu zamitame na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 ve
prospéch pravostranné alternativy. S rizikem omylu nejvyse 5% se tedy prokazalo, Ze Zaci, ktefi hraji na néjaky hudebni
nastroj, maji vyssi Sance na Gspéch v matematice.

Adc)

Pro testovani nulové hypotézy proti levostranné alternativeé sestrojime pravostranny interval spolehlivosti:
Do Dlouhého jména proménné HM napiSeme vzorec pro dolni mez:
=log(19,5)+sqrt(1/6+1/4+1/1+1/13)*VNormal(0,95;0;1)

T
HM
14,960

Protoze interval (-o0; 4,980631) obsahuje 0, nulovou hypotézu nezamitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 ve

R4

uspéch v matematice.



Jednoducha korela¢ni analyza

Osnova:

- Spearmaniiv koeficient potfadové korelace

- testovani poradové nezavislosti

- Pearsontiv koeficient korelace a vyberovy koeficient korelace
- testovani nezavislosti

- porovnani koeficientu korelace s danou konstantou

- porovnani dvou koeficientil korelace



Motivace
UvaZme nahodné veli¢iny X, Y, které jsou aspon ordindlniho typu. Tyto ndhodné veli¢iny mohou mit rlizny vztah:

- : jedna nahodna velic¢ina je spjata s druhou ndhodnou veli¢inou funk¢éni zavislosti vy-
jadienou predpisem Y = g(X), napt. X — polomér ndhodné vybrané sériové vyrabéné kulicky do kuli€¢kovych lozisek, Y =

3 - objem této kulicky. Kazdé realizaci ndhodné veli¢iny X (vysvétlujici proménnd) je pfifazena praveé jedna realiza-

ce ndhodné veliiny Y (vysvétlovand proménna).

P
D .
’En - ’

O *

vey wr

G O




: jedna ndhodna veli¢ina ovliviiuje v rizné mife druhou ndhodnou veli¢inu, napt. X — vék pracov-
nika v letech, Y — pocet dnil absence za rok. Kazdé realizaci ndhodné veli¢iny X mize byt ptfifazeno vice realizaci na-
hodné veli¢iny Y. Zavislost miize byt jednostranna i1 oboustranna.

S
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: ndhodné veli€iny se navzajem neovliviiuji, napt. hazime-li nardz dvéma kostkami a oznac¢ime X
— pocet ok padlych na jedné kostce, Y — pocet ok padlych na druhé kostce, pak ndhodné veli¢iny X, Y jsou stochasticky
nezavislé.

a1 O
.
.
23
.

5 - * .
0 | : : Y
0 2 4 6 8 10
wawdijid pavemé
X a'Y jsou stochasticky nezavislé, kdyz plati: v 7 C“- ‘D — ) D

X a'Y jsou nekorelované, kdyZ plati C(X, Y) =0 (tj. mezi X a 'Y neni Zédny linearni vztah).
Ze stochastické nezavislosti vyplyva nekorelovanost, avSak z nekorelovanosti nevyplyva stochasticka nezéavislost.



Korela¢ni analyza:

e zkouma, zda existuje zavislost mezi dvéma ndhodnymi veli¢inami X, Y, které jsou bud’ ordinalniho nebo intervalového
¢1 pomérového typu. — nelze se spokojit s formalnim matematickym popisem zavislosti, zavislost musi byt
logicky zdlvodnitelna!

e pomoci Pearsonova ¢i Spearmanova koeficientu korelace méii té€snost této zavislosti

e pro nahodné veli€iny intervalového a pomérového typu je zaloZena na ptedpokladu, ze dvourozmérny ndhodny vektor

[ \ se fidi dvourozmérnym normalnim rozlozenim N, (( Lﬂ CSl pCISZZ , kde
Y 8 o&2 & |

W = E(X)a W2 = E(Y)7 012 = D(X)a 022 = D(Y)a p= R(XaY)
e pfi vyraznéjSim poruseni predpokladu dvourozmérné normality doporucuje pouziti metod, které jsou urceny pro ndhodné

veli¢iny ordinalniho typu



Charles Edward Spearman (1863 — 1945): Britsky psycholog a statistik, zakladatel faktorové analyzy

Necht’ X,Y jsou ndhodné veli¢iny ordinalniho typu (tj. obsahové interpretace je mozna jenom u relace rovnosti a relace
usporadani).

Potidime dvourozmérny ndhodny vybér (X, Yy), ..., (X4, Yu) Z rozloieni jimz se tidi ndhodny vektor (X, Y). Oznacime R;
potadi nahodné veli¢iny X; a Q; pofadi ndhodné Vehcmy Yl, =

) Y‘R Q\z

Tento koeficient nabyvéa hodnot mezi —1 a 1. Cim je > blizsi 1, tim je s11nej $1 pfima potadova zavislost mezi veli¢inami X a Y,
¢im je blizsi —1, tim je siln€j$i nepfimé potadova zavislost mezi veliCinami X a Y. Teoretickd hodnota Spearmanova
koeficientu se znaci ps.



Vlastnosti Spearmanova koeficientu poradové korelace
Pro Spearmanuv koeficient potadove korelace plati _ - . Cim je blizsi 1, tim je siln¢jsi pfima pofadova zavislost mezi

veliCinami X a Y, ¢im je blizsi —1, tim je silnéjsi neptima poradova zavislost mezi velicinami X a Y.

Je-li I5_ resp. I5_ , pakrealizace X,Yi31_ .,01dan¢ho nahodného vyberu lezi na n€jakeé rostouci resp. klesajici funk-
Cl.

Hodnoty rg se nezméni, kdyZ provedeme vzestupnou transformaci ptivodnich dat.
Hodnoty rg se vynasobi -1, kdyz provedeme sestupnou transformaci ptivodnich dat.
Koeficient je symetricky.

Koeficient je rezistentni vii¢i odlehlym hodnotam.

Vyznam absolutni hodnoty Spearmanova koeficientu:
mezi 0 az 0,1 ... zanedbatelna poradova zavislost,
mezi 0,1 az 0,3 ... slaba potadova zavislost,

mezi 0,3 az 0,7 ... stfedni pofadova zavislost,

mezi 0,7 az 1 ... silna potadova zavislost.

Spearmantv koeficient pofadové korelace se pouziva v situacich, kdy
- zkoumana data maji ordindlni charakter

- nelze predpokladat, ze vztah mezi veli¢inami X, Y je linearni

- nahodny vybér nepochazi z dvourozmérného normalniho rozlozeni



Testovani nezavislosti ordinalnich veli¢in

Na hladiné vyznamnosti a testujeme hypotézu Hy: X, Y jsou potadové nezavislé nahodné veli¢iny proti
- oboustranné alternativé H;: X, Y jsou potfadové zavislé ndhodné veliiny

- levostranné alternativé H;: mezi X a Y existuje nepiima poradova zavislost

- pravostranné alternativé H;: mezi X a Y existuje pfima potadova zavislost).

Jako testova statistika slouzi Spearmantiv koeficient pofadové korelace rs.

Nulovou hypotézu zamitame na hladin€ vyznamnosti o ve prospéch

- oboustranné alternativy, kdyz | Is | > 15,1-02(0)

- levostranné alternativy, kdyZ rg <-rg;4(n)

- pravostranné alternativy, kdyZ rs > rg ;_(n),

kde rs1.4(n) je kritickd hodnota, kterou pro a = 0,05 nebo 0,01 a n <30 najdeme v tabulkach.



Asymptotické varianty testu

T

Pro n > 20 lze pouZzit testovou statistiku ’]8 — , ktera se v ptipadé€ platnosti nulove hypotézy asymptoticky tidi

=

'

rozloZenim t(n-2).
Kriticky obor pro oboustrannou alternativu: “[: o tl_ o) p_2 L )tl_ o) p_2, 0

Kriticky obor pro levostrannou alternativu:

n

Kriticky obor pro pravostrannou alternativu:

Wt n2

L S0

Hypotézu o potadové nezavislosti nahodnych veli¢in X, Y zamitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti a, kdyzt, - W.
Systém STATISTICA pouziva tuto variantu testu poradové nezavislosti bez ohledu na rozsah ndhodného

vybéru.

Pro n > 30 Ize pouzit testovou statistiku I;\/ﬁ_ . Plati-li Ho, pak ];\/ﬁ_ ~N(0, 1). Nulovou hypotézu tedy zamitdme na

asymptotické hladin¢ vyznamnosti a ve prospéch

oboustranné alternativy, kdyz Kvn_1 _ 5 U /20 UL 25y

levostranné alternativy, kdyz I's\/I_l_l N Ve

pravostranné alternativy, kdyz I'S\/fl_l U,



Pf’iklad na testovz’mi pof'adové nezzivislosti (jsou znéma pof'adi)

oA 24

ptipad.

Cislo pacienta
Hodnoceni 1. 1ékare
Hodnoceni 2. 1ékare |4 [2|5(6|1|3|7

B—
—_
N |[W
|
W [
[\OJ @)
|

Vypoctéte Spearmaniiv koeficient a na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze hodnoceni obou lékait jsou poradove
nezavisla.
Reseni:
Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujeme Hy: X, Y jsou pofadoveé nezavislé nahodné veli€iny proti oboustranné alternativé H;:
X, Y jsou potadové zavislé nahodné veliCiny. V tomto ptiklad€ ptimo zname potradi R; (tj. hodnoceni 1. 1€kate) a potadi Q;
(1. hodnocem 2. lekare) Vypocteme

I N N O

85— . 72_14— —+—+—'+—+—'+—':
Kriticka hodnota: 1 975(7) = O 745. ProtoZe 0 857 > O 745, nulovou hypotezu zamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05.



Vypocet pomoci systétmu STATISTICA
Vytvotime datovy soubor o dvou proménnych X (hodnoceni 1. 1€kate), Y (hodnoceni 2. I¢kate) a sedmi ptipadech. Do
proménnych X a Y zapiSeme zjiSténa hodnoceni.

1 2
X Y

~ ey Neo Ny
~ Nr.'rrrv v N

~ . _ ANt N

Statistiky — Neparametrickeé statistiky — Korelace — OK — vybereme Vytvofit detailni report - Proménné X, Y — OK —
Spearmantiv koef. R. Dostaneme tabulku

ynechany parove,
znac korelace |sou vyznamr
Poc[Spearn| {(N-z/Urovel
Dvouce pror|plat " R

& Y (1 0,69/713,/21 0,015

é earmano Korelace (dva le

Spearmantiv koeficient pofadové korelace nabyva hodnoty 0,857, testova statistika se realizuje hodnotou 3,721, odpovidajici
p-hodnota je 0,0137, tedy na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05 zamitdme hypotézu o potadové nezavislosti hodnoceni
dvou Iékait ve prospéch oboustranné alternativy.



Priklad na testovani poradové nezavislosti (poradi musime stanovit):

Jsou dany realizace nahodného vybéru z dvourozmérného rozlozeni, kterym se fidi ndhodny vektor (X,Y): (2,5 13,4), (3.4
15,2), (1,3 11,8), (5,8 13,1), (3,6 14,5). Na hladin¢€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze nahodné veli¢iny jsou poradové
nezavislé proti oboustranné alternative.

Reseni:
X 2,5 (34 [1,3 |58 [3,6
Vi 13.4]15,2[11,8/13,1]14,5
R, 2 3 1 |5 |4
Q 3 |5 |1 [2 |4
R-Q)|1 |4 [0 |9 o

Testov4 statistika: Iy _ Tv v @,_ 41 2

Kriticka hodnota: pro n = 5acq= O 05 je krltlcka hodnota 0 ,9. ProtoZe testova statistika se realizuje hodnotou 0,3, hypotézu
o poradové nezavislosti veli¢in X a Y nezamitdme na hladin€é vyznamnosti 0,05.

Vypocet pomoci systému STATISTICA
Postupujeme Uplné stejné jako v predeslém pripade. Vystupni tabulka ma tvar:

vynechany parove
znac. korelacejsou vyznamr
I-’oc bp?_\)arn t{(N-z'Urovel
Dvouce promn| plat

&Y < 0,500 0,544 0,625

é earmano KorelaCQ (porac

Spearmantiv koeficient poradové korelace nabyva hodnoty 0,3, testova statistika se realizuje hodnotou 0,5447, odpovidajici

p-hodnota je 0,6238, tedy na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 nezamitdme hypotézu o pofadové nezavislosti veli¢in
X, Y.



Pearsonuv koeficient korelace

Karl Pears;n (1857 — 1936): Britsky statistik

Cislo ((7‘— Y" \ )
ReiY/ | Kula A%ﬁ %%?}pr g

se nazyva Pearsontiv koeficient korelace.

(Pro vypocet Pearsonova koeficentu korelace musime znat simultanni distribu¢ni funkci ®(x,y) v obecném piipadé resp.
simultanni hustotu pravdépodobnosti ¢(x,y) ve spojitém ptipadé resp. simultanni pravdépodobnostni funkei n(x,y)

v diskrétnim ptipadé.)



Vlastnosti Pearsonova koeficientu korelace
a) R(a;, Y) =R(X, ap) =R(ar, a) =0

b) R(al + b]X, a + sz) = Sgl’l(blbz) R(X, Y) = %p;?&%bfoo
— <

¢) R(X, X) = 1 pro D(X) # 0, R(X, X) = 0 jinak

d) R(X, Y)=R(Y, X)

e) |m < arovnost nastane tehdy a jen tehdy, kdyz mezi veli¢inami X, Y existuje s pravdépodobnosti 1 uplna linearni
zavislost, tj. existuji konstanty a, b tak, ze pravdépodobnost P(Y =a + bX) = 1. Pfitom R(X, Y) =1, kdyzb >0 a R(X, Y)
= -1, kdyz b < 0. (Uvedena nerovnost se nazyva Cauchyova — Schwarzova — Buniakovského nerovnost.)

Z vlastnosti Pearsonova koeficientu korelace vyplyva, Ze se hodi pouze k méfeni té€snosti linearniho vztahu velicin X a Y.

b 24
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Definice nekorelovanosti

Je-li R(X, Y) = 0, pak tekneme, Ze ndhodn¢ veli¢iny jsou . (Znamena to, ze mezi X a Y neexistuje zadna
linearni zavislost. Jsou-li ndhodné veli¢iny X,Y stochasticky nezavislé, pak jsou samoziejme i nekorelované.)

Je-li R(X, Y) > 0, pak fekneme, Ze ndhodné veli¢iny jsou . (Znamena to, ze s riistem hodnot veli¢iny X
rostou hodnoty veli¢iny Y a s poklesem hodnot veli¢iny X klesaji hodnoty veli¢iny Y.)

Je-li R(X, Y) <0, pak fekneme, Ze ndhodné veliiny . (Znamena to, ze s ruastem hodnot veliciny X

klesaji hodnoty veliCiny Y a s poklesem hodnot veli¢iny X rostou hodnoty veli¢iny Y.)



Vybérovy koeficient korelace
Necht’ (X, Y)), ..., (Xu, Y,) ndhodny vybér rozsahu n z dvourozmérného rozloZeni daného distribu¢ni funkci @ (x,y).
Z tohoto dvourozmérného nahodného vybéru mizeme stanovit:

vybérové priméry Mzé%){, M:én?Y X
L1, L,
o » 12y 2 10
vybérove rozptyly S =n—lTX M , SZ _n_lT

vybérovou kovarianci Sz_n —1\—‘X M (¥ M as ]C]lCh pomoci zavedeme

(12 XMY

vybérovy koeficient korelace Rz _1T S _SM Shép rS&
— Ojiriak

prenaseji i na vybérovy koeficient korelace.

(Spearmaniiv koeficient poradové korelace odpovida Pearsonovu koeficientu korelace aplikovanému na poradi.)

>" . Vlastnosti Pearsonova koeficientu korelace se



Priklad: Vypocet realizace vybérového koeficientu korelace
U 65 zaméstnancti jisté firmy byla zjiStovana délka praxe v letech (veli¢ina X) a vyska prémii v K¢ (velicina Y). Dvouroz-
mérné rozlozeni Cetnosti je dano kontingencni tabulkou:

X y
1250]1750]2250[2750[3250[3750[4250
125[s 13 Jo Jo Jo Jo TJo
17512 14 [4 o Jo Jo o
250 [t 6 [7 [4 Jo Jo
27510 Jo [t 3 |7 |1 Jo
3250 [o o |1 J0 [5 1

Vypoctéte realizaci ry; vybérového koeficientu korelace R, a interpretujte jeho hodnotu. Pro tsporu ¢asu mate uvedeny na-
sledujici soucty:
g

© e o 20 P M R 98562

/= i 1= 1

3y
55@-@(@}@] _4446¢

— /= U



ResSeni:

Zndme tytosoudty: O | YOO q_ 127nc £ M £ 98562 ka)% _ 4446

= 4 — = 4 1= 4 — 1= 4

Vypocteme |
pramérnou délku praxe: m: 3()2’ B 4,03,

pramérnou vysku prémii: 113 _ | é—zs—/ :“ 6569

rozptyl délky praxe: S _ 1,( 04 t/ 565\ ) )
1 \ / :

rozptyl vyse prémii: Sz 1 ( 98562 e 727\ ) 163
/

kovariance délky praxe a vySe prémii: Sp__ ( 4465 — 5@9 V727 \
43241

koeficient korelace delky praxe a vySe prémii: Ijp__ W :A 37(

Hodnota koeficientu korelace svédci o tom, ze mezi délkou praxe a vySkou prémii existuje dosti silnd ptimé linedrni
zavislost — ¢im delsi praxe, tim vyssi prémie.



Pearsoniiv koeficient korelace dvourozmérného normalniho rozloZeni
Jak bylo uvedeno v motivaci, korela¢ni analyza ptedpoklada, Ze dany ndhodny vybér pochézi z dvourozmérného normélniho
rozloZeni. Proc€ je tento predpoklad tak dalezity? Odpoveéd’ poskytne néasledujici véta.

Necht’ ndhodny vektor (X Y) ma dvourozmérné normalni rozlozeni s hustotou
1 |_(X1 2X1Y2/Y2|—|

XYy _ Gl )79 @ e | pridems = B(X), b = B(Y), 0> = D(X), 0> =D(Y), p = R(X,Y).
V= S T7°
A . 1 ) - )
Marginalni hustoty jsou: o = [, Ydj: _ _TE G, ® " y‘d) _ —T_E c .
A O ] A [ B ) 7T P L Tr
Je-lip=0,pakpro\s ~_ < Y_ <, /> tedy néhodne Vehcmy X, Y jsou stochasticky nezavislé. Jinymi slovy:

stochasticka nezavislost slozek X, Y normaln¢ rozlozeného ndhodného vektoru je ekvivalentni jejich nekorelovanosti. Pro
jina dvourozmérna rozlozeni to neplati!



nadale budeme pfedpoklédat ze (X1, Y1), ..., (X4, Yy) je nahodny vybér rozsahu n z dvourozmérného

normalniho rozlozeni N, ((H! (5l p(%zz
(L& pd2

Predpoklad dvourozmérné normality 1ze orlentacné ovéfit pomoci dvourozmérného teCkového diagramu: tecky by mély
zhruba rovnomérné vyplnit vnitiek elipsovitého obrazce. Vrstevnice hustoty dvourozmérného normalniho rozlozeni jsou
totiz elipsy:

Graf hustoty a vrstevnice dvourozmérného normalniho rozloZeni s parametry u; =0, u, =0, 6,° =1, 6,° = 1, p = -0,75:

f 3,6

\‘1“““-53

'i‘ ' "‘1‘4" h_—'/)
oy

" ‘4-...* itt"-:‘. e 3 R
X -3 8 BN R R

-1-_.,=*-
r

Do dvourozmérného teckového diagramu mizeme jesté zakreslit 100(1-a)% elipsu konstantni hustoty pravdépodobnosti.
Bude-li vice nez 1000% tecek lezet vné této elipsy, svédci to o poruseni dvourozmérné normality. Bude-1i mit hlavni osa
elipsy kladnou resp. zdpornou smérnici, znamena to, Ze mezi veli€¢inami X a Y existuje urcity stupen pfimé resp. nepfimeé
linearni zavislosti.



Testovani hypotézy o nezavislosti

Na hladin€ vyznamnosti a testujeme Hy: X, Y jsou stochasticky nezavislé nahodné veliciny (tj. p = 0) proti
- oboustranné alternativé H;: X, Y nejsou stochasticky nezavislé ndhodné veli€iny (tj. p # 0)

- levostranné alternativé Hy: X, Y jsou zaporné korelované ndhodné veli¢iny (tj. p < 0)

- pravostranné alternativé H;: X, Y jsou kladn¢ korelované nahodné veliCiny (tj. p > 0).

N
J o5

Plati-li nulova hypotéza, pak T ~ t(n-2).

Testova statistika ma tvar: ’]5 _

Kriticky obor pro test Hy proti
- oboustranné alternativé: W_ , t p_2 L n p_2, o0l

- levostranné alternative: V\; _ 1,

- pravostranné alternative: W: tl_ 1’1_2, o

H, zamitdme na hlading vyznamnosti o, kdyz t; -



Priklad: Testovani hypotézy o nezavislosti proti oboustranné alternativé
V diln€ pracuje 15 délnikd. Byl u nich zjistén pocet smeén odpracovanych za mésic (ndhodna veli¢ina X) a pocet
zhotovenych vyrobkil (ndhodna veli¢ina Y):

X20211817201819212014161921 1515
Y 9293 83 8091 8582989060 73 86 96 64 §1.

Ptedpokladejte, Ze data pochazeji z dvourozmérného normalniho rozlozeni. Vypoctéte vybérovy koeficient korelace mezi X
a Y a na hladin€ 0,01 testujte hypotézu o nezavislosti X a Y proti oboustranné alternative.

ReSeni:

Vypocteme realizace

vybérovych priméri: m; = —YX, 18,267, m; = —v = 83,6,

[ n ] n
vybérovych rozptyld: s, = —1ﬁx, m =5,6381, s,° = Bk ~; rr;\2 =121,4,

vybérové kovariance: s;; = ﬁll Xl Iy ‘y 1M ~=242571,

Q.

vybérového koeficientu korelace: 112 =0,927.

T
Realizace testové statistiky: fy_ P 8,912,

d
kriticky obor W_ tqggg}},utaggisoo \ 301;@3,01%0.

Protoze {; ~ »hypotézu o nezavislosti veli¢in X a Y zamitame na hlading vyznamnosti 0,01. S rizikem omylu nejvyse 1%

)
N‘IN

jsme tedy prokazali, Ze mezi poctem smén odpracovanych za mésic a poctem zhotovenych vyrobkul existuje zavislost.



Vypocet pomoci systému STATISTICA
Vytvotime datovy soubor o dvou proménnych X, Y a 15 ptipadech. Dvourozmérnou normalitu dat ovéfime pomoci dvou-
rozmérného teckového diagramu: Grafy — Bodové grafy — Proménné X, Y — OK — odSkrtneme Typ proloZeni Linearni — na

zéalozce Detaily zaSkrtneme Elipsa Normalni - OK.

Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — Korela¢ni matice — OK — 1 seznam promén. — X, Y — OK — na zaloZce MoZnosti
vybereme Zobrazit detailni tabulku vysledk — Vypocet.

Korelace (Smeny.a vyrobKy.sia
Oznac. vko(relaceyjso\(Jyyyzn)e/\mn% na hlad. p <,05000
1(Celé pripady vynhechany u ChD
Prom. [Pram|{Sm.Od] f(X)Y] 12 i P [N Kons| Smeéi Kons/Smerr
prom Zav.: | zav:  zav.: | zav.:
X 18,26 2,3/«
X 18,26 2,374 1,000 1,000 1. 0,000 1,000 0,000 1,000
X (183,200 2,3/¢
¥ 83,60 11,010,92/10,89Y 8,923 0,000 115,0104,302 1,562 0,199
33,000 171,01
)Y( 18,260 2.3/40,92/10,85Y 8,923 0,000 111,962 0,199 5,010 4,302
33,60 171,01
Y 83,00 11,011,000 1,000 1.0,000 1,000 0,000 1,000

Vybérovy koeficient korelace se realizoval hodnotou 0,92718, testova statistika nabyla hodnoty 8,924, odpovidajici p-
hodnota je 0,000001, tedy na hladin¢ vyznamnosti 0,01 zamitdme hypotézu o nezavislosti velic¢in X, Y.



Priklad: Testovani hypotézy o nezavislosti proti levostranné alternativé

Pracovnik personalniho oddéleni urcité firmy zkouma, zda existuje vztah mezi vékem zaméstnance (nahodna veli¢ina X) a
poctem dni absence za rok (ndhodna veli¢ina Y). Proto ndhodné vybral idaje o 10 zaméstnancich:

X 27 61 37 23 46 58 29 36 64 40

Y 15 6 10 18 9 7 14 11 5 8

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze X a Y jsou nezavislé nahodné veliCiny proti alternative, ze X, Y jsou za-
porn¢ korelované nahodné veliCiny.

Reseni:

Ptedpoklad o dvourozmérné normalité dat ovéfime orientacné pomoci dvourozmérného teckového diagramu.

B & o o B T BB 8

0 2D 0 9] Y

Vzhled diagramu svéd¢i o tom, Ze predpoklad je opravnény.
Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujeme Hy: p = 0 proti Hy: p < 0. Vypocitame rj; = -0,9325, tedy mezi v€kem pracovnika a
poctem dnii pracovni neschopnosti existuje silna nepfima linearni zavislost.
ryn_ —" 05
1_ 9
kriticky obor W__ ) 95§j_ ) ';59

Jelikoz 1, = zamltame na hlading Vyznamnosti 0,05 hypotézu o nezavislosti veli¢in X a Y ve prospéch levostranné alter-

Realizace testové statistiky: tO

nativy. S rizikem omylu nejvyse 5% jsme prokazali, Ze mezi vékem pracovnika a poctem dntll absence za rok existuje ne-
pfima linearni zavislost.



Vypocet pomoci systému STATISTICA
Miizeme vyuzit toho, ze jiz zname ry,. Statistiky — Pravdépodobnostni kalkulator — Korelace — vyplnime n = 10, r = -0,9325,
odskrtneme Dvojité, zaskrtneme Vypocet p z r — Vypocet. V okénku p se objevi hodnota 0,000041, tedy na hladin€ vy-

znamnosti 0,05 zamitdme hypotézu o nezavislosti veli¢in X a Y ve prospéch levostranné alternativy.

w10 EI [ Oboustranng

¢ [0335 B & vipotetpar : Konec
r[oooosz B ¢ wipozet:zp

Fisher. z: |-1 677221 EI " Wipodetr ze z [ Do pratokolu =




Priklad: Testovani hypotézy o nezavislosti proti pravostranné alternativé

Mame k dispozici vysledky testil ze dvou predmétl zjisténé u osmi ndhodné vybranych studentd ur€itého oboru.
Cislo studenta 112 (3[4 |51]6 |7 |8
Pocet bodiiv 1. testu |80|50(36|58]42]60|56]|68
Pocet bodl ve 2. testu|65|60[35[39|48]44|48|61
Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze vysledky obou testii nejsou kladn¢ korelované.

ReSeni:

Nejprve se musime presveédCit, ze uvedene vysledky 1ze povazovat za realizace nahodného vybéru z dvourozmérného nor-
malniho rozloZeni. Lze tak ucCinit orientacné pomoci dvourozmérného teckového diagramu. Tecky by mély vytvorit elipsovi-
ty obrazec.

100

20

0

60 80

Obrazek svédci o tom, ze predpoklad dvourozmérné normality je opravnény a ze mezi pocty bodii z 1. a 2. testu bude exis-
tovat urcity stupenl ptimé linearni zavislosti.

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujeme Hy: p = 0 proti pravostranné alternativé H;: p > 0.

Vypoctem zjistime: ry, = 0,6668, to =2,1917. Stanovime kriticky obor: W: %95@00 ],943% Jelikoz 1, ~ >Zzamitame

na hladin€ vyznamnosti 0,05 hypotézu o nezavislosti veli¢in X a Y ve prospeéch pravostranné alternativy. S rizikem omylu
nejvyse 5% jsme prokazali, ze mezi vysledky 1. a 2. testu existuje ptimad linearni zavislost.



Vypocet pomoci systému STATISTICA

Miizeme vyuzit toho, Ze jiz zname ry,. Statistiky — Pravdépodobnostni kalkulator — Korelace — vyplnime n = 8, r = 0,6668,
odskrtneme Dvojité, zaskrtneme Vypocet p z r — Vypocet. V okénku p se objevi hodnota 0,035455, tedy na hladiné
vyznamnosti 0,05 zamitdme hypotézu o nezavislosti veli¢in X a Y ve prospéch pravostranné alternativy.

M- |E EI [~ Oboustranné
r. [0.6868 |§| ' iposetpzr Korec
p[os5ess [ Vipogetrzp

Fizher. z |,E=EI4EIEEI @ " Vjpogetrzez [~ Doprotokaly &




Postup pri nesplnéni predpokladu dvourozmérné normality

Mame k dispozici realizace nahodného vybéru rozsahu 12 z dvourozmérného rozloZeni:

X113 4 5 6 8 10 11 13 14 16 17

Y 1315 18 16 23 31 39 56 45 43 37 0

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze nahodné veliCiny X, Y jsou nezavislé proti oboustranné alternative.
ReSeni:

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujeme Hy: p = 0 proti oboustranné alternativé H,: p # 0. Pokud neovéiime piedpoklad
dvourozmérné normality, obvyklym zpisobem vypocteme realizaci vybérového koeficientu korelace rj, = 0,3729 a realizaci

testové statistiky to = 1,271. Stanovime kriticky obor: W: oy %975} Q\Ut@ﬁ} Qoo oy 2,228&)2,228&) Protoze

t oz »nhezamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05 hypotézu o nezavislosti nahodnych velic¢in X a Y.

Nyni budeme testovat hypotézu o normalité nahodné veliciny X a nahodné veli€iny Y. Grafické ovéieni pomoci N-P grafi:
N-P graf pro veli¢inu X N-P graf pro veli¢inu Y
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Vzhled grafii svédci ve prospéch normality.



Testovani pomoci Lilieforsovy varianty K - S testu a S — W testu:
[ esty normalty
N max [Lilheic] VWV p

Promé p
X 10,160 p >.0,900 0,730
Y 1.0,145 p=>. 0,968 0,899

V obou ptipadech hypotézu o normalité nezamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05.
Ovéteni dvourozmérné normality pomoci dvourozmérného te€kového diagramu:

60

50

40

30

20

10

-10

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Dvourozmérna normalita je siln€ porusena, teCky nevypliuji vnitiek elipsovitého obrazce.
Prejdeme tedy k testovani hypotézy o potfadové nezavislosti.



Testujeme hypotézu Hy: X, Y jsou poradové nezavislé ndhodné veli¢iny proti oboustranné alternativé H;: X, Y jsou potado-
v¢ zavislé ndhodné veliCiny.

Vypocitdme Spearmantiv koeficient poradové korelace.

X1 3 4 5 6 8 10 11 13 14 16 17
Y 13 15 18 16 23 31 39 56 45 43 37 0
Ri1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Q2 3 5 4 6 7 9 12 11 10 8 1

a +—‘ - T T - |
e SR e
“111+- --I--I—I-FF“ 36"336

Stanovime kriticky obor. V\': _‘ _ Il\b _ .974 Z\U 974% ) _A ;SQU ) .;80151

Testova statistika se nerealizuje v kritlckem oboru, nulovou hypotézu nezamitdme na hladmé vyznamnosti 0,05.



Porovnani koeficientu korelace s danou konstantou
Necht c je redlna konstanta. Testujeme Hy: p = ¢ proti H;: p # c. (Tento test se provadi napt. tehdy, kdyz experimentator po-

rovnava vlastnosti svych dat s vlastnostmi uvadénymi v literatufe.) Test je zaloZen na statistice

L cC \ s - : : : L1, 5
U_ N ¢ "5 ]—~\ 0, kterd ma za platnosti H, pro n > 10 asymptoticky rozloZeni N(0,1), pficemz /_ _I1]1-|— £
— A — 5

je tzv. . Kriticky obor pro test Hy proti oboustranné alternativé tedy je
W: ) U /255 Ho zamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti o, kdyz L -
Priklad: U 600 vzork rudy byl stanoven obsah Zeleza dvéma analytickymi metodami s vybérovym koeficientem korelace
0,85. V literatuie se uvadi, ze koeficient korelace téchto dvou metod ma byt 0,9. Na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05
testujte hypotézu
Hy: p=0,9 proti H;: p #0,9.
Resent: Z_' o+ 52 056 U 256 m+ L W 5077 7197 wpsne= 196, W
eSeni: £__ HIIt i D6 L 200 ‘ﬂ}t — 50 | VU_ _ T hugers=196, W_ ]’9@L )],9600.

Protoze L — , Hy zamitdme na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.



Vypocet pomoci systému STATISTICA (pouze priblizny):

Statistiky — Zéakladni statistiky a tabulky — Testy rozdilt: r, %, priméry — OK — vybereme Rozdil mezi dvéma korelaénimi
koeficienty. Do polic¢ka r1 napiSeme 0,85, do policka N1 napiSeme 600, do policka r2 napiSeme 0,9, do policka N2 napiSeme
32767 (vétsi hodnotu systém neumozni) - Vypocet. Dostaneme p-hodnotu 0,0000, tedy zamitdme nulovou hypotézu na
asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.

Starno

Rozdil mezi dvéma koreladnimi koeficienty

. |85 E M. [B00 @ Jednostr,

p: 0000
ZETI = AR = * Obaust.
Rozdil mezi dvéma primény [harmalni rozdéleni]

Pri: [0, |§|5m|:|d1: 1, E| N1{10 |§| p: 1,0000 Vipotet
Prz: |0, ESdeE: 1, @ k210 E Jednostr,
Wibérowp primér ve. stiedni hodmota * Oboustr

Rozdil mezi dvéma porméry

P1: [so000 [ wi:fio G Jedrast, | Wipoget
p: 1.0000
Pz [s0000 [ wzfn G * Oboustr.

Pokud bychom chtéli pomoci systému STATISTICA proveést presnéjsi test s vyuzitim statistiky U, mliZeme
vypocitat Fisherovu Z- transformaci pomoci Pravdépodobnostniho kalkulatoru — Korelace, kde zadame realizaci vybérového
koeficientu korelace, rozsah vybéru. Zajima nas Fisher z.



Porovnani dvou korelacnich koeficienti
Necht jsou dany dva nezavislé ndhodné vybéry o rozsazichn an’ z dvourozmémych normalnich rozloZeni s korela¢nimi
koeficienty p a p*. Testujeme Hy: p = p* proti Hy: p # p*.
Ozna¢me R, vybérovy koreladni koeficient 1. vybéru a Ry, vybérovy korelaéni koeficient 2. vybéru.
1.1 1,1~

Polozme Z_ _l‘li-I- 2.7 _ 10%4— 12

— _ 2 L _ 12
Plati-li Hy, pak testova statistika U: Z— = ma asymptoticky rozlozeni N(0,1).

vi_ -+ -

Kriticky obor pro test H, proti oboustranne alternativé tedy je W: W) UL 250

H, zamitdme na asymptotické hladiné vyznamnosti a, kdyz L _

Priklad: Lékatsky vyzkum se zabyval sledovanim koncentraci latek A a B v moci pacient trpicich ur€itou ledvinovou cho-
robou. U 100 zdravych jedinci ¢inil vybérovy korelacni koeficient mezi koncentracemi obou latek 0,65 a u 142 osob trpi-
cich zminénou chorobou byl 0,37. Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze korelacni koeficienty

v obou skupinach se nelisi.

ot Z_ "1+ 2 TISE_ " 16U I WL 96,6,
— — » + I

Protoze L , Hyzamitime na asymptotické hlading vyznamnosti 0,05.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Testy rozdilt: r, %, priméry — OK — vybereme Rozdil mezi dvéma korelaénimi
koeficienty. Do policka r1 napiSeme 0,65, do policka N1 napiSeme 100, do policka r2 napiseme 0,37, do policka N2
napiSeme 142 - Vypocet. Dostaneme p-hodnotu 0,0038, tedy zamitame nulovou hypotézu na asymptotické hladiné
vyznamnosti 0,05.

2.
[

Bozdil mezi dvéma korelacnimi koeficienty

r: |’EE EI I"‘l-l:l-“:":I EI . G338 ™ Jednostr,
2 [ g e[z @ i & Oboustr
R ozdil mezi dvéma primén [normalni rozdéleni]

Pz fo. Esmoa:[i. E mifio [ et Vipote
Pz 0. [Esmodzf1.  [F n2fio g ¢ Jednost

o
[ Wiob&rowd priimér v stiedni hodnota O Dlye s

R ozdil mezi dvéma poméry

P1: [50000 N1:[10 Vppotet
@ E o 1.0000 " Jednostr, Fpoce
P2 50000 |§| nz:[10 |§| ' Dboustr.



Interval spolehlivosti pro korela¢ni koeficient
Jestlize dvourozmérny ndhodny vybér rozsahu n pochézi z dvourozmérného normélniho rozlozeni, jehoz korelacni
koeficient se pftili$ neli$i od nuly (je splnéna podminka | p | <0,5) a rozsah vybéru je dostatecné velky (n = 100), Ize

odvodit, Ze 100(1-a)% interval spolehlivosti pro p ma meze R}Q T

V11
Nejsou-li uvedené podminky splnény, pak nelze tento vzorec pouZit, protoze rozloZeni vybérového korelacniho koeficientu
T
je prili§ zeSikmené. V takovém ptipade vyuzijeme toho, Ze ndhodna veli¢ina /_ ]114— 2mai pi1 malém rozsahu vybéru
— _ 2

I.
ptiblizné normalni rozloZeni se stfedni hodnotou E‘Z\_ .1’[%—1— ﬁp (2. sc¢itanec lze pti vétSim n zanedbat) a rozptylem
- 1

'/ -
Dg\_ l—- Standardizaci veli€iny Z dostaneme veli¢inu U_ - L?, ktera mé asymptoticky rozlozeni N(0,1). Tudiz
- -

1% -
100(1-a)% asymptoticky interval spolehlivosti pro éh‘[iﬂ— bude mit meze Z. + - . Interval spolehlivosti pro p pak
_ - 1

dostaneme zpétnou transformaci.

Poznamka: Jelikoz Z = arctgh R,,, dostavame R, = tgh Z a meze intervalu spolehlivosti pro p mliZeme psat ve tvaru

tg]\ﬁZ iulﬁ / %\, piidemz tghé:px-— -3

1



Priklad: Pracovnik personalniho oddé€leni urcité firmy zkoumad, zda existuje vztah mezi poctem dni absence za rok (veli¢ina
Y) a vékem pracovnika (veli¢ina X). Proto nahodné vybral iidaje o 10 pracovnicich.

prac. |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10
2716137123 146|58|29 36|64 |40
15/6 |10]18|9 |7 |14|11|5 |8

< ||

Za ptedpokladu, ze uvedené udaje tvoti ¢iselné realizace ndhodného vybéru rozsahu 10 z dvourozmérného normalniho roz-
loZeni, vypoctéte vybérovy korelacni koeficient a na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Zze X a Y jsou nezavislé
nahodné veliCiny. Sestrojte 95% asymptoticky interval spolehlivosti pro skutecny korelacni koeficient p.

ReSeni: Piedpoklad o dvourozmérné normalité dat ovéfime orientacn€ pomoci dvourozmérného teckového diagramu.

Y
B & o o B o BN By

D 0 2D L D D
X

Vzhled diagramu svéd¢i o tom, Ze predpoklad je opravnény.

Testujeme Hy: p = 0 proti H;: p # 0. Vypocitame R, =-0,9325, tedy mezi vékem pracovnika a poctem dnil pracovni ne-

schopnost1 existuje silnd nepfima linearni zavislost. Testova statistika: T =-7,3053, kvantil t 975(8) = 2,306, kriticky obor
O)d 2,30,@0 Jelikoz 1, zamitdme na hlading vyznamnosti 0,05 hypotézu o nezavislosti veli¢in X a Y.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Ve STATISTICE vypocteme meze 100(1-a)% asymptotického intervalu spolehlivosti pro koeficient korelace p tak, Ze
otevieme novy datovy soubor se dvéma proménnymi (pojmenujeme je DM a HM) a jednim ptipadem.

Do Dlouhého jména proménné DM zapiSeme piikaz

= TanH(0,5*1og((1-0,9325)/(1+0,9325))-VNormal(0,975;0;1)/sqrt(7))

a do Dlouhého jména proménné HM zapiSeme piikaz

= TanH(0,5*1og((1-0,9325)/(1+0,9325))+VNormal(0,975;0;1)/sqrt(7))

1 Z
DM | HM
1-0,96 -0,7/5

95% asymptoticky interval spolehlivosti pro koeficient korelace p ma tedy meze —0,98425 a -0,73358. (Protoze nepokryva
hodnotu 0, zamitame hypotézu o nezavislosti veli¢in X, Y na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.)



llustrace vlastnosti Pearsonova a Spearmanova koeficientu korelace

1= 0,82, 15 = 0,82

r;; = 0,82, rs = 0,69
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T = 0, I'g = 0 I = -0,77, I's = -1

10 = ™ 18 L]

b b

3. obréazek ukazuje odolnost Spearmanova koeficientu viici odlehlym hodnotam.
6. obrazek dokumentuje schopnost Spearmanova koeficientu métit monotdnni vztahy.



Vyuziti modulu ,,Analyza sily testu® v systému STATISTICA

Testujeme-li na hlading vyznamnosti a nulovou hypotézu (v nasem piipadé Hy: p = 0) proti alternativni hypotéze (v naSem
pripadé H;: p # 0), mizeme se dopustit jedné ze dvou chyb: chyba 1. druhu spociva v tom, ze Hy zamitneme, ac ve
skutecnosti plati a chyba 2. druhu spociva v tom, ze Hy nezamitneme, a¢ ve skutecnosti neplati.

Pravdépodobnost chyby 1. druhu se znaci o a nazyva se

Pravdépodobnost chyby 2. druhu se znaci B.

Cislo 1 — B se nazyva a vyjadiuje pravdépodobnost, s jakou test vypovi, Zze Hy neplati.

Modul ,,Analyza sily testu* ndm umozni vyftesit tfi ukoly:

a) pro dany korelacni koeficient p a danou hladinu vyznamnosti a stanovit, jaky musi byt rozsah vybéru n, aby sila testu byla
aspoinl rovna danému ¢islu 1 — f3

b) pro dané p, a, n vypocitat silu testu 1 —

¢) pro dany vybérovy koeficient korelace r a dané o urcit meze 100(1- a)% intervalu spolehlivosti pro p.



Ad a) Stanoveni rozsahu vybéru

Ptredpokladame, ze nahodny vybér (X, Y)), ..., (Xu, Yy,) pochazi z dvourozmérného normalniho rozloZeni rozlozeni s koefi-
cientem korelace p = 0,3. Jak velky musi byt rozsah tohoto vybéru, aby test Hy: p = 0 proti H;: p # 0 mél silu 0,8, je-li hladi-
na vyznamnosti o = 0,05?

Statistiky — Analyza sily testu — Vypocet velikosti vzorku — Jedna korelace, t-test — OK — R6: 0,3, Alfa: 0,05, Pozadovana
sila: 0,8 — OK — Vypocitat N.
Zjistime, ze minimalni velikost vybéru je 84.

Ad b) Vypocet sily testu

Ptedpokladame, ze nahodny vybér (X, Y)), ..., (Xz5, Y25) pochédzi z dvourozmérného normalniho rozlozeni s koeficientem
korelace p, ktery je neznamy. Vybérovy koeficient korelace nabyl hodnoty -0,56. Na hladiné vyznamnosti o = 0,05 testuje-
me Hy: p =0 proti H;: p # 0. Jaka je sila testu?

Statistiky — Analyza sily testu — Vypocet sily testu - Jedna korelace, t-test — OK — Ro: -0,56, N: 25, Alfa: 0,05 - OK — Vy-
pocetni algoritmus: zaSkrtneme t-statistika — Vypocitat silu.
Zjistime, Ze sila testu je 0,8582.

Ad c) Nalezeni intervalu spolehlivosti
Ptedpokladame, ze nahodny vybér (X, Y)), ..., (Xz5, Y25) pochédzi z dvourozmérného normalniho rozlozeni s koeficientem
korelace p, ktery je nezndmy. Vybérovy koeficient korelace nabyl hodnoty -0,56. Najdéte 95% interval spolehlivosti pro p.

Statistiky — Analyza sily testu — Odhad intervalu - Jedna korelace, t-test — OK — Pozorované R: -0,56, N: 25, Spolehlivost:
0,95 — Vypocetni algoritmus: zasSkrtneme Fisherovo Z (ptivodni) — Vypocitat.
Zjistime, ze Dolni mez = -0,7821, Horni mez =-0,2117.



Jednoducha linearni regrese

Osnova:

- specifikace klasického modelu linearni regrese a jeho maticovy zapis
- intervaly spolehlivosti pro regresni parametry

- celkovy F-test

- dil¢i t-testy

- kritéria pro posouzeni vhodnosti zvolené regresni funkce

- detailni rozbor modelu regresni piimky



Motivace: Cil regresni analyzy - popsat zavislost hodnot veli¢iny Y na hodnotach veli¢iny X.
Nutnost vyfeseni dvou problémti:

a) jaky typ funkce se pouzije k popisu dané zavislosti;

b) jak se stanovi konkrétni parametry daného typu funkce?

ad a) Pti urceni typu funkce je tieba provést teoreticky rozbor zkoumané zavislosti. Teoreticka analyza mtiZze upozornit naptiklad na
to, ze

s rastem hodnot veli¢iny X budou mit hodnoty veli€iny Y tendenci monotonné rist ¢i klesat,

tato tendence ma charakter zrychlujiciho se ¢i zpomalujiciho se ristu ¢i poklesu,

jde o zavislost, kdy s ristem hodnot veli€¢iny X dochézi zpocatku k rtistu hodnot veli¢iny Y, ktery je po dosazeni ur¢it¢tho maxima
vystiidan poklesem,

apod.

MiiZzeme napfi. zkoumat zavislost ceny ojetého auta (veli¢ina Y) na jeho stafi (veli¢ina X). Je zfejmé, Ze s rostoucim stafim bude kle-
sat cena, ale neni jasné, zda linearné, kvadraticky ¢i dokonce exponencialné.

Vzdy se snazime o to aby regresni model byl jednoduchy, tj. aby neobsahoval ptili§ mnoho parametrii. Pfipada-li v tivahu vice funk-
ci, posuzujeme jejich vhodnost pomoci riznych kritérii — viz déle.

Casto viak nemame dostatek informaci k provedeni teoretického rozboru. Pak se snazime odhadnout typ funkce pomoci dvourozmér-
ného teCkového diagramu.

Zde se omezime na funkce, které zaviseji linearn¢ na parametrech R )R

ad b) Odhady tb,h,. Jq) nezndmych parametri R 3R ziskame na zéklad¢ dvourozmérného datového souboru | osean. me-
% %,

todou nejmensich ctverct, tj. z podminky, aby soucet ¢tvercti odchylek zjisténych a odhadnutych hodnot byl minimalni.



Specifikace klasického modelu linearni regrese

Y:II?PQB), Pr P L , kde

Il?iﬂ } -} - , ktera linearné€ zavisi na neznamych regresnich parametrech R} -R2

: : P :
znamych funkcich 1 oS- ,Ip & kter¢ jiz neobsahuji neznadmé parametry, tj. I’IYQB), Jor ,& _ Bf; X, pticemz 1 Pl
10 T —

Jde o modelu.
Slozka . - modelu. Je to ndhodné odchylka od deterministické zavislosti Y na X. Popisuje zavislost
vysvétlované proménné na neznamych nebo nepozorovanych proménnych a popisuje i vliv ndhody. Nelze ji funkéné
vyjadfit.
Veli¢ina Y -
Velic¢ina X -
)
Pofidime n dvojic pozorovani &, ¥13. .»&n ¥n > . dvourozmérny datovy soubor eoe e :
%0 Ya,
Proi=1, .., nplati: ¥ _ K’R }oo |
O nahodnych odchylkach ., ..,. pfedpokladame, ze
a) ]‘_‘;Q _ (odchylky nejsou systematicke)
b) D‘Q _ . (v8echna pozorovani jsou provadéna s touz piesnosti)
C) (,;p . _ pro 1_, (mezi ndhodnymi odchylkami neexistuje Zadny linearni vztah)
i) g ~ |

V tomto piipad€ hovoiime o



Oznaceni
b,b.. JZ}) - R} (nejcastéji je ziskdme metodou nejmensich Etvercd, tj. z podminky, Ze
vyraz

%( _“B ’(i‘\) nabyva svého minima pro 3;=b;,j =0, 1, ..., p)

M :fn(q {0 e s Rl _pOJqu X" - (i-t4 predikovana hodnota veliGiny Y)
LY,
Q_ _ -
SE:i 11yi j )
¢ X
" me. lo,
&:il .}ll_ml (m:ni_w)

S_ y_m<- Sr— )



Vyznam jednotlivych typi souéti ¢tverci

Predpokladejme, Ze mame dvourozmérny datovy soubor, v némz prumér hodnot zavisle proménné veli¢iny Y je 9 a
zavislost veli¢iny Y na veliciné X je popsana regresni piimkou y = 2x + 3. Dvourozmérny teckovy diagram obsahuje bod o
soufadnicich (5, 19), ktery pochazi z datového souboru. Na regresni pfimce lezi bod o soufadnicich (5, 13).

Odchylka zjiSténé hodnoty 19 od priméru 9 je v obrazku oznacena ,, Total deviation* a po umocnéni je to jedna ze slozek
celkového souctu Ctvercil St, tj. slozka i .

Odchylka z;isténé hodnoty 19 od hodnoty 13 na regresni pfimce je v obrazku oznacena ,,Unexplained deviation* a po
umocnéni je to jedna ze sloZek rezidualniho souctu Ctvercl Sg, tj. slozka Y, .

Odchylka hodnoty 13 na regresni piimce od priméru 9 je v obrazku oznacena ,,Explained deviation” a po umocnéni je to
jedna ze slozek regresniho souctu Ctverct Sg, ). slozka Y, .

Y ”

&5 (5,19) L

19 4

18
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1671 deviation
15

14

13 —

12 Total Explained
Hen deviation deviation
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6 -
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2 =
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Maticovy zapis klasického modelu linearni regrese

y_ 3§, ,kde
Y- bt ;

1 f
x (A ke
o o~ |
1 g
(predpokladam§ ze h(X) =p+l <n)
R: ) ; ¢ '7:8 - e
c— e T .
Podminky (a) az (d) lze zkracené zapsat ve tvaru .~ N (0, o” I).
Maticové zapsand metoda nejmensich ¢tverct vede na rovnice
X’Xp =Xy -
b=(X"X)" X"y-
Y=Xb - )
e=y-YV-
Vlastnosti odhadu b: )
- odhad b je linearni, nebot’ je vytvoren linedrni kombinaci pozorovani yj, ..., y, s matici vah XXj X,
- odhad b je nestranny, nebot’ E(b) = ;
- odhad b ma varian¢ni matici var b = GZ(X'X)_I;
- odhad b ~ Np+1(B, 6° (X'X)-1) vzhledem k platnosti podminky (d);

- pro odhad b plati Gaussova - Markovova véta: Odhad b = (X'X)_1 X'y je nejlepsi nestranny linearni odhad vektoru p.




Priklad
Sestrojte regresni matici X pro linearni regresni model

a)yY_ . ,provedeme 11 4 méfeni,
b Y_ . L 1 4+ Ko, ,provedeme-li 5 méfeni.
Reseni: . -
X X 1K
4 X\ (1 X1 X ln’(zz\'
ada)X 15 2I,adb)X 1 X31 X%l 11]?(32|
\1X4) |1X41 X1 1r1’<42|

| 1 x5 % lstz}
Intervaly spolehlivosti pro regresni parametry
S — VJJ - , kde v je j-ty diagonalni prvek matice (X'X)",
. . . h
Proj=0, 1, ..., p statistika '];: S;
By P _ b
(S intervaly spolehlivosti souvisi relativni chyby odhadi regresnich parametrii. Ziskaji se tak, ze se vypocita absolutni

hodnota podilu polovicni §ifky intervalu spolehlivosti a hodnoty odhadu. Relativni chyba odhadu by neméla piesdhnout 10
%.)

~ tp_ _, tedy 100(1- a)% interval spolehlivosti pro ; ma meze:



Priklad:
V tabulce jsou vynosy technické cukrovky v tunach na ha od roku 2000 do roku 2007.

rok | cukrovka technicka
2000 | 45,83
2001 | 45,41
2002 | 49,45
2003 | 45,20
2004 | 50,34
2005 | 53,31
2006 | 51,48
2007 | 53,25

R (A NN |[R[WLIN|— ("

Predpokladejte, Ze zavislost vynosu cukrovky na roku lze vyjadrit regresni piimkou Y_ o _ X
a) MNC najdéte odhady neznamych regresnich parametrii By, B
b) Sestrojte 95% intervaly spolehlivosti pro regresni parametry 3, ;.
c) Najdéte relativni chyby odhadi regresnich parametrt 3, ;.

4_ .



ReSeni:
Vytvotime datovy soubor se dvéma proménnymi rok, Y a osmi ptipady.
Statistiky — Vicerozmérnad regrese — Zavisle proménna rok, nezavisle proménné Y - OK — OK — Vypocet: Vysledky regrese.

VySIedle% re%rese S€ zavislou gromennou :,
R=,84604287 R2= /1578853 Upravene Re¢

F(1,6)=15,111 p<,00810

merod. chyba odf

b~ 'Smchy b |Sm.chy t(6)] p-hoc
N=8 zb zb
ADS.CI 2312 ©bU/7,4 -5,0U U,000
rok 0,840 0,21/ 1,7 U,3L 3,88 0,000

K vystupni tabulce pfidame tfi nové proménné DM, HM a chyba.
Do Dlouhého jméne proménné DM napiSeme
=v3-v4*VStudent(0,975;6)

Do Dlouhého jméne proménné HM napiSeme
=v3+v4*VStudent(0,975;6)

Do Dlouhého jména proménné chyba napiSeme
=100*abs(0,5*(v8-v7)/v3)

R 86 53%96%6238 7E A R i Tavene R2- 66841095

R S5 1] 200818 Satod e adhadaCr oaeT
b~ TSMCpT b Sm.om (6] p-oc M _FHRT oo
N=8 zb zb =v3-v =v3+\=100"
ADS.CI 2312 00/7,4 -53,60U 0,006 -3/Yc -629, 04,20
rok 0,840 0,21/ 1,1 0,3C 3,88 0,008 0,436 1,920 62,94

S pravdépodobnosti 95% se bude usek By regresni piimky nachazet v intervalu (-3798,71; -825,738). Odhad by tiseku Py je zatizen relativni chy-
bou 64,3%.

S pravdépodobnosti 95% se bude smérnice ; regresni ptimky nachdzet v intervalu (-3798,71; -825,738). Odhad b, useku B, je zatizen relativni
chybou 62,9%.



Testovani vyznamnosti modelu jako celku (celkovy F-test)
Na hladin€ vyznamnosti o testujeme

Ho: B :Q..,O' proti Hy: B 7,__Q..,O'.

(Nulova hypotéza tikd, ze dostacujici je model konstanty.)

Testova statistika: F —WL ma rozloZzeni F(p, n-p-1), pokud Hj plati.

— /P
Kriticky obor: W: E_ pn_p _1,30.

F_W_. H, zamitime na hladin€ vyznamnosti a.
Vysledky F-testu zapisujeme do tabulky analyzy rozptylu:

zdroj variability | soucet ¢tvercu | stupné volnosti | podil

statistika F

model Sg p Sr/p hﬂp
Sp_
rezidualni Sg n-p-1 Se/(n-p-1) | -

celkovy St n-1 -




Priklad:
Majitelé prodejny pocitacovych her nechali své prodavace absolvovat kurz prodejnich dovednosti. Poté zjist'ovali po dobu

20 dnti, kolik osob navstivi béhem oteviraci doby prodejnu (proménna X) a jaka je v tento den trzba (proménnd Y, udava se
v tisicich K¢ a je zaokrouhlena).

1|1 (2 [3]4 |5 |6 |7 |8 |9 |[10]11]12]13]14]15]16]17]18]19]20
xi |20 2112271282930 31[32[3435]|37[38139142]144148149|51]|54
yildS |6 |77 |8 |9 |10]11]12]13]13]14|14]15]16|15]15]14|13]13

Dvourozmérny teCkovy diagram

Z grafu zavislosti Y na X vyplyva, Ze s rostoucim poctem zakazniki se trzby zvysuji, avSak pfi dennim poctu zakaznik asi
42 dosahuji svého maxima a pak uz zase klesaji (vyssi poCet zakaznikl obsluha prodejny nezvlada a zakaznici odchazeji,
aniZ by nakoupili). Zda se tedy, ze vhodnym modelem zavislosti trzeb na poctu zdkaznika bude regresni parabola

2
y: 0 . 1)(-I— X + -
Odhadnéte parametry regresniho modelu a proved’te celkovy F-test.



ReSeni:

Vytvotime novy datovy soubor se tfemi proménnymi X, Xkv, Y a o 20 pfipadech. Do proménnych X a Y napiSeme zjisténé
hodnoty a do Dlouhého jména proménné Xkv napiSeme = X"2.

Ziskani odhadu b(), bl, bzﬁ

Statistiky — Vicerozmérna regrese — Zavisle proménna rok, nezdvisle proménné Y - OK — OK — Vypocet: Vysledky regrese.

Vysledk [ese se zayvislou promennoy .
Ry 85519576 R2= 61230322 Upravene F
F(2 17) 88,524 p<,00000 Smérod. chyba ¢
b" Smchy b Sm.chy (17, p-hoc

N=20 zb* zb

ADS.CI 20,71 3,373 -6,15/0,000
X 4,02( 0,948 1,00 0,189 06,25t 0,000
XKV |-3,/3 0,548 -0,0° 0,002 -6,81 0,000

Regresni parabola mé tedy tvar: y = -20,7723 + 1,5651x - 0,0173x",

Vysledky celkového F-testu jsou uvedeny v zdhlavi vystupni tabulky. Testova statistika F nabyvéa hodnoty 88,524, odpovi-
dajici p-hodnota je blizka 0, tedy na hladiné vyznamnosti 0,05 zamitame hypotézu, ze dostacujici je model konstanty.
Podrobné;jsi vysledky ziskame v tabulce analyzy rozptylu:

Aktivujeme Vysledky—vicenasobna regrese — Detailni vysledky — ANOVA

Analyza rozptylu (prodejna
SOUC[SY Prum’  F [ p-hoc
Efeki| Ctver( | Ctver:

Regre¢ 199,8 2 99,90 88,57 0,000
Rezid 19,1t 1 1,12
Celk.[219,0




Testovani vyznamnosti regresnich parametra (dil¢i t-testy)
Na hladin€ vyznamnosti a pro j = 0,1, ..., p testujeme hypotézu
Ho: ;= 0 proti H;: Bj # 0.

h
Testova statistika: TJ‘ _ | ma rozloZeni t(n-p-1), pokud Hj plati.

i
Kriticky obor: W: L tl_ oy LY _1 L )'[1_ 2P _1,30.

Jj- FW—' Hy zamitame na hladin€ vyznamnosti a.

Priklad:

V piedeslém piiklad€, kde byla modelovana zavislost trzby na poc¢tu zékaznikl regresni parabolou, proved'te dil¢i t-testy o
nevyznamnosti jednotlivych regresnich parametri

Reseni:

Staci interpretovat vystupni tabulku vicendsobné regrese:

VySiedk ese 58 rOomennoy .
y 5)49%% 92?23 Upravené F
F(2 7 =88,5 4 p< OOOOO merod. chyba «
b~ bm cnY b [Sm.chy f(17, p-hoc

N=20 zb* V4

ADS.CI =20,/ 5,5/5 -b,10/0,000
X 4.052¢ 0,948 1,00 0,18Y 3,25t 0,000
XKV -3,/3 0,946 -0,0° 0,002 -6,811 0,000

o

Sloupec oznaceny t(17) obsahuje realizace testovych statistik a sloupec p-hodn. pak odpovidajici p-hodnoty. Ve vSech tifech
ptipadech jsou p-hodnoty mensi nez 0,05, tedy na hladin€ vyznamnosti 0,05 zamitdme hypotézy o nevyznamnosti regresnich

parametrt By, B1, B>.



Kritéria pro posouzeni vhodnosti zvolené regresni funkce
a) Index determinace

ID

NS — -
— | B (0. 2.)

udava, jakou cast variability zévisle proménné veliiny Y lze vysvétlit zvolenou regresni funkci (Casto se udava v %);
Jje zaroven mirou tésnosti zavislosti proménné Y na proménné X;

je to obecna mira, nezdvisla na typu regresni funkce (Ize pouZit 1 pro méteni nelinearni zavislosti);

je to mira, ktera nebere v tivahu pocet parametrti regresni funkce. U regresnich funkci s vice parametry vychazi tedy
obvykle vys$si nez u regresnich funkci s méné parametry;

tato mira neni symetricka.

Za vhodn¢jsi se povazuje ta regresni funkce, pro niz je index determinace vyssi. V ptipadé, ze porovnavame nékolik modeli
s rozdilnym poctem parametrii, pouzivame adjustovany index determinace:

I _3_

\Y pfikladu s prodejem software najdeme index determinace ve vystupni tabulce regrese:

Sledléy rese se zavislou promennoy .
19276 R2= 91239322 Upravene F
F(2 17)=88,524 p<,00000 Smérod. chyba ¢

b~ bmcp} b [Sm.chy t(1/] p-hoc
zb zb

N=20
ADbS.CI -2U,/| 5,5/9 -0,10/0U,000
X 4,02t 0,046 1,00 U,168Y 06,20t 0,000

XKV

-3,/3 0,948 -U,0° 0,002 -0,0110,000

Index determinace je zde oznacen jako R2, nabyva hodnoty 0,9124 a tik4 nam, Ze 91,24% variability trzeb je vysvétleno
regresni parabolou. Adjustovany index determinace je oznacen Upravené R2.



b) Testové Kritérium F

Za vhodnéjsi je povazovana ta regresni funkce, u niZ je hodnota testové statistiky F /?]{/p pro test vyznamnosti
modelu jako celku vyssi.
Ve vystupni tabulce regrese je testova statistika F uvedena v zahlavi:

VySIedléy rese _se zavislou promennoy .
R=,95519276 R2= 91239322 Upravene F
F(2,17)=88,524 p<,00000 Smérod. chyba «

b bmcp\ b [Sm.chy t(1/] p-hoc
zb zZb -

N=20
ADbS.CI -2U,/| 5,5/9 -0,10/U,000
X 4,02t 0,046 1,00 U,168Y 06,20t 0,000

XKV -3,/3 0,548 -0,07 0,002 -6,81' 0,000
V naSem ptiklad€ je oznacena F(2,17) a nabyva hodnoty 88,524.




¢) Rezidualni soucet ¢tvercu a rezidualni rozptyl
n A
S_ W_N*
L )
Za vhodnéjsi povazujeme funkci, ktera ma rezidudlni soucet ctvercii niz8i. Rezidudlni soucet ¢tvercl 1ze pouZit pouze tehdy,
kdyz srovnavame funkce se stejnym poctem parametra.
g_ =

Za vhodnéj$i povaZzujeme tu ﬁInkci, ktera ma rezidudlni rozptyl niz8i. Rezidualni rozptyl miizeme pouzit vzdy, bez ohledu

na to, kolik parametrti maji srovnavané regresni funkce.

Ob¢ charakteristiky najdeme v tabulce ANOVA:

Analyza rozptylu (prodejna
SoucTsy Prum.  F | p-hoc
Efeki| Ctver| | ctver

Regre 199,06/ < YY,90 66,92/ 0,000

Rezid| 19,1¢1 1,14
Celk.|21Y,0

Rezidualni soucet Ctverct je 19,1859 a rezidualni rozptyl je 1,12858.




d) Stiedni absolutni procentualni chyba predikce (MAPE)

MAP:Eflle o

Za vhodnéjsi povazujeme tu funkci, ktera mad MAPE niZsi.

Systém STATISTICA MAPE neposkytuje, tuto chybu musime vypocitat.

Statistiky — Vicerozmérna regrese — Zavisle proménnd y, nezavisle proménné x, xkv - OK — OK — zvolime Rezi-
dua/predpoklady/ptedpovédi — Rezidualni analyza — Ulozit — UlozZit rezidua & ptedpovédi — vybereme proménnou y - OK.
K vzniklému datovému souboru ptfidame jednu novou proménnou, nazveme ji chyba a do jejiho Dlouhého jména napiSeme
=100*abs((v1-v2)/vl)

Pomoci Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — Popisné statistiky zjistime primér proménné chyba. V naSem ptipadé je
MAPE 9,31%.



e) Analyza rezidui

Rezidua povazujeme za odhady ndhodnych odchylek a klademe na né€ stejné pozadavky jako na nahodné odchylky, tj.

maji byt nezavisla,

maji byt normalné rozloZena,

maji mit nulovou stfedni hodnotu,

maji mit konstantni rozptyl (tj. jsou homoskedasticka).

Nezavislost rezidui (autokorelaci) posuzujeme napi. pomoci Durbinovy — Watsonovy statistiky, kterd by se méla nachazet
v intervalu <],42,Q (to je ovSem pouze orientacni voditko, korektni postup spociva v porovnani této statistiky s tabelovanou

kritickou hodnotou).

Normalitu rezidui ovétujeme pomoci testit normality (napi. Lilieforsovou variantou Kolmogorovova — Smirnovova testu
nebo Shapirovym — Wilksovym testem) ¢i graficky pomoci N-P plotu.

Testovani nulovosti stftedni hodnoty rezidui provadime pomoci jednovybérového t-testu.

Homoskedasticitu rezidui posuzujeme pomoci grafu zavislosti rezidui na predikovanych hodnotach. V tomto grafu by
rezidua méla byt rovnomérné rozptylena.



Priklad: Proved’te analyzu rezidui pro ptiklad s modelovanim zavislosti trzby na poctu zakazniki.

Statistiky — Vicenasobna regrese — proménna Zavisla: y, nezavisla x, xkv — OK — na zaloZce Resi-
dua/ptedpoklady/ptedpoveédi vybereme Rezidualni analyza - Detaily — Durbin-Watsonova statistika:

Durbi] Serio
\Watso| korele
Odhe O,/0Z 0,599

Hodnota této statistiky je nizka, svéd¢i o tom, Ze rezidua jsou kladné korelovana.

Rezidualni analyza — Bodové grafy — Pfedpovédi vs. rezidua

Hejo&zréhady\s redda
Aldapaara: y
20
15
10
Q5
g Qo0
05
-10
-15
20
25
2 4 6 8 0 © % 6

Hedo. roddy Q%I

Je vidét, ze rezidua nejsou kolem 0 rozmisténa nahodné. Model s regresni parabolou tedy neni GpIln€ vhodny.



Pro proménnou Rezidua z tabulky ulozené pomoci Rezidualni analyzy provedeme jednovybérovy t-test: Statistiky - Zaklad-
ni statistiky/tabulky — t-test, samost. vzorek — OK — proménné Rezidua — OK.

.| Prum{Sm.od] NJSm.chy Referell t [SY p
Promé konstal
Rezidu| -0,00C 1,004 21 0,224 0,0 -0,00C 171,000

Na hladin¢ vyznamnosti 0,05 nezamitdme hypotézu, Ze stiedni hodnota rezidui je 0.

Na zaloZce Pravdépodobnostni grafy zvolime Normalni pravdépodobnostni graf rezidui:
Nondn pgazReAda
Tk 974
20
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£
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[Reide: SIWEIB =055 | Remoaykati

Rezidua se fadi kolem idealni ptimky, 1ze tedy soudit, Ze se fidi normalnim rozloZenim.

Zavér: V neprospéch regresni paraboly hovoii hodnota Durbinovy — Watsonovy statistiky a graf zavislosti rezidui na predi-
kovanych hodnotach.



Model regresni primky

Mame regresni model Y: 0 .1X ,kde
y— - (deterministicka slozka modelu).
(Parametr  interpretujeme jako teoretickou hodnotu Y pfi x =0 a p udava zménu Y, kdyz X se zméni o jednotku.)

Slozka . - modelu.
Predpoklady pouZiti regresni primky:

- Zavislost Y na X ma line4rni charakter.

- Pro cely rozsah uvazovanych hodnot nezavisle proménné X je rezidualni rozptyl s* konstantni (hovoiime o
homoskedasticité¢ a znamena to, ze variabilita hodnot zavisle proménné veliCiny Y kolem regresni piimky je stejna pro
vSechny uvazované hodnoty nezavisle proménné veli¢iny X).

- Hodnoty zavisle proménné veli¢iny Y maji normalni rozlozeni pro dané¢ hodnoty x; a jsou stochasticky nezavislé (to
souvisi s uspofadanim experimentu).

Poznamka: Mensi odchylky od normality a homoskedasticity je mozno tolerovat.



Systém normalnich rovnic pro regresni primku

Uvazujeme regresni model Y_ o X, .

System normalnich rovnic pro odhad regresnich parametrti o a pziskame derivovanim vyrazu
| 2 s -
C]@» | :nT}{_ 0o 1% parcialné podle RaR:
) CTG T )

Ay _zl}_lgy_ o % ‘_1 0, 3?; !/__2111%*3{_ 0 %% _(

A0 -~
) A N I X 0
ReSenim tohoto systému ziskdme odhady b):‘: i =d =d =4d ,b: Fd 4 d = d
I .\ Nt .\

p—
(&

Po jednoduchych tpravach dospéjeme ke tvaru b _ ! kde S;; je kovariance hodnot (xj, yi),i=1, ..,na 812 je rozptyl

Q.
hodnot X,..X,. Dale dostavame b): |__ 1, tedy regresni pfimku mizeme vyjadfit ve tvaru Y__ | n k i(_ 3

y=h thx




Index determinace regresni primky
Q

Kvalitu regresnich modelt posuzujeme mj. pomoci indexu determinace: ID: :, kde

n ~ b 4 4 4 O n . 4 4 4 <]
SR Y m‘z je regresni soucet Ctvercu a Sr WY 1’@‘2 je celkovy soucet Ctvercu.
—il T —il T

il

Pro regresni ptimku ma regresni soucet ¢tvercu tvar:

8l

" ~ a a2 = 2
v AT f g m o Al

4~ d ~ 4— 4 ~ |_‘A:J /_H
Celkovy soucet ctvercl S‘:v ;2 _ 52, tedy index determinace
2
nX2
2
DS S 9 2
= = &= 2="
— 5= 5

Vidime tedy, Ze v ptipadé regresni pifimky index determinace je roven kvadratu koeficientu korelace.

Index determinace nabyva hodnot z intervalu <Q]> . Casto se vyjadfuje v procentech a informuje nas o tom, jakou &ast

variability hodnot zavisle proménné veli¢iny Y vycerpava regresni model.



SdruZené regresni primky
Predpokladame, Ze obé€ veliCiny Y a X jsou ndhodné a veli¢ina X nezavisi na ndhodné slozce .. Pak jde o ptipad
oboustranné zavislosti.

Zavislost Y na X vystihuje regresni model Y: 0 . KXy

zéavislost X na Y vystihuje regresni model X: o 1Y._-

Odhady &,d; regresnich parametra ., v modelu X: + ziskame opét MNC ve tvaru
Q. ) Q. )
Empiricka regresni pfimka zavislosti X na Y ma tedy rovnici:
X )
— _5 ‘y_ a
Ob¢ empiricke regresni piimky y = by + b;x, X = ay + a,y se nazyvaji a odhady regresnich

parametri D, & se nazyvaji

A . 14 W ’7‘ . W 4 14 w7 O W 14
Je zifejmé, ze bal __ . Rovnice sdruzenych regresnich pfimek miizeme tedy psat ve tvaru:

o, I
- !+-'€(_ -:’ y— Ly Ee(_ \



Vlastnosti sdruzenych regresnich primek

b) Je-li r;o = 0 (j. ndhodné velic¢iny X, Y jsou nekorelované), pak sdruzené regresni primky maji rovnice Y_ b, X_ (4.
jsou to kolmice rovnobézné se souradnymi osami).

¢) Je-li r;,> = 1 (tj. mezi ndhodnymi veli¢inami X, Y existuje GipIna linearni zavislost), pak sdruZené regresni piimky splynou
I

ad_

b 2 W r 14 w7 ‘w7 4 4 4 4 b 14 w7 wr . W W W b /4 14 /4 .
d) Je-li 0 <r1;," <1, pak sdruzené regresni ptimky se 1i8i a sviraji thel, ktery je tim mensi, ¢im je t€snéjsi linearni zavislost
veli¢in X, Y.

e) Oznacime-li , uhel, ktery sviraji sdruzené regresni primky, pak z ptedeslych avah plyne:
COS U ._mezi X aY neexistuje zadna linedrni zavislost;

COS 1 _mezi X aY existuje Giplna piima linearni zavislost;

COS | _<=>mezi XaY existuje Gplna nepiima linearni zavislost.



Priklad:
Z fiktivniho zékladniho souboru vSech vzorkl oceli odpovidajicich ,,vS§em myslitelnym tavbam* bylo do laboratoie dodano
60 vzorku a zjiStény a hodnoty proménné X — mez plasticity a Y — mez pevnosti. Datovy soubor ma tvar:

154 178 83 08 736
133 164 106 111 77 85
58 75 a2 104 47 61
145 161 85 103 58 85
94 107 | 112 118 137 142
113 141 98 102 | 44 68

| 86 o7 103 108 42 116

| 121 197 99 119 | 141 157

| 119 138 104 128 155 180
112 125 107 118 136 155
85 o7 98 140 | 82 8l
(172 97 115 136 163
96 113 105 101 7279
45 89 | 71 93 | 66 1
a9 109 30 69 42 61
51 95 122 147 113 123
101 114 33 52 42 85
160 169 78 117 | 133 147
87 10 114 137 153 179
88 130 125 149 | 85 o1 |

a) UrCete regresni pfimku meze pevnosti na mez plasticity.

b) Zakreslete regresni piimku do dvourozmérného teckového diagramu.

c) Najdéte regresni odhad meze pevnosti pro mez plasticity = 60.

d) Vypoctéte index determinace a interpretujte ho.

e) Najdéte rezidualni soucet ¢tvercl a odhad rozptylu ndhodnych odchylek.

f) Urcete regresni pfimku meze plasticity na mez pevnosti.

g) Zakreslete regresni piimku do dvourozmérného teckového diagramu.

h) Obé regresni ptfimky zakreslete do téhoZ dvourozmérného teckového diagramu.



Reseni v systému STATISTICA:
Ad a) Odhad parametri 1. regresni piimky:

Statistiky — Vicerozmérna regrese — Zavisle proménna Y, nezdvisle proménna X - OK — OK — Vypocet: Vysledky regrese.

R A TRHSS a2 M P avend
=, =’ v V
R 28 2450 08 220’ D000 s tod afene
BetaSm.chy B 'Smchy t(58 Urove
N=60 beta B

ADS.CI 24,00 4,/40] 5,70, O,000
X 0,934 0,040 0,93t 0,046 20,00 0,000

Ad b) Zakresleni regresnich pfimky do dvourozmérného teCkového diagramu:
Grafy — Bodové grafy — Proménné X, Y — OK — OK.
BxbwgazYpd X
addadd
Y=258H)IX

Y
s s a8 s3a838g8

bﬁ

Ad ¢) Vypocet predikované hodnoty: Pro vypocet predikované hodnoty zvolime Rezidua/ptedpoklady/ptedpovédi -
Predpovédi zavisle proménné X: 60 OK. Ve vystupni tabulce je hledana hodnota oznacena jako Pfedpovéd’: 80,79



Predpovezene hodn
promenne: Y

b-var| Hodn | b-vay

Promén Hod
X 0,950 00,00 50,20
ADbS. Cle 24 .58
FPredpo\ 30,73
-990,U%L (0,25
+Y05,0% 89,32

Regresni odhad meze pevnosti pro mez plasticity 60 je tedy 80,8.

Ad d) Index determinace najdeme ve vystupni tabulce regrese pod ozna¢enim R2:

K T e T o m o SRy
200 c% i LV |
NED b%m SIIQEH @B Uoap
AxBdan A38k 44V /U QUL
X Ut UUb/2 U9 UUsd AWa JUud

Vidime, ze variabilita meze pevnosti je regresni pfimkou vycerpana z 87,3 %.

Ad e) Rezidualni soucet ctvercii a odhad rozptylu najdeme v tabulce ANOVA: Vratime se do Vysledky — Vicenasobna

regrese — na zalozce Detailni vysledky zvolime ANOVA (Celk. vhodnost modelu)

Analyza rozptylu (ocel.sta)
Souc/sY Prum.  F | p-hoc
Efekl| Ctver| | Ctver

Regre 00400 71 5540(400,01 0,000
Rezid| 8U31 o 130,

Celk.| b343.

Vidime, Ze rezidualni soucet ¢tverct je 8031,8 a rezidudlni rozptyl nabyva hodnoty 138,48.




Ad f) Vysledky pro 2. regresni piimku:

%’Ms@f W%

uoan
o 5 [oma] €9 [Uo
Axden -0/ oA -139% Udooh
Y Utdbhd U2 US4 U] AWia YU

Vidime, ze x =-10,7858 + 0,9324y.

Ad g) Dvourozmérny teCkovy diagram se zakreslenou 2. regresni ptimkou

BrbygezXud Y
addaddr
@ X=T)/EBOBAX
A
| oL
P
& o, {%
£y s
o <4
x 1) RS
o © Qoeo/
& i
® 7
- .
V' I SR °
P
2y




Ad h) Nakresleni sdruzenych regresnich piimek do jednoho diagramu:

K datovému souboru ocel.sta ptiddme dvé nové proménné y1 a y2. Do proménné y1 uloZzime predikované hodnoty meze
pevnosti na mezi plasticity (do Dlouhého jména proménné y1 napiSeme =24,58814 + 0,93668*x a do Dlouhého jména
proménné y2 napiSeme =(x+10,7858)/0,9324

Grafy — Bodové grafy — zaskrtneme Vicenasobny — Proménné X: X, Y: Y, y1, y2 — OK. Ve vytvofeném grafu pak vypneme

zobrazovani znacek pro yl, y2 a naopak zapneme Spojnici.
D,

8 8 8 8 83 8 8

.=




Kritické hodnoty Durbinova-Watsonova testu pro autokorelaci 1. fadu pro a = 0,05, rozsah vybéru n a pocet regresorii p
(bez konstant)

p=1 p=2 p=3 p=4 p=5

n dL dU dL dU dL dU dL dU dL dU

15 1,08 1,36 0,95 1,54 0,82 1,75 0,69 1,97 0,56 2,21
20 1,20 1,41 1,10 1,54 1,00 1,68 0,90 1,83 0,79 1,99
30 1,35 1,49 1,28 1,57 1,21 1,65 1,14 1,74 1,07 1,83
40 1,44 1,54 1,39 1,60 1,34 1,66 1,29 1,72 1,23 1,79
60 1,55 1,62 1,51 1,65 1,48 1,69 1,44 1,73 1,41 1,77
80 1,61 1,66 1,59 1,69 1,56 1,72 1,53 1,74 1,51 1,77

100 1,65 1,69 1,63 1,72 1,61 1,74 1,59 1,76 1,57 1,78



Uvod do analyzy ¢asovych Fad
Osnova:

- pojem Casové¢ fady

- druhy ¢asovych tad a jejich grafické znazornéni

- statické a dynamicke charakteristiky Casove fady

- aditivni model ¢asové fady

- odhad trendu casové fady pomoci klouzavych priméri

- regresni analyza trendu



Pojem ¢asové rady: rozumime fadu hodnot .. ur¢itého ukazatele usporadanou podle prirozené
9 201,

casové posloupnosti t; <... <t,. Jsou-li Casove intervaly (t, t,), ..., (t..1, t,) stejn¢ dlouhé (ekvidistantni), zjednodusené
zapisujeme ¢asovou fadu jako yy, ..., y,. Pfitom ukazatel je veli€ina, ktera charakterizuje néjaky jev v ur€itém prostoru a
urcitém Case (okamziku ¢i intervalu).

Druhy ¢asovych rad

a) : ptislusny ukazatel udava, kolik jevi existuje v daném casovém okamziku (napfi. pocet
obyvatelstva k urcitému dnu).
b) : prislusny ukazatel udéva, kolik jevti vzniklo ¢i zaniklo v uréitém ¢asovém intervalu (napft. pocet

snatk béhem roku). Nejsou-li jednotlivé casové intervaly ekvidistantni, musime provést ocisténi casové fady od dusledkti
kalendéinich variaci.

Priklad: Mame k dispozici daje o trzb& obchodni organizace (v tis. K¢) v jednotlivych mésicich roku 1995: 2400, 2134,
2407, 2445, 2894, 3354, 3515, 3515, 3225, 3063, 2694, 2600. Vypoctéte ocistené udaje.

Reseni: Praimérma délka mésice je 365/12 dne. OCiSténa hodnota
pro leden Y9 :‘ 4C F—O{D]:‘ 358,
protnor 9 12 P53_"3 1B

Pro ostatni mésice anafogicky dostaneme
2361,71; 2478,96; 2839,54; 3400,58, 3448,86; 3448,86; 3269,79; 3005,36; 2731,42; 2551,08.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Vytvotime novy datovy soubor o tfech proménnych: trzba, dm (délky jednotlivych mésictli) a ot (ociSténa trzba) a 12
ptipadech. Do proménné trzba zapiSeme zjisténé hodnoty. Do proménné dm vlozime délky jednotlivych mésict, tj. 31, 28,
30, ..., 31. Do Dlouhého jména proménné ot napiSeme =trzba*365/(12*dm).

T Z 3
trzba dm ot
241 3 234,
21. 212318,
24( 3 2301,
24« 31 24/8,
28! 3 2839,
33 3! 3400,
39 3 3443,
39 3 3443,
32 3 3209,
]0] 3 30090,
26! 302731,
26!( 3 25591,

oY~ ey Ne "N

—— —




Grafické znazornéni okamzikové Casové rady
Pouzijeme . Na vodorovnou osu vynasime ¢asové okamziky ty, ..., t,, na svislou osu odpovidajici
hodnoty yj, ..., yn,. Dvojice bodt (t;, y;), 1 =1, ..., n spojime useckami.

Piiklad: Casova fada obsahuje udaje o podtu zaméstnanct uréité akciové spolecnosti v letech 1989 — 1996 vzdy k 31.12.

1989 1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996
622 627 631 635 641 641 632 625

Znazornéte tuto ¢asovou fadu graficky.

Reseni pomoci systému STATISTICA:

Vytvotime datovy soubor o dvou proménnych nazvanych rok a pocet a 8 ptipadech.

Grafy — Bodové grafy — odSkrtneme Linearni proloZeni — Proménné X — rok, Y — pocet — OK — OK. 2x klikneme na pozadi
grafu — vybereme Graf: obecné — zaskrtneme Spojnice — OK.

pooet
5@@@@@3%@@3@8%

1%19331931192@(’%19341%1%1937



Grafické znazornéni intervalové ¢asové rady

Pouzijeme . Je to soustava obdélniki, kde Sitka obdélniku je rovna délce intervalu a vyska odpovida
hodnot¢ ukazatele v daném intervalu. Ke znazornéni intervalové Casové fady lze pouzit i spojnicovy diagram, pticemz na
vodorovnou osu vynasime stfedy ptislusnych intervali.

Priklad: Mame k dispozici tdaje o produkei urcitého podniku (v tisicich vyrobki) v letech 1991-1996.
1991 1992 1993 1994 1995 1996
114 106 107 102 116 137

Znazornéte tuto ¢asovou fadu graficky.

Re$eni pomoci systému STATISTICA:

Vytvotime datovy soubor o dvou proménnych nazvanych rok a produkce a 6 ptipadech.

Grafy — Bodové grafy — odSkrtneme Linearni proloZzeni — Proménné X — rok, Y — produkce — OK — OK. 2x klikneme na
pozadi grafu — vybereme Graf: obecné — zaskrtneme Spojnice — Pfidat novy graf — typ Sloupcovy graf — OK. Do sloupcti
oznacenych jako Novy1l, Novy2 okopirujeme hodnoty proménnych rok a produkce. Ve VSech moznostech: Sloupce
upravime Sitku sloupce na 1.

: 7

R W W % W W



Primér okamzikové ¢asové rady

Nejprve vypocteme pruméry pro jednotlivé dil¢i intervaly (t;, t), (tz, t3), ..., (ta1, t): l—l— ,&-i- i~ .,XQ + . Jsou-li
Lt ) Lt

Vsechny tyto intervaly stejne dlouhé vypocteme

1 n yn
Iﬂ 3 —rn 2+1 Mt 2\

Nemaji- 11 1ntervaly stejnou delku Vypocteme di=t;—t,1=2, ..., n a pouzijeme

y_nl vxljyd

Piiklad: Casova fada vyjadfuje podet obyvatelstva CSSR (v tisicich) v letech 1965 az 1974 vzdy ke dni 31.12.

Rok [1965 1966 |1967 |1968 |1969 |1970 |1971 |1972 |1973 | 1974

pocet | 14194 | 14271 | 14333 | 14387 | 14443 | 14345 | 14419 | 14576 | 14631 | 14738

Charakterizujte tuto ¢asovou fadu chronologickym primérem.

Reseni: y:1 g %l(f |'2:_ . 4: 0. ] 47\



Primér intervalové ¢asové rady

In
y=n§}fl'

Piiklad: Vypoététe primérnou hodnotu roéni ¢asové fady HDP CR (v miliardach K&) v letech 1994 az 2000.

1994

1995

1996

1997

1998

1999

2000

1303,6

1381,1

1447,7

1432,8

1401,3

1390,6

1433,8

ReSeni: y_ I ‘13%_'_ .4_‘ 1-38:‘ 39'2




Dynamické charakteristiky ¢asovych rad

Absolutni prirastky

1. diference: A = — 1 .0 o

2.diference: A {_ _ _ _ i, “1_ .n

atd.

(Diferencovani ma velky vyznam pii1 odhadu trendu casové fady regresnimi metodami.)
\" v

Primémy absolutni pfiristek: A =4 _ 'i
4=

Relativni priristek

S - i: el

(Relati:/ni ptirastek po vynasobeni 100 udava, o kolik procent se zméenila hodnota v ¢ase t; oproti ¢asu t;;.)

Koeficient ristu (tempo ristu)
AV . -
k_ ti_ .n
(Koeﬁgient rustu po vynasobeni 100 udava, na kolik procent hodnoty v Case t;.; vzrostla ¢i poklesla hodnota v Case t;.)

Primérny koeficient riistu

a— N
k e .t 'h
— 9.9, .<n__yl

Primérny relativni prirastek
~ _



Piiklad: Pro ¢asovou fadu HDP CR v letech 1994 az 2000 (v miliardach K¢&) vypoététe zakladni charakteristiky dynamiky a
graficky znazornéte 1. diference a koeficienty rustu.

Reseni:
rok HDP Ayl ki Si
1994 1303,6 X X X
1995 1381,1 77,5 1,059 0,059
1996 14477 66,6 1,048 0,048
1997 1432,8 -14,7 0,990 -0,010
1998 1401,3 -31,5 0,978 -0,022
1999 1390,6 -10,7 0,992 -0,008
2000 | 1433,8 43,2 1,031 0,031

Pramérny absolutni pfiristek: A 4—'?5: &ﬁ:‘ 17, tzn., Ze v obdobi 1994 — 2000 rostl HDP primérné o 21,7 miliard K¢

rocné.

Primémny koeficient riistu: K_ @:‘ )1, tzn., ze v obdobi 1994 — 2000 rostl HDP priimérmné o 1,6% roéné.

Graf 1. diferenci: Graf koeficientd rustu:
107
© 108 .
~__ 108 N
Y \ 10 \
§° \ / ?g
- \ 101
0 1) \
a \\\ / ﬁ \\/
42:91 15 B k4 1B D pan] an OW’KBl 5 B f::4 o8B 10 a2m an




Vypocet pomoci systému STATISTICA 5
Statistiky — Pokrocilé linearni/nelinearni modely — Casové fady/predikce — Proménné HDP — OK — OK (transformace,
autokorelace, ktiz. korelace, grafy) — Diferencovani - OK (transformovat vybrané fady) — vykresli se graf.

Graf proménné: HDP
D(-1)
100 100

80 80

60 60

40 40

HDP

20 20

0 0

-20 -20

-40 -40

-60 -60
1,5 2,0 25 3,0 35 4,0 45 5,0 55 6,0 6,5 7,0 75

Cisla ptipadt

Vratime se do Transformace proménnych — UloZit proménné. Otevie se nove datové okno, kde v proménné HDP 1 jsou
uloZeny 1. diference.

HDP HDP 1
1303,600
1381,100 | 77,500
1447,700 | 66,600
1432,800 [-14,900
1401,300 |-31,500
1390,600 [-10,700
1433,800 | 43,200

N QN[N |W|IN|—




Vypocet relativnich ptiristki: § - _ pro 1=2,..,n

Vratime se do Transformace proménnych — ozna¢ime proménnou, kterou chceme transformovat (HDP) — vybereme Posun —
OK, (Transformovat vybrané tfady) — vykresli se graf.

Vratime se do Transformace proménnych — Ulozit proménné. Tato transformovana veli€ina se ulozi do tabulky pod nazvem
HDP 1 (proménna s 1. diferencemi se pfejmenuje na HDP_2). Pfiddme novou proménnou RP a do jejiho Dlouhého jména
napisSeme vzorec =HDP 2/HDP 1.

AVA
Vypocet koeficientl ristu: K _ tproi=2,..n

Do tabulky pfidame proménnou'K_R a do jejiho Dlouhého jména napiSeme vzorec =HDP/HDP 1. Ziskdme tabulku

1 V4 9 4 o]

HDF HDP | HDP| RP | KR
111500,
213061, [(/,c 1303, 0,099 1,059
o144/, 0©b0b,c 1361, 0,046 1,040
411432, -14,t 144/, -0,01 0,989
21401, -31,x 1432, -0,02 0,9/6
b|1390, -10,, 1401, -0,00 0,992
(11433, 43,2 1390, 0,031 1,031
8 1433,

Pomoci Grafy - 2D Grafy — Spojnicové grafy (Proménné) vykreslime prubéh relativnich ptirtistkl a koeficientt ristu.

Primérny absolutni pfirtstek a primérny koeficient ristu vypocteme na kalkula¢ce pomoci vzorct

lﬁ—&ﬁ‘a m
- Tak. S L



Aditivni model ¢asové rady

Ptedpokladejme, Ze pro ¢asovou fadu yy, ..., y, plati model

yi=1f(t) te, t=1, .., n, kde

f(t) je nezndma ( ), kterou povazujeme za systematickou (deterministickou) slozku ¢asové rady

(popisuyje hlavni tendenci dlouhodobého vyvoje ¢asovée fady),

& je casové fady zahrnujici odchylky od trendu. Nahodna slozka splnuje predpoklady
E(gt) = 09
D(St) = 62:

C(gt, 8t+h) =0,

&~ N(0, 0% (tikame, Ze € je ).



Odhad trendu ¢asové rady pomoci klouzavych priméri

Podstata klouzavych priméri
Ptedpokladame, Ze Casova tfada se fidi aditivnim modelem

yi=1(t)te, t=1,..,n

Odhad trendu v bod¢ t ziskame ur¢itym zprimeérovanim piivodnich pozorovani z jist¢ho okoli uvazovaného casového
okamziku t. MliZeme si piedstavit, Ze pode¢l dané Casové fady klouZe okénko, v jehoZ ramci se priméruje. Necht toto
okénko zahrnuje d ¢lent nalevo od bodu t a d ¢lenil napravo od bodu t. Hovofime pak o vyhlazovacim okénku sitky h = 2d
+ 1. Prvnich a poslednich d hodnot trendu neodhadujeme, protoze pro t ~ .,.(1'l , . _ -1 nenivyhlazovaci okénko
symetrické. Odhad trendu ve stiedu vyhlazovaciho okénka je dan vztahem:

i) ] o
(t):m_—l_l f)’t_d_'_yt_d_1+. _I_y[@ :ﬁﬂw—dk’t d+1, ..., n-d.

Sifka vyhlazovaciho okénka

Velmi dileZitou otazkou je stanoveni Sitky vyhlazovaciho okénka. Je-1i okénko pfilis Siroké, bude se odhad trendu blizit
ptimce (fikame, Ze je ptehlazen) a zaroven se ztrati velky pocet Clent na zacatku a na konci casové fady. Je-li naopak
okénko uzké, bude se odhad trendu blizit pivodnim hodnotdm (fikame, ze odhad je podhlazen). Nejcastéji se voli Sitka
okénka h=3,5, 7, pro Ctvrtletni hodnoty pak 4.



Piiklad: Casova fada 215, 219, 222, 235, 202, 207, 187, 204, 174, 172, 201, 272 udava roéni objemy vyvozu piva
(v miliénech litri) z Ceskoslovenska v letech 1980 az 1991.
a) Odhadnéte trend této Casové fady pomoci klouzavych primérti s vyhlazovacim okénkem S$itky 3 a poté 5.
b) Graficky znazornéte pribéh casové fady s odhadnutym trendem.

Re$eni pomoci systému STATISTICA:

Vytvotime datovy soubor export piva.sta o dvou proménnych ROK a VYVOZ a dvandcti ptipadech.

Statistiky — Pokro¢ilé linearni/nelinearni modely — Casové fady/predikce — Proménné Y — OK— OK (transformace,
autokorelace, kiiz. korelace, grafy) — Vyhlazovani — zaskrtneme N-bod. klouzavy primér, N = 3 — OK (Transformovat
vybrané fady) — vykresli se graf, vratime se do Transformace proménnych — Ulozit proménné. Otevie se novy spreadsheet,
kde v proménné VYVOZ 1 jsou ulozeny klouzavé priiméry pro N = 3. Totéz udélame pro ptipad N = 5. Ve spreadsheetu se
proménna VYVOZ 1 piepiSe na VYVOZ 2 a nova promennd se ulozi jako VYVOZ 1. Nové vzniklé proménné nazveme
KP3 a KP5. K datovému souboru piidime proménnou ROK, do jejihoz Dlouhého jména napiseme =1979+v0.

export_piva.sia
T y 3 q
rok | VYVC KP3| KP5
T 19t 215,
21 190 219,1 218
3| 1YL 2220 225,0 218
4| 190 2351 219,k 21/,
5 191 202,0 214, 210,
6] 19t 20/,1 198t 20/,
(1 190 187,01 199, 194
8|  19( 204,0 188,. 188
9 19 1/4,0 183, 18/t
10 198 172,10 1820 204
11 19¢ 201,10 215,
Tzl 198 2/(2,1




Grafické znazornéni ¢asové fady s odhadnutym trendem provedeme pomoci vicendsobnych bodovych graft.

0

p=S 9 i

o

o




Cil regresni analyzy trendu

Regresni analyza trendu ma objasnit vztah mezi zavisle proménnou veli¢inou Y a ¢asem t.

Ptedpokladame, ze trend f(t) zavisi (linearné ¢i nelinearné) na neznamych parametrech By, By, ..., Bx @ znamych funkcich
0o(t), @1(t), ...., P(t), které jiz neobsahuji zddné neznamé parametry, t;.

f(t) = g(Bo, P1, - P Po), P1(D), ..., P(1)).

Odhady by, by, ..., by neznamych parametra B, i, ..., Bk 1ze ziskat napt. metodou nejmensich Ctvercti a pak vyjadrit odhad

f(t) neznamého trendu v bodé t pomoci odhadil by, by, ..., by a funkci @o(t), @i(t), ...., Px(t), 1.
f(t) = g(by, by, ..., bx; Po(t), P1(t), ...., Pk(t)).

wvewr

Volba typu trendové funkce se provadi
- na zéklad¢ teoretickych znalosti a zkuSenosti se zkoumanou veli¢inou Y;
- pomoci grafu Casové fady

- pomoci informativnich testli zaloZenych na jednoduchych charakteristikach casové fady



a)
Analytické vyjadieni: t(t):

Informativni test: 1. diference ( A . t: -.,1]) jsou piiblizné konstantni.

Priklad linearniho trendu:
=




b)
Analytické vyjadteni: f(t)_

-

Informativni test: 1. diference maji priblizn€ linedrni trend, 2. diference ( /\-

piiblizné konstantni.

Priklad kvadratického trendu:




©)
Analytické vyjadieni: f(t):

X

A .
Informativni test: koeficienty riistu (K _S,t_ .00 jsou piiblizng& konstantni.
Ptiklad exponencialniho trendu:
30
25
20
15 |
> 10 }
5
0
-5
1o 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22



d)
Analytické vyjadreni: f(t):
Informativni test: fada podilli sousednich 1. diferenci je ptiblizné konstantni.

Ptiklad modifikovaného exponencidlniho trendu
=0

1AaDt




¢)
Analyticke vyjadieni: f(t): -

Informativni test: pritbch 1. diferenci je podobny Gaussové kiivce a podily %Jr‘ — ﬁ+ jsou ptiblizné konstantni.
t_

Ptiklad logistického trendu:




f) |
Analytické vyjadieni: f(t)_ R
. Iy - - . o
Informativni test: podily =24+ — Z4 jsou piiblizné konstantni.
Iy,
Ptiklad Gompertzovy kiivky
folc =

Q3O <




Modely (a), (b), (c) jsou linearni nebo se daji linearizovat a odhady parametrii ziskdme metodou nejmensich ¢tvercti. Mode-

ly (d), (e), (f) jsou nelinedrni a odhady parametrii se ziskavaji specialnimi numerickymi metodami.

Orienta¢ni ovérovani kvality modelu
- Index determinace (tj. podil vysvétlené a celkové variability zavisle proménné veli¢iny) by mél byt blizky 1.

- Body grafu f(t) f(t)\, t=1, 2, ..., n by se m¢ly fadit do pfimky se smérnici 1.



Piiklad: Casova fada 112, 149, 238, 354, 580, 867 udava zisk (v tisicich dolart) jisté spoleénosti v prvnich Sesti letech jeji
existence.

a) Graficky zndzornéte priibeh této Casove rady.

b) Vypoctéte koeficienty rustu

c) Z grafu ¢asové fady a chovani koeficientl riistu Ize usoudit, Ze Casova fada ma exponencialni trend f(t):

Odhadnéte jeho parametry.

d) Najdéte odhad zisku spolecnosti v 7. a 8. roce jeji existence.

e) Zjistéte index determinace a sestrojte graf f(t) f(t)\, t=1, ..., 6.



ReSeni: Znovu uved’me hodnoty ¢asové tady: 112, 149, 238, 354, 580, 867
ad a)

/
/-

/

1 2 3 4 5 6 7

ad b) Koeficienty ristu: 149/112 = 1,33, 238/149 = 1,597, 354/238 = 1,487, 580/354 = 1,628, 867/580 = 1,495. Vidime, ze
koeficienty rlstu jsou pfiblizné konstantni.

g B d888¢4d8

L

ad c¢) Model f(t): ‘ linearizujeme a metodou nejmensich ¢tvercl ziskame odhady In by = 4, 227983, In b; = 0,420199.
Odlogaritmovanim dostaneme b, = 68,57875, b; = 1,522265.

add) Y ST8TS2206 72098 HT8TS222 Y,

ad e) ID* = 0,996

g B 858884d§8

o

0O 1MW 2Zn 3V 40 5 6 W 8 9

Jak index determinace, tak graf f(t) f(t)\ sveéd¢i o tom, Ze model byl zvolen spravné.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:
Vytvotime datovy soubor se dvéma proménnymi ¢as a Y a 6 pripady.

ad a) Casovou fadu znazornime graficky pomoci Grafy — Bodové grafy.
ad b) Koeficienty ristu ziskame pomoci Statistiky — Pokro¢ilé linearni/nelinearni modely — Casové fady/predikce.

ad ¢) K datovému souboru ptiddme novou proménnou In Y, kterou ziskdme zlogaritmovanim proménné Y, v niz jsou uloZe-
ny hodnoty zisku spole¢nosti. Provedeme regresni analyzu se zavisle proménnou In Y a nezavisle proménnou cas. K vy-
stupni tabulce ptfiddme novou proménnou, do jejihoz Dlouhého jména napiseme =exp(b)

Vysledky regrese se zayisiou promennod . InY

R=,99801042 R2= 996024 /9 Upravene R2=
F(1,4)=1002,2 p<,00001 Smérod. chyba odhad

b™ [oSm.ch b [Sm.chY (4 -hoc] NFro
N=6 sz' zb - )P =exp|

ADs.Cl 4,22( 0,051 07,/9/0,000 (;8,5)/
cas (0,998 0,031 0,420 0,013 31,65 0,000 1,922

Vidime, ze Y_ /8 D22A

ad d) Pro vypocet predikovaneho zisku v 7. a 8. roce existence spolecnosti pouzijeme STATISTIKU jako kalkulacku.

ad e) Index determinace najdeme ve vystupni tabulce regrese pod oznacenim R2. V nasem ptipad¢ je 0,996.
Pro ziskani grafu zavislosti predikovanych hodnot na naméfenych hodnotach pfidam ek datovému souboru proménnou pre-
dikce a do jejiho Dlouhého jména napiSeme =68,57875%1,52265"cas. Pak vytvofime Bodovy graf.



MiiZeme t€Z nakreslit dvourozmérny teckovy diagram s odhadnutou regresni
kiivkou:
Na listé Detaily vybereme Prolozeni Exponencidlni.

MicH: y=eeUneat cs
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