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Kapitola 1

Zaklady teorie
pravdépodobnosti

Hlavnim cilem tohoto kurzu je se seznamit se zakladnimi metodami analyzy
stochastickych procesti, pouzivanych v modelech matematické teorie financi.

Matematické modely ve financich jsou z velké vétSiny stochastické. Za-
kladnim néastrojem ktery vzuzivaji je tedy teorie pravdépodobnosti. V této
kapitole pripomeneme nékteré zakladni pojmy a techniky z teorie pravdépo-
dobnosti, tak jak je budeme v dalsich kapitolach potiebovat.

1.1 Motivace

Uvazujme jako priklad cenu jedné akcie firmy Citi Bank dne 1. 2. 2012.
Dnes, 9. 1. 2012, je pro nas tato cena neznama, a modelujeme ji tedy jako
nahodnou veli¢inu. OvSem za meésic, 9. 2. 2012, jiz bude znamou hodnotou
(konstantou). Pro matematické modelovani ve financich je typicka tato “me-
zihra” ndhodnych a znamych, veli¢in, kterou se zabyva teorie stochastickych
procesi.

Uvazujme mnozinu (posloupnost) ndhodnych veli¢in Xy, ¢t € I (X, je tedy
stochasticky proces).

Je-li X; cena zvolené akcie v Case t, pak zfejmé X;, X;,; nejsou nezavislé
nahodné veliciny. Hodnota X; néco fikd o pravdépodobnostnim rozdéleni
nahodné veliciny X;,.;. Na druhé strané, ptirustky X;,o — X;11 a Xy —
X; budou ve vétsiné nasich modeli nezavislé. To tizce souvisi s hypotézou
efektivniho trhu, ktera rika: VsSechny informace dostupné v case t jsou jiz
obsazeny v cené X;. Jak uvidime, je to také jednim z hlavnich argumenti
pro¢ je Browntv pohyb “prirozenym ” modelem vyvoje cen akcii.



1.2 Pravdépodobnost

Teorie pravdépodobnosti je hlavnim nastrojem matematickych modeli ve
financich. Je dobré si uvédomit hned na zacatku ze pojem pravdépodobnost
ma vice moznych interpretaci.

1. Frekventisticky pristup: Pravdépodobnost jevu je limita jeho relativni
¢etnosti pri velkém poctu opakovani téhoz experimentu. Nevyhodou
této definice je omezeni na opakovatelné jevy. Pfedpoklad opakovatel-
nosti konkrétni situace na trhu neni ve financich tplné realny.

2. Bayesovsky piistup!: Pravdépodobnost vyjadiuje miru nasi nejistoty v
pravdivost néjakého tvrzeni, zalozenou na informacich, které v danou
chvili mame. V tomto pojeti je kazda pravdépodobnost ve skutecnosti
podminéna (informacemi které pravé mame). Naptiklad pravdépodob-
nost padnuti Sestky na kostce je P(X = 6) = %, pokud neméame zad-
nou informaci o tom jak je kostka vyrobena. Budeme-li znat napiiklad
pfesné slozeni materidlu (nehomogenost dfeva), mtze se tato pravdé-
podobnost zménit.

Matematicka technika vypoc¢ti nicméné na interpretaci ve vétsiné pripadi
nezavisi a je stejna pro obé pojeti.

1.3 Opakovani zakladnich pojmu teorie prav-
dépodobnosti

Pravdépodobnostni prostor (model) obvykle oznacujeme (2, A, P), kde

— ) je prostor elementarnich jevi, t.j. vSechny mozné stavy modelovaného
systému které chceme rozlisovat (napt. {1,2,3,4,5,6} u hodu kostkou).

— A je mnozina vSech pozorovatelnych jevi. PrvkyA jsou podmnoziny ().
Jev je tedy formalné vzato mnozina elementarnich jevii, které jsou s nim
slucitelné. (Napfiklad jev padne sudé ¢islo je mnozina {2,4,6})

Je-li © kone¢né nebo spocetné (tak tomu bude u vSech diskrétnich mo-
delt), je A v definici pravdépodobnostniho prostoru nadbytecna, nebot au-
tomaticky A je rovno exp {2, mnoziné vSech podmnozin §2.

- P: A — (0,1) je pravdépodobnostni mira. V diskrétnim pfipadé staci

ITento piistup je historicky starsi, pochézi od Laplace a Bayese.



znat hodnoty této miry na elementarnich jevech, tedy P: Q — (0,1). P(w)
je pak pravdépodobnost elementarniho jevu w, a pro obecny jev A € A plati

P(A) =) P(w).

Pokud je ale 2 nespocetnd, pak exp () méa prilis velkou mohutnost, aby
se na ni dala definovat pravdépodobnostni mira. Musime se pak omezit na
mensi o-algebru. S tim se setkdme az u spojitych modeli.

1.4 Diskrétni nahodné proménné
Diskrétni ndhodna proménna je funkce
X :Q—={xy,29,...} TR,

kde {x1,xs, ...} je diskrétni podmnozina R.

Definice 1.4.1. Pravdépodobnostni funkce ndhodné velic¢iny X je

Definice 1.4.2. distribuc¢ni funkce ndhodné veli¢iny X je definovana jako

F(z)=P(X <ux).

Pfipomenme si jesté definici nezavislosti dvou jevil.

Definice 1.4.3. Jevy A, B C 2 jsou nezavislé, jestlize

P(ANB)

P(A):Wv

tj.
P(ANB)= P(A)P(B)
Jinak feceno (podle prvniho vztahu) vime-li Ze nastal jev B, nezméni to
pravdépodobnost jevu A.

Definice 1.4.4. Diskrétni ndhodné veli¢iny X a Y jsou nezawvislé, jestlize
jevy {X =z} a {Y =y} jsou nezavislé pro vSechna x a y.
Jinymi slovy, znalost hodnoty X nedava zadnou informaci o hodnoté Y.



Pravdépodobnostni funkce obsahuje vSechny informace o nahodné ve-
licing. Casto nam ale staci ¢iselné charakteristiky.

Definice 1.4.5. Ocekdvant (stfedni hodnota) ndhodné veli¢iny X s prav-
dépodobnostni funkci f(z) je definovana jako

E(X)= Y xf(x),
z: f(x)>0
je-li fada absolutné konvergentni.
Ocekavani mizeme vypocitat také pomoci vztahu:

E(X) =) X(w)P(w)

we

Definice 1.4.6. Je-li k ptirozené Cislo, k-t moment m; nahodné veli¢iny
X je definovan jako
my, = E(XF).

Definice 1.4.7. k-ty centralni moment o, je definovan jako

Specialné,

je stfedni hodnota a

02 = B((X — E(X))*)

je rozptyl (variance) Tedy oy = 0%, kde 0 = /05 je stfedni smérodatna
odchylka.

Definice 1.4.8. Necht A je jev, tj. A C Q, a necht I, : Q@ — R je ndhodn4

veli¢ina definované vztahem

() 1 prowe A
w) = :
4 0 prow¢ A

Pak I, se nazyva indikatorova funkce jevu A.



Libovolnou ndhodnou veli¢inu mtizeme zapsat pomoci indikatorovych funkci
jevii A; = {X = z;}. Mame

X =Y mila,.

14 je prikladem Bernoulliovské ndhodné veli¢iny. Nabyva pouze hodnot 0 a
1.

1.5 Zavislost a nezavislost nahodnych veli¢in

Lemma 1.5.1. Necht X aY jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny. Potom

E(XY) = E(X)E(Y).

Dukaz: Ozna¢me A, = {X ==z} a B, = (Y =y). Pak
XY =Y ayla,ng,
zy

tedy
E(XY) =Y wyE(Is,np,) = Y axyP(A,NB,) =

w)y

Y wyP(A,)P(B,) = (Y wP(A,)(Y_yP(B,)) = E(X)E(Y).

Opak obecné neplati.

Definice 1.5.2. Rikdme, Ze ndhodné veli¢iny X a Y jsou nekorelované,
jestlize plati:
E(XY)=EX)E(Y).

Véta 1.5.3. Necht X a'Y jsou ndhodné veliciny. Pak

1. Var(aX) = a*Var(X) pro a € R.

2. Jsou-li X a'Y nekorelované (specidlné nezdvislé) nahodné veli¢iny, pak

Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y).



Diikaz: Prvni tvrzeni plyne ihned z definice. Dokazeme druhé tvrzeni.
Var(X +Y)=E((X+Y) - E(X +Y)]*) =

E[(X+Y)-2X+Y)E(X+Y)+E*(X+Y)] =
EX+Y)? 2B X+Y)E(X+Y)+E*(X+Y)=
=EB(X+Y)  —2EX)+EY))?+E*X+Y)=E(X?)+2E(XY)+E(Y?
—2[(E(X))?+2E(X)E(Y) + (BE(Y))?] + E*(X) + 2B(XY) + E*(Y)
= BE(X?) + E(Y?) +4E(XY) = (B(X))? = 4E(X)E(Y) — (B(Y))?
= E(X?) + E(Y?) +4E(X)E(Y) — (BE(X))? —4E(X)E(Y) — (E(Y))* =

(B(X?) — (E(X))*) + (BE(Y?) = (E(Y))?) = Var(X) + Var(Y)

Definice 1.5.4. Kowariance ndhodnych velicin X a Y je definovana jako

cov(X,)Y)=E[(X — E(X))(Y —E(Y))].
Korelacni koeficient X a Y je

cov(X,Y)

pIXY) = \/Var YWar( Y)

Plati:
p(X,)Y)=0< E(XY)=EX)E(Y) < cov(X,Y)=0

cov(X,Y)=E(XY)=FEX)E(Y).
Déle je
X,V < 1.

Klicova otazka z praktického hlediska je jak ovérit nezavislost dvou da-
nych nahodnych veli¢in. Definice k tomu vhodné neni.

Definice 1.5.5. Necht X a Y jsou diskrétni ndhodné veli¢iny (na stejném

pravdépodobnostnim prostoru). SdruZend distribucni funkce X a 'Y je defi-
novana vztahem

Fxy(z,y) =P(X <z ANY <y).

Definice 1.5.6. Sdruzend pravdépodobnostni funkce: fxy : R* —

9



[0, 1] je definované vztahem
fX,y(.iE,y) = P(X =x ANY = y)

Analogicky pro vice ndhodnych veli¢in. Nasledujici lemma déva dobfe overi-
telné kriterium nezavislosti.

Lemma 1.5.7. Diskrétni ndhodné veliciny X a'Y jsou nezavislé prave tehdy
kdyz
fxy(@,y) = fx(@)fr(y)

pro vsechna x,y € R.
Dtkaz: cviceni.

Ze znalosti sdruzené pravdépodobnostni funkce fxy miZeme vypocitat
marginalni pravdépodobnostni funkce fx a fy. Mame

fx(z) = P(X =) = P((JUX =2} n{Y =4}))

Y

= ZP(X =z ANY =y)= ZfX,Y(x>y)'

Priklad 1.5.8. Necht X : Q — {1,2,3}a Y : Q — {—1,0,2} jsou ndhodné
veli¢iny, a sdruzena pravdépodobnostni funkce je dana tabulkou:

| \yz—l\?J:O\y:?\féx\

— 1 3 2 6
r=1 18 18 18 15
R S

7 3 7 E I8

Y 18 18 18 18

Jsou X a 'Y nezavislé? - Nejsou v tom pfipadé by fadky musely byt ndsobkem
jeden druhého. Vypocteme kovarianci téchto dvou nahodnych veli¢in. Mame
XY :Q—{-1,0,-2,-3,2,4,6}.

Dale

1 10 21 37 13
— a2t V)= =2
et m V=1

1 .2 2 3 3 29
E(XY)=—-1—+2> -2 44" 46— ==
(XY) BRI TR TR TR

Celkem tedy
29 481 522481 41

XY)=EXY)-EX)EY )= =—25—— = 55
cov(X,Y) (XY) (X)E®Y) 18 324 324 324

10



1.6 Podminéna pravdépodobnost a podminéné
ocekavani
Pripoménme definici podminéné pravdépodobnosti pro jevy,

P(ANB)

Ve finan¢nich modelech je obvykle kazda pravdépodobnost podminéna
informaci, kterou mame v danou chvili.

Definice 1.6.1. Podminéné pravdépodobnostni funkce Y za podminky X =
x, oznacend fyx(. | z), je definovana jako

fY\X(y’I):P(Y:y|X:$)7

pro kazdé x takové, ze P(X = z) > 0.

Méame Py ‘X_x)_P(YZy/\X:x) ~ fxy(m,y)
=Y - = P(X =x) o Jx(@)
tedy
fxy(z,y)

frix(y|z) = @)

analogicky tvar jako plati pro jevy.

V predchozim ptikladu mame pro z =1

132\  fxy
6'6'6/)  fx

Vime-li, ze X = x, pak Y mé novou pravdépodobnostni funkci fyx (y | x)
jakozto funkci y (x je pevné).

Ocekéavani vici této funkcei je podminéné ocekavani Y za podminky X =
x, které oznacime V(z) = E(Y | X = z).

sl 1)~ (

Definice 1.6.2. Funkce (tj. ndhodna veli¢ina)

U(z)=EY | X =x)

se nazyva podminéné ocekavani Y pri znalosti X.
V minulém piikladu je:
3

1 2.1
U(1)==(=1)+20+22==
1) =5=D+0+22=75,

11



a W(3) =2
Véta 1.6.3. Pro podminéné ocekdvani W(x) = E(Y | X = z) plati

Dukaz: cvideni.

1.7 Soucty nahodnych velic¢in

Lemma 1.7.1. Necht X a Y jsou dvé ndhodné wveliciny na (2, A,P) a
f(z,y) je jejich sdruzend pravdépodobnostni funkce. Pak pro jejich soucet
Z =X+Y plati

P(X+Y=z):Zf(x,z—x).

Dukaz: Méame

{(X+Y=2}=J{X=2AY =2—2})

tedy

PX+Y=2)=> PUX=a} A {Y =z—2})=) f(z,z—2).

12



Pokud X, Y jsou nezavislé, pak

fxy(z, z—x) = fx(2)fy(z — ),

tedy
Fxav(2) = fx(@)fr(z —x),

coz je konvoluce funkct fx a fy. Oznacuje se fx * fy.

13



Kapitola 2

Jednoducha nahodna prochazka

2.1 Nahodna prochazka

Jednoducha nédhodné prochéazka je zédkladem diskrétnich modelt pro pohyb
cen aktiv. Je to “diskrétni verze” Brownova pohybu.

Uvazujme néasledujici hru: Hézi se opakované minci (ne nutné férovou).
Padne-li hlava (H), ziskdme 1 K¢. Padne-li orel (O), prohrajeme 1 K¢é. Ozna-
¢me:

So ... suma, kterou mame na zacatku,

S, ...suma, kterou mame po n hrach.

Je tedy

Sp =S + ZXz',
i=1
kde X; je ndhodnéa veli¢ina popisujici vysledek i-té hry. Predpokladame, ze
pravdépodobnostni funkce X; je

PX;,=1)=p, PX;=-1)=1-p=gq

pro vSechna ¢ a navic X; jsou nezavislé.

X, jsou tedy analogii Bernoulliho ndhodné veli¢iny, kde misto hodnot{1, 0}
méme {1, —1}. Pro kazdé pevné n je S, ndhodna veli¢ina, tedy {S,} , je
stochasticky proces.

Definice 2.1.1. Stochasticky proces {S,} -, se nazyvd jednoduchd nd-
hodna prochazka. Je-li p = q = %, nazyva se symetricka jednoducha
nahodnéa prochazka.

14



Néekdy je vhodnéjsi uvazovat jinou interpretaci — ndhodny pohyb castice
po piimce: V kazdém kroku ¢t = 0, 1, 2, ... se Castice posune bud o 1 doprava
s pravdépodobnosti p nebo o 1 doleva s pravdépodobnosti ¢ = 1 — p.

Velmi uzite¢né je grafické zndzornéni jednoduché nahodné prochazky.
Body o soufadnicich (n, S,) spojime useckami. Vznikla lomena ¢ara se na-
zyva trajektorie (cesta) ndhodné prochézky. Trajektorie je grafické znazor-

v 7 . 7 7 o
néni realizace nahodného procesu {S,},_.

Varianty ndhodné prochazky:
e jiné rozdéleni X; (napf. normalni)

e hodnoty X; ne v R ale v R ... vicerozmérna nahodné prochézka

2.2 Zakladni vlastnosti nahodné prochazky

Lemma 2.2.1. Jednoducha ndhodnd prochdzka je prostorové homo-
genni, tedy plati

P(S,=j|So=a)=P(Sy,=j+b|So=a+D).

Dukaz: ODbé strany rovnosti jsou rovny P(>_X; = j — a).
i=1

Analogicky plati i ¢casova homogenita.

Lemma 2.2.2. Jednoduchd ndhodnd prochdzka je ¢asové homogennt,
neboli plati

P(Sy=j |5 =a)=P(Suim=J| 5= a)

Diikaz: Leva strana je rovna

PO Xi=j—a)
=1

prava strana je rovna
n—+m

P(ZX,-:j—a).

15



Rovnost tedy plyne z nezavislosti a stejného rozdéleni X;.
Lemma 2.2.3. Jednoducha nahodnd prochazka ma Markovovu vlastnost,

tedy
P(Simsn=17|So, Sty Sm) = P(Spin =7 | Sm)-

Dikaz: Zname-li hodnotu S,,, pak rozdéleni pravdépodobnosti S,, ., zavisi

jen na krocich X, 11, Xi2, ...y Xinin, tedy je nezévislé na Sy, S1, ..., Spm_1-

Markovovu vlastnost lze intuitivné popsat slovy “Nahodna prochazka
nemé pamét.” nebo “Minulost ovliviiuje budoucnost jen skrze soucasnost.”

2.3 Zakladni techniky pro pocditani s nahod-
nou prochazkou

Tato sekce se vénuje zakladnim technikdm pocitani s ndhodnou prochazkou:
e podminéni 1. krokem
e pocitani trajektorii

e generujici funkce

2.3.1 Technika podminéni 1. krokem

Priklad 2.3.1. (zruinovani hrace): Uvazujme pfedchozi hru s férovou minci
(p = 1). Padne-li hlava (H), hra¢ ziska 1 K¢, padne-li orel (O), hra¢ prohraje
1 Ké. Necht Sy = k je jeho pocateéni jméni. Hrac¢ si chce koupit auto v
cené N. Bude hrat tak dlouho, dokud S,, = N (koupi auto) nebo S, = 0
(bankrot). Jaka je pravdépodobnost, Ze si hra¢ koupi auto?

Uvazujme jevy:

A ... hrac¢ nakonec zbankrotuje;

H ... prvni hod je hlava (P(H) = p);

O ... prvni hod je orel (P(O) = q).

Podle véty o tiplné pravdépodobnosti:

P(A) = P(H)P(A | H) + P(O)P(A | O).

Ozna¢me P, (A) hledanou pravdépodobnost bankrotu pro dané pocate¢ni
jméni k, tedy

16



Fi(A) = P(H)P:(A [ H) + P(O)F;(A | O).

P.(A | H) je ale pravdépodobnost bankrotu v situaci, kdy hra¢ po 1.
kroku ma k + 1 (a hra za¢ind znovu; z nezavislosti X;). Tedy

Py(A[H) = Pa(A)

a podobné
Py(A[O) = F1(A).
Ozna¢me py, = Py(A). Dosazenim dostaneme

1

1
Pk = PPr+1 + qPr—1 = 5Pk+1 + 5Pk-1

coz je diferenc¢ni rovnice 2. fadu. Mame

1 1
§<pk+1 - pk) = 5(]% - pkq)’

tedy priristky pravdépodobnosti jsou konstantni. Oznac¢me prirtstky b =
Pk — Pr—1, tedy pr = po + kb. Okrajové podminky pro diferenc¢ni rovnici jsou:
po = 1...okamzity bankrot
pn = 0...okamzita koupé auta
Odtud dostaneme 1 + Nb =0, tedy b = —% ap,=1-— %

Pro p # % musime vyfesit diferen¢ni rovnici.

2.3.2 Technika poditani trajektorii

Uvazujme nahodnou prochazku vychazejici z bodu a. Tedy Sy = a, P(X; =
1)=p, P(Xi=—-1) =g, a

i=1

Pro pevné danou cestu je pravdépodobnost, ze prvnich n krokid bude
sledovat tuto trajektorii, rovna p"q!, kde r je pocet kroki doprava (nahoru)
a [ je pocet kroku doleva (doli), tedy

7‘:|{ZSH_1—SZ:]_,ZSH}|,

kde | . | znaci velikost mnoziny.
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Kazdy jev mizeme vyjadiit pomoci vhodné mnoziny trajektorii (které
jsou s nim v souladu), a jeho pravdépodobnost je soucet pravdépodobnosti
téchto trajektorii. Mame

P(S,=0b) = ZMT’;(Q, b)p"q" ",

kde M (a,b) je pocet cest (Sp, Si, ..., Sp) takovych, ze Sy = a, S, = b, a
majicich presné r kroki doprava.
Vime, ze r+l=nar—101=b—a, odtud 2r =n+ b — a, tj.

_n+b—a
T
a
l:n—b+a'
2
Tedy

n ntb—a n—bta n ntb—a n—bta
P(San):(r)p 2 g 2 :<%(n—|—b—a))p > q 2

pokud %(n + b —a) € N (jinak je pravdépodobnost rovna 0).

V nasledujicim textu se budeme zabyvat otazkami: Kdy se ndhodné pro-
chazka dostane poprvé do dané hodnoty? Jakou nejvétsi hodnotu nabyva do
casu n?

2.3.3 Princip reflexe

Ozna¢me N, (a,b) pocet vSech cest z bodu (0,a) do bodu (n,b). Vime, ze

Nn(a,b):M,:(a,b):< " )

%(n—l—b—a)

Déle necht N?(a,b) je pocet viech cest z bodu (0, a) do bodu (n, b), které
obsahuji néjaky bod (k,0) na ose x, tj. navstivi bod 0.

Véta 2.3.2. (princip reflexe): Je-li a, b > 0 pak plati

N%(a,b) = N,(—a,b).

Dukaz: Kazda cesta z bodu (0, —a) do (n, b) protne osu x poprvé v néjakém
bodé (k,0). Reflexi této cesty okolo osy x dostaneme cestu z bodu (0, a)
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do (n,b), kterd navstivi osu x. Tato operace davd vzajemné jednoznacnou
korespondenci mezi cestami z (0,—a) do (n,b) a cestami (0,a) do (n,b),
které navstivi osu x. Tedy N%(a,b) = N,(—a,b).

Véta 2.3.3. (o volbach): Je-li b > 0, pak pocet cest z bodu (0,0) do bodu
(n,b), které se nevrdti do bodu 0 je

b
—N,
"N (0,0).

kde N, (0,b) je pocet vSech cest z bodu (0,0) do bodu (n,b).

Dukaz: Pro vSechny takové cesty je prvni krok bod (1,1) (jinak se nutné
dostaneme do nuly), tedy jejich pocet je roven (z ¢asové homogenity):

N1 (1,b) = N°_, (1,b) = N1 (1,b) — Np_y (—1,b) =
() = Gon) = () - ()
()~ o,

kde jsme oznacili m = 3(n + b).
Piiklad 2.3.4. (Uloha o volbdch) Kandiddt A ma o hlasii; kandidat B
dostal 3 hlasi, kde o > 3, tj. kandidat A zvitézil. Jaka je pravdépodobnost,
ze béhem voleb byl A celou dobu pred B?
Ozna¢me X; = 1 je-li i-ty hlas pro A, X; = —1 je-li i-ty hlas pro kandidata
B. Je tedy n = a + .

k

Soucet Sy = > X; popisuje o kolik vede A nad B v Case k (pfipadné
=1

prohrévé je-li Sy < 0).
Podle véty o volbach je trajektorii z bodu (0,0) do bodu (a + 5, — ),
které se nedostanou do 0 presné
a—pf
a+f
Hledana pravdépodobnost je tedy

NaJrB (0,0é - B) .

g—lgNaw(O,a—ﬁ) _ a—f
NaJrﬁ(O?Oé_ﬁ) O‘+5.

Nyni se budeme zajimat o to, jakd je pravdépodobnost, Ze se ndhodna
prochéazka nevrati do 0. Mame Sy = 0 a chceme S; # 0, ..., S, # 0, tedy
ekvivalentné 5155...5,, # 0.
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Véta 2.3.5. Je-li Sy =0, pak pron > 1 plati
P(518...5, #0| S, =b) = —P(S, =b),
tedy
1
P(5185...5, #0) = EE(Sn).

Dukaz: cvideni

2.3.4 Generujici funkce

Uvazujeme posloupnost redlnych cisel
a={a;i=0,1,2 .}.

Takova posloupnost obsahuje velké mnozstvi informace, kterou mizeme vy-
hodné “zakédovat” do jediného objektu (funkce), s nimz budeme moci lépe
pracovat. Specialné ziskdme moznost pouZit operace (napt. derivaci) které
pro posloupnosti nemaji smysl.

Definice 2.3.6. Generujict funkce posloupnosti a je funkce dana sou-
¢tem mocninné fady
Ga(s) = Zaisi
i=0

pro s € R, pro ktera rada konverguje.
Posloupnost a dostaneme z generujici funkce G, zpét vztahem

kde Gfli)(O) je i-ta derivace G, v bodé 0.

Pfiklad 2.3.7. Necht « = {0, 1,0, —1, 0, 1, 0,...} Pak
Go=5—84+s—s"+ ..

coz je geometricka fada s prvnim ¢lenem s a s kvocientem ¢ = —s2. Tedy

1 S

81+s2_1+32

Ga(s) =

pro | s |[< 1 (obor konvergence).

Definujeme generujici funkci diskrétni nahodné velic¢iny.
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Definice 2.3.8. Necht X je diskrétni ndhodnd veli¢ina, ktera nabyva hod-
noty v mnoziné {0, 1, 2, ...} s pravdépodobnostni funkci

(i) = P(X =9).

Generujict funkce této nahodné veliciny je definovana jako generujici
funkce jeji pravdépodobnostni funkce, tedy

Gx(s) = Z fli)s' = ZP(X = i)s'.

Plati

Zdkladni vliastnosti generujicich funkci:

1. Existuje nezdporné ¢islo R (polomér konvergence) takové, ze G(s) kon-
verguje pro | s |[< R a diverguje pro | s |> R.

2. GI(s) muzeme derivovat nebo integrovat ¢len po ¢lenu, libovolné mno-
hokrét, pro | s |[< R.

3. Jednoznacnost: Je-li G,(s) = Gy(s) pro | s |[< R, kde 0 < R’ < R, pak
a, = b, pro vSechna n.

Priklady generujicich funkci ndahodnych velicin:
1. Konstantni ndhodné veli¢ina: P(X = ¢) = 1, tedy
Gx(s) = 1s° = s,
kde c € NU{0}.
2. Bernoulliho ndhodné veli¢ina: P(X = 1) = p; P(X =0) = 1 — p, tedy

Gx(s) =ps' + (1 —p)s0 =1—p+ps.

3. Geometrické rozdéleni: P(X =n) = p(1 — p)" !, tedy

Gx(s) = Zf(i)si = pl—p)" s = ps[(1—p)s]" " =

=psYy [(1—-p)s]" = 11— (ip_ p)s  1— Zp+ sp’



4. Poissonovo rozdéleni s parametrem \: P(X = k) = %@—/\’ tedy
GX(S) = Z_e—)\sl — 6—)\Zﬁ — 6—)\6)\5 _ e)\s—)\ _ e)\(s_l)
(vyuzili jsme > Z—T = e%).

2.3.5 Charakteristiky nahodnych veliCin a jejich gene-
rujici funkce

E(X) a Var(X) lze jednoduse spocitat pomoci Gx(s).
Véta 2.3.9. Necht X je ndhodna velicina s generujici funkeci G(s). Pak
plati:

1. B(X) = G (1)

2. obecne
E(X(X —1)..(X —k+1))=6%(1)

(tzv. k-ty faktoridlni moment)

Dtikaz: Prvni tvrzeni je specialni pripad druhého. Mame

G®(s) = s Fi(i — 1)..(i — k+ 1) f(i) =

=E(s"X(X - 1)..(X —k+1)).

Pro s — 1 dostaneme

Gx(1)=E(X(X —1)...(X —k+1)).
Pro rozptyl dostaneme specialné vztah

Var(X) = E(X?) - B(X)? = B(X(X — 1)+ X) - E(X)? =

— B(X(X — 1) + E(X) - E(X)* = G%(1) + G (1) — [Gx (1),
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2.3.6 Soucty nahodnych veli¢in a konvoluce

Nécht a = {a;, i > 0} a b= {b;, i > 0} jsou dvé posloupnosti, pak konvoluce
¢ = a x b je posloupnost definovana vztahem

Cp — aobn -+ albn,l + ...+ anbo.

Jsou-li G,, GGy generujici funkce posloupnosti a a b, pak generujici funkce
posloupnosti ¢ je

= <z;aisi> (an_is”_i) = (;aisZ) (;bnsn) = Gu(5)Gh(s).

Tim jsme dokazali nasledujici tvrzeni.
Véta 2.3.10. Generujici funkce konvoluce dvou posloupnosti je soucinem
generujicich funkci téchto posloupnosti.

Véta 2.3.11. Necht X a 'Y jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny. Pak

Gx+y(8> = Gx(S)Gy<S).

Dtkaz: Vime, ze pro pravdépodobnostni funkci X +Y plati fx.y = fx* fy

(z nezévislosti) a podle pfedchozi véty vime, Ze generujici funkce konvoluce
je soucin generujicich funkci. Tedy

Gxiy = GxGy.

Je-li tedy S = X1 + X + ... + X,,, kde X; jsou nezavislé, pak
Gs = Gx,Gx,...Gx,.

Definice 2.3.12. SdruZena pravdépodobnostni generujict funkce

nahodngch veli¢in, nabyvajicich hodnot v N U {0}, je definované jako

G (51, 52) = ZP(XI =i A Xy =j)sisy = E(s7'53°)

Analogicky pro vice nahodnych velicin.
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2.3.7 Generujici funkce a nahodna prochazka

Uvazujme opét ndhodnou prochazku:

Sn = ile

kde P(X; =1) =pa P(X; = —1) = ¢ = 1 — p. Pfitom X, jsou nezavislé a
So = 0.

Jak ¢asto se ndhodna prochéazka vraci do poc¢atku? Jaké je pravdépodob-
nostni rozdéleni prvniho navratu do pocéatku? (Pro dalsi navraty je to opét
totéz, z nezavislosti Xj.)

K zodpovézeni téchto otazek vyuzijeme generujici funkce.

Oznac¢me

po(n) = P(S, =0)

pravdépodobnost, Zze nahodné prochéazka je v 0 v case n,

f()(n) = P(Sl 7é O, SQ 7& O, ceey Sn—l 7é 0, Sn = O)

pravdépodobnost, ze prvni navrat do pocatku nastal v case n.
Uvazujme generujici funkce téchto dvou posloupnosti,

Py(s) = Zpo(n)s”

Fy(s) = Zfo(n)s”.
n=0
Méame po(0) = 1 (nebot Sy = 0) a fo(0) = 0.

Lemma 2.3.13. Plati

Po(s) = (1 - 4pqs2)_% :

Dikaz: Vime, Ze S, = 0 < pocet krokt doprava = pocet krokid doleva,

tedy r = § = [. Pocet takovych cest je (Z) pro n sudé a 0 pro n liché.
2

Oznaéme k = 7, tj. n = 2k. Mdme
2k
po(2k) = (k )pkq’“
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o0

ns) =3 (%)) o 1)

k=0

Tvrdime, ze Py(s) = \/11472. VyuZzijeme obecného binomického rozvoje
—4apgs

(1+2)"= i (Z) z°,

n

(a) ala—1)...(a—n+1)

- n!

(pro a € N je rozvoj konecny, pro a € R A a ¢ N je rozvoj nekoneény) Pro
a = —% a x = —4pqs? dostaneme

(1- 4pq82)_% = i(_k%) (—4pgs®)* = (2.2)

() oy

Porovnanim 2.1 a 2.2 tedy staci dokéazat, ze

()= (3)

Pro levou stranu dostaneme

SICICTRC S N

Pro pravou stranu

(%) _2k@E-D@k-2).1 o (k-1)(2k-3)..3-1

k k! - k! A

ok . (2k—1)(2k—3)..3-1
k! ‘
Tedy l.s. = p.s. Tim je lemma dokéazano.

Véta 2.3.14. Plati:

25



1) Py(s) =14 Po(s) - Fy(s)

[SIE

2)Fy(s) =1 — (1 — 4pgs®)

Dikaz: Oznacme A jev, ze {S, = 0} a necht By jsou jevy prvni navrat do

pocatku nastal v k-tém kroku (k =1, 2, ..., n).
1) By jsou disjunktni a davaji rozklad, tedy

P(A) = ZP(A | By,) - P(By).
Mame P(By) = fo(k) a P(A | Bx) = po(n — k). Tedy

po(n) = poln — k) - folk).

Vynéasobime s" a seCteme:

Zpo(n) N U— ZZpo(n _ k) . fO(k) LN =

n=1k=1

(Zfo<k> ~ ) (Zpo(n k) ) = Py(s) - Fo(s).

Jelikoz .
Zpo(n) 8" =Fy—1,
n=1

dOStéVémePO—lng'Fo, tedyszl—i-PoFo
Pro dikaz 2) dostavame z 1)

Disledek 2.3.15. Pravdépodobnost toho, Ze se c¢astice nékdy vrati do

pocatku je rovna

Zfo(”) =FR1)=1-|p—ql.
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Specidlné, pro symetrickou ndhodnou prochazku (p = ¢q) je navrat jisty.
Disledek 2.3.16. Jelip=gqg= %, tedy navrat je jisty, pak ocekavani casu
prvniho navratu do pocatku je

o0

E(Ty) =) n- Fy(n) = Fj(1) = o.

n=1

Dikaz:

1. Méame
Fo(1)=1—/1—4pg=1—/1—4p(1—p) =1— /1 —dp+4p® =
=1-V(1=2pP=1-|1=-2p|=1-|1-p—pl=1-]g—p].
Proq:p:%jeFo(l)zl—Ozl.

2. Je-li navrat jisty, tedy p = %, pak P(Ty = o0) = 0, a tedy E(Tp) =
Fj(1), kde Fy =1 — /1 — 4pgs®. Méame

1 1 4dpqs

Fl=—— —————— . (—4pq25) = ———,
0 2 /1 — 4pqs? ( ) 1 —4pgqs?

tedy liTln F'(s) = +o0.

s—1_

Dokazali jsme tedy nasledujici tvrzeni.
Véta 2.3.17. (Pdlyova véta): Symetrickd ndhodnd prochdzka se s prav-

dépodobnosti 1 vrdti do pocdtku.

2.3.8 Casy navstiveni bodu r

Oznacme
fr(n) = P(Sl 7é T, 52 7£ Ty ey Sn—l 7é T, Sn = T)

pravdépodobnost, ze se ndhodna prochazka dostane poprvé do bodu r v case
n, s generujici funkci

Fuls) =S fo(n) - s

Véta 2.3.18. Plati:

1. F.(s) = [Fi(s)]" pror >1,
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1—(1—4pq82)%
2qs :

2. Fi(s) =

Dukaz: Ozna¢me T, = min {n; S, = r} pocet kroku potfebnych k dosazeni
hodnoty r poprvé. Necht r > 0. Abychom doséhli r, musime se dostat nejdiive
do bodu 1, a potom z bodu 1 do bodu r. To je z prostorové homogenity totéz
jako dostat se z 0 do r — 1. Odtud plyne T, = Ty +71,_;. Navic T} a T,._; jsou
nezavislé, tedy plati F,. = Fy - F,._;. Mame
filn)=P(S1#1, 9 #1, ..., S 1#1, S, =1)=P(A) =
=PA|S1=1)-P(S1=1)+PA|S =-1)-P(S;=-1)=
:P(A|51=1)p—|—P(A|5’1:—1)q:()p—i-fg(n—l)q
Odtud
filn) = faln = 1) - ¢

Vynésobime s™ a se¢teme

filn)-s"=q- fo(ln—1)-s"
pro n > 1. Tedy

D)o =30 faln = 1) 5" =
ZS(] f2 71—1 _SQZfQ

Odtud dostévéme

Fy —ps=F;-qs.
Vime, Ze Fy = F7, tedy

Fy —ps=F?.¢s

coz vede ke kvadratické rovnici
qs-F2 — Fy +ps=0.

Resenim dostaneme dva koteny

1—+/4qps?
F, = 2qs
1 144/ 4qps?

2qs

14-+/4qps?

52 nevyhovuje zadani, protoze ma v bodé 0 limitu

pritom ale kofen
00.
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Disledek 2.3.19. Pravdépodobnost, ze ndhodna prochazka nékdy navstivi
kladnou ¢ast redlné osy, je rovna min {1, %’}.

Dtikaz: Hledana pravdépodobnost je rovna pravdépodobnosti ze ndhodné
prochéazka navstivi bod 1. Ta je rovna

Zfl(n)v

souctu pravdépodobnosti, ze se dostaneme do bodu 1 v néjakém case n.
Vime, ze
o
Fi(s) =) filn)-s".
n=0

Dosazenim s = 1 dostaneme

ifl(n> :Fl(l) _ 1_<1_4PQ) _ 1 - \/1_4]?(1_])) _

‘ 2¢ a 2(1-p)

NI

n=

1-(1=2p? 1-]1-2p| 1-|q—p| _
2(1-p) 2(1 —p) 2q
{1((QP)) _ l-ptq _ 2¢ _

oF = 5 _2q_1 proqg < p

l—g+p __ 2p __ p ’
—t == == ro
2q 2q q proqg > p

Piiklad 2.3.20. Ruleta ma 37 ¢isel (véetné 0). Budeme vsézet stale na licha

c¢isla, tedy p = % aq= %. Pravdépodobnost, ze budeme nékdy vyhravat je
p_ 18

q 19°
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Kapitola 3

Diskrétni modely ve financ¢ni
matematice

V této kapitole se budeme vénovat 1-krokovym a vicekrokovym diskrétnim
modeltim finan¢éniho trhu.

3.1 1-krokovy model

Uvazujeme jednu pevné zvolenou akcii, a predpokladejme, ze
— v Case t = 0 je cena akcie Sy zndma hodnota;
— v Case t = 1 je cena akcie S; ndhodna veli¢ina (neznaméa hodnota).
Hodnota S (w) je funkei trzniho scénare w € 2, kde

Q= {W17 ) Wk}

je prostor trznich scénait

Déle ptredpokladejme, ze existuje bezrizikové aktivum, jehoz hodnota v
caset =0 jerovna l a vt =1 jerovna e" za vSech trznich scénaiti. Hodnota
r se nazyva bezrizikova irokova mira. Pfedpoklddame, Ze r je Grokova mira
stejna jak pro pujcovani, tak pro ukladani penéz.

1. priklad: Forwardova smlouva (uzaviend v Case t = 0): V Case t = 1
koupi X od Y jednu akcii za cenu F'. Jaka je “spravna” cena F'?

Véta 3.1.1. Jestlize neexistuje arbitraz, pak cena forwardové smlouvy je
F= SO -e’.

Arbitrazi je minéna moznost jak si bez rizika zajistit zisk “z ni¢eho”. Pfesnou
definici si uvedeme za chvilku.
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Dikaz: Dokézeme, ze jak F' > Sy - e, tak F' < S - €" vede k arbitrazi.

1) Necht F' > Sy - e” (vyhodné pro Y). Uvazujme néasledujici strategii:

t =0 ...Y sivyptijéi v bance Sy, koupi akcii a uzavie forwardovou
smlouvu na prodej akcie.

t=1...Y proda akcii za F', do banky vrati S - e".

Zustane mu bezrizikovy zisk F'— Sy -e”" > 0, strategie tedy dava arbitraz.

2) Necht F' < Sy - e" (vyhodné pro X) Uvazujme ted tuto strategii:

t =0 ... X proda akcii na kratko (tedy vypujéi si akcii — tzv. short-
selling) za Sy, ulozi vynos do banky a uzavie forwardovou smlouvu na koupi
akcie.

t =1 ... X dostane z banky Sy - ", koupi akcii za F' a vrati ji (tj. uzavie
kratkou pozici). Zistane mu Sy - €” — F' > 0, tj. bezrizikovy zisk. Opét je to
arbitraz.

Tedy pokud neexistuje arbitraz, pak F' =Sy - e".

2. priklad: Evropska call opce dava drziteli pravo koupit akcii v Case

t =1 za cenu K (tzv. realizatni cena opce). Kupec opce zaplati v ¢ase t = 0
za toto pravo prodejci cenu Vj. Jaka je férova cena V7 (V ¢ase t = 0 nezname
Sl-)

Drzitel opce ji uplatni, je-li K < S; (jinak koupi akcii levnéji na trhu).
Tedy hodnota v ¢ase t =1 je

S1— K pokudS; > K

Vi=(Si—-K), = .
1= (5 )+ {0 pokud 57 < K

Jaka je hodnota V7 Predpokladejme, Ze existuji dva mozné trzni scénare
(w1,w2) a necht pro t = 1 mame S1(w;) = dy a S1(ws) = ds.

Chceme urcit V), za predpokladii
1. di < K <dy
2. d1§SQ'GT§d2

(pro Sp-e" < d; < dy dostaneme arbitraz). Uvazujme portfolio (21, xa, x3) €
R3, kde z; je pocet aktiv penézniho trhu (bezrizikovych), x5 je pocet akcii a
xr3 pocet opci.

Hodnota portfolia v ¢ase t = 1 za scénaie w; je

hW=x1-€¢ +xo-dy +0- 23
Hodnota portfolia v ¢ase t = 1 za scénafe ws je

Yo =x1-€ +x3-do+ (dy — K) - x5
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Zobrazeni T : (z1, T9, x3) — (Y1, y2) je linedrni zobrazeni z R® — R?,

které ma nenulové jadro dimenze 1.
Tedy pro portfolio (0, 0, 1) existuje jednozna¢né portfolio (1, x2, 0),

které m4 stejnou hodnotu jako (0, 0, 1) v obou scénéaiich.!

Hodnoty 1 a x5 najdeme TeSenim rovnic:
$1'6T+$C2‘d1:0

pro (V1 (wy)) a
xl‘er"—xQ‘dQ:dQ—K

pro (Vi (ws))-

Resenim dostaneme:

—dle_’” (dg —K>
Ir =
dy — dy
a
K
2T dy—dy

Portfolio (x;, x2, 0) ma stejnou hodnotu jako (0, 0, 1) v kazdém scénafi.
Musi mit tedy stejnou hodnotu v ¢ase ¢t = 0 (jinak by existovala arbitraz).

Tedy
_ dl(dg — K) dg — K STSO - d1 _
V [ T, .1 ~S = d —K _— " 0
0 ¢ dg—dl +d2—d1 0 <2 ) d2_d1 ‘ *

= "Vi(w2)p+ Vi(wi)(1=p),
kde Vi (wy) = 0.
e~ " je diskontni faktor a
- GTSO - d1
b=, —d
se nazyva “trzni” (risk-neutralni, rovnovazna) pravdépodobnost scénare ws.
Tedy Vj je diskontované ocekavani hodnoty opce v ¢ase t = 1 vzhledem

k trzni pravdépodobnostni mife.

Ltzv. replikujici portfolio
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3.2 Zakladni véta APT

APT oznacuje arbitrazni teorii ocenovani (Arbitrage Pricing Theory)
Uvazujme trh s K aktivy A!, ..., A® volné obchodovatelnymi, kde A'
je bezrizikové aktivum. Cena podilu aktiva A7 v ase t = 0 je S} (znamaé
hodnota).
Mame trzni scénare

Q= {(4}17 cees Q)N}.

Ptedpokladejme, Ze A! je bezrizikové, tj.

Silwy) = ¢’
pro vSechna j =1, ..., N, kde r je rokova mira.
S (w;) (ndhodné veli¢iny na 2 = {wy, ..., wy}) bude oznacovat hodnotu

aktiva A7 v ¢ase t = 1 za scénéfe w;.
Méme tedy matici N x K s prvky Sy (w;) (scénéare piseme do radku).

Definice 3.2.1. Portfolio je vektor
O = (b, by, ..., k) € RE,
kde 6; je pocet podili aktiva A7 v portfoliu. Pro 6; < 0 je majitel v kratké

pozici v aktivu A7 (o velikosti | 6; |). V Case ¢ = 0 je hodnota © rovna
K .
Vo () =) 0;- 5.
j=1
Pro t = 1 zavisi hodnota © na w;,

K
Vi(©, wi) =) ;-5 (wi).
=1

Definice 3.2.2. ArbitraZ je portfolio, které “ziskava penize z niceho”, tj.
formalné: bud

% (©)<0 a Vi(0,w)>0

pro vSechna w; € 2, nebo
WO) <0 a Vi(O,w;)>0

pro vSechna w; € €.

Definice 3.2.3. Pravdépodobnostni mira m; = 7(w;) na mnoziné €) vSech
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scénafu je rovnovaznd pravdépodobnostni mira (neboli risk-neutralni
mira), jestlize pro vSechna A’ je hodnota podilu v ¢ase t = 0 rovna diskon-
tovanému ocekavani vzhledem k pravdépodobnostni mife 7 hodnoty podilu

v Case t = 1. Tedy
N

S = e_TZW(wi) - 57 (w;)

i=1
pro vSechna 7 =1, ..., K, kde e™" je diskontni faktor.

Véta 3.2.4. (Zakladni véta APT): Rovnovdind pravépodobnostni mira
existuje prave tehdy, kdyzZ neexistuje arbitraz.

Dukaz:

Implikace < je snadna:
Jestlize existuje rovnovazna pravdébodobnostni mira a © je portfolio,
jehoz hodnota v ¢ =1 je > 0 za vSech scénari, pak

60(0) = 677”27'((0.)1) V1(O,w;) >0,

tedy O neni arbitraz, a arbitraz neexistuje.

Nyni chceme dokazat opacnou implikaci: Neexistuje-li arbitraz, pak exis-
tuje rovnovazna pravdépodobnostni mira takova, ze

N

Sh=e"Y wlw) - S (w).

i=1

Pro j =1 plati tento vztah automaticky:
N
1=5; = e_TZW(wi) e’
i=1

= G_TZW(M‘) - SH(w).

Uvazujme nyni 2 < j < K. Oznacme ¢ mnozinu vsech takovych vektortu
tvaru y = (Y2, ..., Yk ), kde

N
y=e "y mw) - S (w)
i=1
pro vSechna j = 2, 3, ..., K, pro néjakou pravdépodobnostni miru 7.
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e C RE~! je uzavieny konvexni polyedr, ktery je konvexnim obalem svych
extrémnich bodd, které odpovidaji pravdépodobnostem 7 (w;) = 1, 7 (w;) =

0 pro j # 0.
Chceme dokazat, ze neexistuje-li arbitraz, pak

S= (2, ... SK) .
Jinak feceno, pokud S ¢ ¢, pak existuje arbitraz. Vyuzijeme vétu o od-
délujici nadroviné:

Véta 3.2.5. (Véta o oddélujici nadrovine:) Necht F' C R™ je uzaviend kon-
vexni mnozina, x ¢ F. Pak existuje v € R™ tak, Ze v-x < v ey pro viechna
y- F, kde - je skalarni soucin.

Dukaz: Necht a je nejblizsi bod v F' k bodu z, pak vektor a —x mé hledané
vlastnosti.
Mame tedy
S€e= 30" =(0y, ..., 0k) #0

tak, Zze pro vSechna y € ¢ plati:
y-0*>5.0"

¢ obsahuje extrémni body, tedy pro vSechna ¢ plati:

K K
G_Tzej . S{(wz) > ZQJ . Sé
=2 =2

(tj. Ai > B).

Tedy existuje arbitraz:

Necht A; < 6; < B pro vSechna i, pak portfolio (—6y, s, ..., Ox) je
arbitraz (hodnota v ¢t =0 je < 0 a hodnota v ¢t = 1 je > 0 pro vSechna w;).

Uvazujeme evropskou call opci, jejiz vyplatni funkce je, jak vime,

Vi= (Sl —K)+~

Déle Si(w;) = d; proi = 1,2 a d; < dy. Pokud neexistuje arbitraz, pak
existuje m takova, ze cena v £ = 0 je diskontované ocekavani, tedy specialné
pro akcii mame

So=-e€"(m(wy) - dy + m(w2) - da)

a vime, Ze 7(wy) + 7(we) = 1. Specidlné plati d; < Sy-e” < dy (v pFedchozim
to byl predpoklad, ted to plati automaticky).
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Dostaneme

_dy — Spe”
m(wy) = hod
a
_ Spe" —dy
m(wy) = _d

Je-li opce volné obchodovatelna, a ma-li ztistat trh bez arbitraze, musi
totéz platit i pro opci, tedy:

. SQ@T — dl

‘/():W<CL)2)'(CZ2_K)+7T(W1) 'OZW(WQ)'(CZQ—K) = dz—dl (dQ—K)

Jisténi (Hedging): Uvazujme aktiva A', A2, ..., A% B. Nechf S/(w;) a
SEB(w;) jsou ceny v Case t a scénafi w;, kde t = 0, 1.

Definice 3.2.6. Portfolio © = (0, s, ..., Ok) je replikujici portfolio pro
B, jestlize

K
SP(wi) = 0, - S (wi)
j=1

pro vSechna ¢ =1, ..., N.
Véta 3.2.7. Necht © = (01, 0s, ..., Ok) je replikujici portfolio pro B. Neexistuje-

lv arbitraz, pak v case t = 0 plati:
K .
SE=>0;-5)
j=1

Dukaz: Necht tvrzeni neplati.

K )
Je-li S > >0, - S}, pak (=1, 0y, 0o, ..., Ox) v (B, Al A% AK) je
7=1
arbitraz, protoze
K .
> 0S5 - 55 <0
j=1
K .
SP(wi) =Y 05 Si(wi) =0
j=1

pro vSechna w; € Q.
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Analogicky, pro
K
Sy <> 0;-S
j=1

vezmeme opacné portfolio.

3.3 Model s vice periodami

3.3.1 Trh se dvéma periodami

Uvazujme jedno bezrizikové aktivum a 1 rizikovou akcii. Trzni scénére jsou
nyni

Q= {(++) ) (+_) ) (_+) ) (__)}'

Predpokladejme, ze

S1(+) =Uu- SO

Sl(—) - d . SO

Sz(“‘—") = '51(+) == U2 So
So(+—)=d-Si(+)=u-d- Sy
SQ(—+) =U- Sl<—) =d-u- S()
Sy(——)=d- Si(—)=d*- Sy

(u...upad...down.) Mame tii ¢aste¢né trhy. V kazdém udélame stejny
vypocet jako v jednokrokovém modelu. Dostaneme rovnovazné pravdépodob-
nosti (pro jednoduchost predpokladejmé, ze r = 0).

1-d
Pu= "4
(So se vykrati) a
u—1
pd—u_d-

Celkem rovnovazna pravdépodobnostni mira bude:
P(++) =p,, P(==)=ps P(+=)=P(=+) = pupa.

3.3.2 Vicekrokovy model s T kroky

Mnozina vSech moznych scénaii je v tomto pripadé

Q={(+,+, +, -, +), (4, +, e, +, =), oy (= —5 ooty =)}
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M4 27 prvki, je tedy 27 moznych scénar.
Pro w € (Q je jeho rovnovazna pravdépodobnost

P(w)=py -py ",
kde K je pocet + ve scénarii w.

Chceme-li ocenit opci, jeji cena bude o¢ekavani (obecné diskontované oce-
kavani, ale my pro jednoduchostuvazujeme r = 0) jeji hodnoty v case T

Vr = (St — K)+

viéi rovnovazné pravdépodobnostni mife. Necht m je nejmensi pfirozené ¢islo
takové, ze Sy - u™ - dT ™ > K. Mame tedy

V_in_T—n. T SndT—n_K
0= Dy " Py n (ou )

_ Tm(1—dzn.(u—1)Tn | (T) (o - dT — K.

“ uw—d)" n

kde (Z:) je pocet trajektorii s celkem n plusy.

Poznamka. Polozime-li d = %, pak v limité pro T" — o0 a u = evT
dostaneme Black-Scholestiv spojity model pro ocenovani opci. o je parametr
nazyvany volatilita.
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Kapitola 4

Zakony arcsinu a Podlyova véta

4.1 Zakony arcsinu pro symetrickou nahod-
nou prochazku

V této podkapitole uvedeme dva zakony arcsinu, pro ¢asy pobytu napravo
od pocatku (tj. v kladnych hodnotach) a pro posledni navstiveni pocéatku.

4.1.1 1. zakon arcsinu

Véta 4.1.1. (1. zdkon arcsinu pro posledni ndvstévu pocatku):
Necht p = % a So = 0. Pravdépodobnost, Ze posledni ndvstéva pocdatku do
casu 2n nastane v case 2k, je rovna

P (Sor, =0)- P (Sqp—2r =0).

Dukaz: Oznacme as,(2k) pravdépodobnost, Ze posledni navstéva pocatku
do Casu 2n nastane v case 2k. Mame

on(2k) = P (S, = 0) - P (Sagq1 * Sapr2.--S2n # 0 [ Sa, = 0) .
Z, ¢asové homogenity plyne
9 (2k) = P (Sor, = 0) - P (S} - Sg...8%m_9x # 0| So = 0).

Tvrzeni tedy plyne z nasledujiciho lemmatu.

Lemma 4.1.2. Pro symetrickou nahodnou prochazku plati:
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kde P(Sam = 0) = () (1)™.
Dikaz: Vyuzijeme disledek véty o volbach: Je-li Sy = 0, pak pron > 1

plati
1

P (81855, #0| S =0) =5 - E(| Su )

Déle ze symetrie plyne

1 1 «
P(S1.80m # 0) = 5 E(| Sam |) =2+ 5~ > 2k P(Sam = 2k)

k=1

_22— P(Som = 2k) —QZ <m+k>

G =6 2lm) -]

V poslednim ¢lenu je m pocet krokti do prava a vyraz se sumou je tzv.
teleskopicky soucet!. Dale plati

2m — 1 2m — 1 _2k 2m
m+k—1 m—+k/) 2m\m+k)/)
Opravdu, mame

2m—1)..(m—k+1) (2m—1)...(m—k:):

(m+k—1)! B (m+k)!
(m+E)@2m—1)..(m—k+1)—2m—1)...(m—k+1)(m—k)
B (m +k)!
_@m=1)..m—k+1)[(m+k)—(m—Fk)] 2k 2m(2m—-1)..(m—k+1) _
B (m +k)! -~ 2m (m+k)! B

2k 2m
S 2m \m+k)
Odtud plyne, ze

(5) Rl - Gl =260 ) - (o)

k=1

17 takovéhoto sou¢tu nam ztistane jen prvni a posledni ¢len - ostatni se odedtou.
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5. (%)m (Qmm— 1) _ (%)Qm LUEDESLE.

_ (%)M 2m(2m—:n)!...(m+1) _ (%)2’” (2::) P (S = 0).

a odtud plyne tvrzeni véty.

V nasledujici podkapitole uvidime pro¢ se témto tvrzenim fika zakon
arcsinu.

4.1.2 Stirlingova formule

Chceme porovnat hodnotu n!, (kterd se v riznych forméch vyskytuje v kom-
bina¢nich ¢islech pro poéty trajektorii) s mocninnymi funkcemi. Vime, ze
n">n-(n—1)..2-1> 2" tedy n” > n! > 2"

Jak rychle jde ale posloupnost a,, = 7% k nule? Lze ji srovnat s geomet-
rickou posloupnosti? Pro n — oo dostaneme

(n+1)! n!

Unt1 _ D™ GkD” n \" 1
an 2—7'1 2—7'1 n—+1 e

Tedy (zatim jen hodné pfiblizné) mizeme psat

n! 1
e
neboli n! ~ Z_:
Stirlingova formule dava presnéjsi odhad. Plati

n?’l

n! ~ —V2mn
e’ﬂ
v tom smyslu, ze

n!
lim——— =1.
n—0 Z_Z \/ 27]-”
Ze Stirlingovy folrmule dostaneme odhad na hodnotu ug, = P (Sor = 0) .

Lemma 4.1.3. Plati u,, ~ J%Tk pro k — oo, tedy

. Ugg
lzmT =1.
k—00 ——

vk
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Dukaz: Mame

ugy = P (S = 0) = (2:) ‘ G)Qk

w3 G () -

CNZ \/or ok (1)1“ 92k . 2k /9k2 (1) V2 1
T VEmeR 1N =y
(kk\/27rk‘>

Podle zakonu arcsinu je

Qon(2k) = ugg - Up—ok,

tedy
P (Sgk - O A Sgk+1...32n 7£ 0) - P (Sgk - 0) . P (Sgnfgk - 0)

Ze Stirlingova vzorce mame

()égn(Qk) ~

1 1 1
ik Viin—k) w/k(n—k)
Hodnota +/k (n — k) je maximélni pro k = 2, tedy as,(2k) je minimélni pro
A}
2

Oznac¢me T5,, ¢as posledniho navstiveni bodu 0 do ¢asu 2n. Pak pro x €
(0, 1) mame,

P(Ty, <21n) =y —F—ee

e TV n—k)
/fm 1 2 \/E
—_—du = -,

o myu(n—u) T n

nebot




4.1.3 2. zakon arcsinu

2. zdkon arcsinu se tyka ¢ast pobytu na jedné strané od pocatku (tj. doby,
kdy jeden z hraca byl ve vedeni).

Véta 4.1.4. Nechi'p = % a Sy = 0. Pravdépodobnost, Ze nahodnd prochdzka
strdvi presné 2k casovych intervali napravo od pocdtku je (opét) rovna

P (Sgk - 0) . P (Sgn_gk - O) .

Diikaz: ucebnice Grimmet, Stirzacker

4.2 Polyova véta v R"

Definice 4.2.1. Mé&jme posloupnost nahodnych vektortt X, X, ..., X,
kde

X, = (X(” x® X.(m))

je m-rozmérny vektor. Necht plati

p(X.(j):1> _1
2

)

p(X@ - _1) _!
2

)

pro vSechna ¢ € N a pro v8echna j € {1, 2, ..., m}, a vSechna Xi(]) jsou
navzajem nezavislé nahodné veliciny.
m-rozmérna nahodna prochazka je definovana vztahem

Sr(zj) _ S(()j) + ZX](;)7
k=1

tedy vektorove

k=1
Pro m = 2 uvazujme mnozinu miizovych bodt
7 =A{(i,j)]i,j €L} =L L.
Necht Sy = (0, 0), pak

PISi=[1,1] = P[$ = [-1,-1]] =
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= P[Si = [-L1) = P[s = [L-1) = §

Véta 4.2.2. (Pdlyova véta): Pravdépodobnost, Ze se nahodnd prochdzka
vrati nekonecnékrdt zpét do pocdtku je rovna 1 prom =1 am = 2 a je rovna
0 pro m > 2.

Poznamenejme, ze pro m = 3 je pravdépodobnost alespon jednoho navratu
do pocatku = 0, 35.

Dtkaz: Jako u jednorozmérné prochazky oznacme

po(n) =P (S, =0)
pravdépodobnost navratu v Case n, a

fO (n) = P(Sn =0 A Sl . SQ...Sn,1 7& O)

pravdépodobnost prvniho névratu v case n. Necht Py a Fj jsou generujici
funkce téchto posloupnosti. Vime, ze pro generujici funkce plati

1
Fh=1——.
0 2
Méame
P (Gastice se nékdy vrati do poc¢atku) = ifo (n)=F(1)=1- ! :
n=1 PO (1)

Tedy
Py(1)=> po(n).

Odtud dostavame, ze

o0
1 pokud > " po (n) diverguje
P (astice se nékdy vrati do pocatku) = ns!
<1 pokud > pg(n) konverguje

n=1

Podle Stirlingovy formule vime, Ze ug, ~ \/ﬂlfk Prom =1 je

—_

I
SRR

Bl

3
IE]
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Vime, ze

n=1
diverguje, protoze
=1
n=1 ne
konverguje pro s > 1.
Prom > 1 je
P(S,=0)=P(SP=8%=..=8m=0)=(P(sV=0))",
tedy
2 1 2\2 [1\°?
=P(S,=0)~= —— | == —
on-risc-o= (25 () ()
Dale
[ee] [e.e] 1
2~
n=1 n:ln ?

konverguje pro % > 1, tj. m > 2.

Tedy pro m > 2 je hledana pravdépodobnost < 1, prom =1am =2 je
hledana pravdépodobnost 1.
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Kapitola 5

Martingaly

Martingal je matematickym vyjadfenim myslenky “férové hry” Vime, ze je-li
trh bez arbitraze, existuje rovnovazna pravdépodobnostni mira P.
Ve jednokrokovém modelu:

Q = {wl, CUQ}

aSy=e "Ep (Sl) =F (e*T . 51)
Tedy cena v Case t = 0 je ocekavani vzhledem k pravdépodobnosti P ceny
v Case t = 1.

Obecné pro T-krokovy model
So = Ep (ST . B_TT> .
Navic pro libovolny cas t < T je
St = EP (ST : e—r(T—t) ’ SO)‘Sla SRED) St) )

kde S; je podminéné ocekavani diskontované hodnoty S, podminéné infor-
macemi o trznim scénafi, které mame v cCase t.

Tedy diskontovany proces S; mé vlastnost martingalu.

Pfipomenuti: Mame (92, A, P), kde A je o-algebra'! (pozorovatelné jevy).

Definice 5.0.3. Mé&jme méfitelny prostor (2, A), mnozinu realnych ¢isel R
a indexovou mnozinu T # ) (kterd hraje roli ¢asu). Déle mé&jme zobrazeni
X : QxT — R, které ma tyto vlastnosti:

1. proVt € T: X (e, t) je ndhodna veli¢ina (zna¢ime X;)

lg-algebra je systém podmnozin €, uzavieny na sjednoceni, dopliiky, a primiky (i
spocetné).
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2. pro Yw € Q: X (w, o) je prvkem mnoziny realnych funkei definovanych
na 7.

Pak takové zobrazeni nazyvame stochasticky proces definovany na
mnoziné T'. Zna¢ime {X;; t € T'}.

Déleni stochastickych procesti: mame 4 zékladni typy:

e diskrétni proces s diskrétnim ¢asem (napt. ndhodné prochézka)
e diskrétni proces se spojitym Casem (napf. Poissontiv proces)

e spojity proces s diskrétnim casem (napt. Markovovy Fetézce)

e spojity proces se spojitym ¢asem (naptf. Wienertv proces)

5.1 Prirozena filtrace

Definice 5.1.1. Ve vicekrokovém trhu se informace o trznim scénéri odha-
duje krok po kroku. Pro ¢ < T definujeme

Fi = {vSechny jevy ur¢ené béhem prvnich ¢ period} .

F: je o-algebra. Konec¢na posloupnost (-Ft)ogth se nazyva prirozend fil-
trace prostoru trznich scénaiu €.

Obecné, systém o-algeber (F;),,p se nazyvé filtrace, jestlize plat
Ft g Fs

kdykoliv je t < s. (To znamenad, Ze s rostoucim ¢asem neztracime informace,
o-algebra se s rostoucim Gasem zvétSuje.)

Priklad: 2-krokovy model trhu. MnoZina trznich scénéit je
Q={++), (+-), (=+), (=)}
V dase t = 0 jsou urceny pouze jevy Q a (), tedy
Fo =10, Q}.
V caset = 1 jsou urceny jevy: F = {(++), (+—)}aF_ ={(—+), (—)}.

Tedy
fl — {@, Q, F+, F_}
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V ¢ase t = 2 jsou urceny vSechny jevy (kazdd podmnozina ), tedy

Fo = exp Q = {Vpodmnoziny 2} .

Priklad: T- krokovy model. Mnozina Q0 trznich scénaru je mnozina
posloupnosti délky T s komponentami +, -. Celkem je jich 27.
Castecny scénai jsou posloupnosti & = (&1, &, ..., &) délky t < T, kde

§j =+ nebo { = — pro j =1, 2, ..., t. Mnozinu téchto scénait oznacme
Q.

Pro kazdy céasteény scénai & = (&, ..., &) definujeme jev F (&) jako
mnozinu vSech uplnych scénéii, jejichz prvnich ¢ slozek jsou prave &, ..., &,
tedy

F)={weQ: wj=¢ pro vsechna j =1, 2, ..., t}.
Uplné scénate odpovidaji koncovim uzliim stromu, ¢asteéné pak nekon-

covym. o-algebry F; definujeme jako

Fi = {v8echna kone¢né sjednoceni jevi F'(§), kde £€=£1,&,..., & € U}

Martingal je herni strategie: V 1. kroku vsadime 1 K¢. Pokud prohrajeme,
vsadime 2 K¢ (nakonec vyhrajeme, ale musime mit neomezené zdroje).

Cena akcie v Case t zavisi na trznim scénafi, ale jen na jeho slozkach do
casu t, nezavisi na slozkach scénare v casech > t.
Tedy proces ceny je adaptovany prirozené filtraci.

Definice 5.1.2. Posloupnost nahodnych veli¢in X; je adaptovana priro-

zené filtraci, jestlize pro kazdé t a pro kazdy trini scénai w = &, ..., &
hodnota X; (w) zavisi jen na ¢asteéném scénéfi wy, wo, ..., W;.

5.2 Martingal

Definice 5.2.1. Necht F jepfirozena filtrace prostoru trznich scénaia Q =
{w1, wa, ..., wy} a P je pravdépodobnostni mira na 2. Adaptovana posloup-
nost nahodnych veli¢in X; se nazyva martingal, jestlize plati

E(Xt+1 ‘ ]:t) =X
pro vSechna t € {0, 1, ..., T — 1}.

Pokud
E (X | ) > X,
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mluvime o submartingalu, pokud
E (X | F) <X

mluvime o supermartingalu.
F; obsahuje veskeré informace dostupné v case t, vétsinou je tato infor-
mace obsazena v hodnotach X;, X,, ..., X;.
Tedy
E(Xi | F) = E (X | Xy, X, oo, Xo)

Definice 5.2.2. (obecnéjsi): Necht {S,} pro 0 < n < oo je posloupnost
nahodnych veli¢in, ktera splnuje

1. E(|S,]) < oo,
2. E(Spi1 | Xo, X1, oy Xp) = S,

pak S, se nazyva (diskrétni) martingal vzhledem k posloupnosti
nahodnych veli¢in X,, pro 0 < n < oo.

Priklad 5.2.3. Symetricka (jednoducha) ndhodna prochéazka: Necht P (X; =
% =P(X;=-1)as, =X+ ..+ X,, pak S, je martingal vzhledem k po-
sloupnosti X,,.

5.3 Samofinancujici portfolia

5.3.1 Dynamické portfolio

Uvazujme T-krokovy model trhu s obchodovanymi aktivy A', A2, .., AK,
Oznacme S (w) cenu podilu aktiva A v ¢ase t ve scénaii w. a O (w) pocet
podila aktiva A, které drzime v portfoliu © v ¢ase t za scénafe w (tj. béhem
obdobi od skonceni obchodovani v case ¢t do zacatku obchodovani v case
t+1).

Posloupnost © musi byt adaptovand pfirozené filtraci. Dynamické port-
folio je omezené, jestlize nahodné veliciny ©7 jsou vSechny omezené.

5.3.2 Samofinancujici portfolio

Hodnota portfolia © po rebalancovani (upraveni) v ¢ase t za scénaie w je

VO =VP(w) =) 0/ (w) 5 (w),
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kde soucet je pies vSechna aktiva A = A!, A2, ... AK.

Hodnota V.2, bude obecné jind, nez V;@, kde V2, je po probéhnuti ob-
chodovani v cCase t.

Pokud do portfolia nepfidavame ani neodebirame prostiedky, musi byt
jeho hodnota tésné po rebalancovani stejna jako pred rebalancovanim, tedy

Z@A St+1 Z@tJrl t+1 w),

kde SA 41 Jsou nové ceny a oA 11 jsou nové podily v portfoliu.
Upravou pak dostaneme

Vi (w) — Z@A Si (W) = S (w)) .

To je podminka pro samofinancujici portfolio.
Véta 5.3.1. Necht v T-periodickém trhu M neexistuje arbitraz a necht exis-

tuje bezrizikové aktivum s urokovou mirou r = 0. Pak vzhledem k rovnovdzné
pravdépodobnostni mife je proces cen (S;) libovolného obchodovatelného ak-
tiva martingalem vzhledem k prirozené filtraci

Definice 5.3.2. Necht F; je pfirozena filtrace a Y; je posloupnost nadhod-

nych veli¢in adaptovanych F;. Y; se nazyva predvidatelna posloupnost,
jestlize pro vSechna t > 1 je Y; F;_; - méfitelna, tedy hodnota Y; na konci
kazdé obchodni periody je funkci hodnot znamych na zacatku této periody.

5.4 Martingalova transformace

Definice 5.4.1. Nechf {X;} pro 0 < ¢ < T je martingal a necht {Y;} pro
0 <t < T jeptredvidatelnd posloupnost. Pak martingalova transformace

{(Y @ X),} <, je posloupnost ndhodnych veli¢in definovana jako
t—1
(Y eX) =Xo+ ZY} (AX)j-l-l
=0
y kde (AX)t—‘,-l = XtJrl — Xt.

Véta 5.4.2. Martingalovd transformace je martingalem vzhledem k F;.

Dusledek 5.4.3. Necht M je T-periodicky trh bez arbitraze, obsahujici
bezrizikové aktivum s trokovou mirou r = 0 a necht M mé rovnovaznou
pravdépodobnostni miru P. Pak pro kazdé samofinancujici portfolio je proces
jeho ceny (Vt@)o << Martingalem.

Diikaz: Proces ceny je martingalova transformace.
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5.4.1 Podminéna ocekavani a martingalova transfor-
mace
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Kapitola 6

Uplnost trhu

6.1 Véta o uplnosti trhu

Uvazujeme trh M s aktivy A, ..., A¥. Pfipomenime si, co iik4 Zakladni véta
arbitrazni teorie (APT): Z neexistence arbitraze plyne existence rovnovazné
pravdépodobnostni miry (mize jich byt i vice).

Definice 6.1.1. Trh bez arbitraze se nazyva uplny, jestlize existuje prave
jedna rovnovazna pravdépodobnostni mira. Trh je netplny, pokud existuje
vice rovnovaznych pravdépodobnostnich mér.

Definice 6.1.2. Derivat je obchodovatelné aktivum, jehoz hodnota V; v
¢ase t = 1 je funkci Vj (w;) trzniho scénafe (tj. ndhodné velicina, funkce na

Q= {wl, ceey UJN}).

Replikujici portfolio pro dany derivat V', jehoz hodnoty v case ¢ = 1 za
scénaie w; jsou rovny V; (w;) je portfolio © = (6, ..., 0;) v aktivech A!, ..., AF
takové, ze:

k
Vi(wi) = 60; -5 (wi),
j=1

kde 57 (w;) je cena j-tého aktiva A7 za scénafe w;.
Z neexistence arbitraze plyne, ze

k
Vo=> 0;-53,
j=1

tj. derivat mé jednoznacné urcenou cenu v case t = 0.
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Véta 6.1.3. (o uplnosti trhu): Necht M je trh bez arbitrdze s bezrizikovym
aktivem. Ezistuje-li pro kaZdy derivdt replikujici portfolio v A, ..., A*, pak
je trh uplny. Naopak je-li M plny a rovnovaznd pravdépodobnostni mira
ddvd kladnou pravdépodobnost kaZdému scéndri (tj. 7 (w;) > 0 pro Vi), pak
pro kazdy derivdt existuge replikugici portfolio (a tedy derivdt md jednoznacné
urcenou cenu,).

Diikaz je zalozen na jednoduchych myslenkéch z linearni algebry. Derivaty
tvoii vektorovy prostor (izomorfni RY). Trh je tplny, pravé tehdy kdyZ hod-
noty A', A2, ..., A generuji RV. Tedy vektory S? (w;), j = 1, ..., k generuji
RY. Specialné plati k& > N.

Dikaz: Chceme nejdiive dokazat, ze pokud existuje replikujci portfolio,
pak M je tplny.

Uvazujme pro pevné zvoleny scénar w; € €2 nasledujici derivat D;, jehoz
hodnota v ¢ase t = 1 je rovna

Vi (wi) =

0 proi#1
1 proi=1

Podle predpokladu existuje replikujici portfolio pro D;, ozna¢me ho © =
(01, ..., Oy), v aktivech A, ..., A¥. Tedy

Vo= 0;-A.

Je-li m rovnovazna pravdépodobnostni mira, pak také
N
Vo = e"”ZVl (wi) -m =e " (wy).
i=1

Odtud plyne
k
7 (wy) = erzej .57
j=1

a tedy 7 je jednoznac¢né urcena.
Zbyva ndm dokézat opacnou implikaci. Oznacime

U:} = (S{ (wl) ) S{ (WQ) ) e S{ (WN))

vektor v RY pro kazdou hodnotu j (pro kazdé aktivum A;). Derivét je vek-
tor v RY, ktery d4 se replikovat pravé tehdy, kdyz vektor jeho hodnot v
jednotlivych scénéfich patii do linedrniho obalu vektori aj.
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Necht existuje 7 (w;) jednoznacné urcend, takova, ze 7 (w;) > 0 pro vSechna
i. Budeme postupovat sporem: Necht existuje derivat D, ktery nema repli-
kujici portfolio. Tedy jsou-li jeho hodnoty ve scénarfich w; rovny f(w;) a
oznacime-li

F=(f @)y flwn)

pak f neni lineadrni kombinaci @}, a tedy a; negeneruje RY. Existuje tedy
vektor U = (v, ..., un), ktery je kolmy na libovolny vektor a; pro vSechna j.

Tedy
N .
D i 87 (wi) =0
i=1
pro j =1, ..., k. A je bezrizikové, tedy

A% (w;) =¢€"

N

pro v8echna i. Specidlné tedy vL (1, ..., 1) a > v; = 0. Pro dostate¢né malé
i=1

€ > 0 oznacme

™ (w;) =7 (w;) + € - v;.

Méame
N N N
Zﬂ'* (w;) = ZT{' (wi) + Zvi =14+0=1.

Navic, je-li € dostatecné malé, pak 7* (w;) > 0, nebot 7 (w;) > 0, a plati

N
Zﬂ' w;) 1)—2 (w;) - S (ws —i—eZvl S7 (w;) ZTF wi) - 57 (w;)
i—1 i—1

a tedy 7* je dalsi rovnovazna pravdépodobnostni mira, coz je spor.
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Kapitola 7

Wieneruv proces (Browntv
pohyb)

Wieneriv proces je proces se spojitym casem a spojitymi hodnotami, ktery
miZzeme intuitivné chépat jako limitu ndhodné prochazky (pro Az — 0 a
At — 0).

Necht P{X; =1} = P{X; = -1} = 3, kde X;, ..., X,, jsou stejné roz-
délené nezavislé nahodné veli¢iny s F (X;) =0 a Var (X;) = 1. Potom

S, =X+ Xo+ .+ X,,,

kde Sy = 0 je standardni symetrickd ndhodné prochazka.
Prot =n- At (tedy n = %) definujeme
Sy =Suar= (X1 +Xo+ ...+ X,) - Az.
Z nezavislosti piirtstki X; plyne, ze E (S;) =0 a
t
Var (S;) = (Az)? -n = (Az)® - —.
ar (5) = (M) 0 = (Aa)

Zajima nas limitni prechod Az — 0 a At — 0.
Uvazujeme mocninnou zavislost mezi Az a At. Pro At = (Az)”, kde
p > 0, dostavame
—0 rop <2
At

Var(S;) = tqe=t prop=2.

— 00 prop>2
Konec¢ny nenulovy rozptyl tedy dostaneme jen pro volbu p = 2. Pro

At = (Az)’
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dostaneme v limité pro At — 0 standardni Wienertv proces.

7 Centrélni limitni véty plyne, 7e S; ma v limité pro At — 0 (a (Az)® =
At) normélni rozdéleni N (0, t).
Véta 7.0.4. (Lindenbergova centrdlni limitni véta) Necht X, Xo, ...
jsou nezdvislé nahodné veliciny se stejnym rozdélenim, které maji stredni
hodnotu 11 a konecny rozptyl 0. Oznacme
(Xl +X2 + ... +Xn - /J/fl)

vn

pron =1, 2, .... Pak'Y, konverguje v distribuci k rozdéleni N (0, o2).

Y, =

Definice 7.0.5. Stochasticky proces W; ve spojitém case a se spojitymi hod-
notami, kde ¢t € [0,00) se nazyva standardni Wieneriuv proces, jestlize
plati:

1. Wy =0
2. (spojitost) S pravdépodobnosti 1 je trajektorie Wienerova procesu spo-
jita.

3. (nezdvislost) PririustkyWienerova procesu jsou nezavislé, tj. pro 0 <
t < 51 <ty <89 < o< t, < s, jsou prirastky Wy — Wiy, Wy —
Wiay ooy We — Wy, navzajem nezavislé.

4. (normalita priristkd) Piirastky Wy — W, pro s > ¢ maji rozdéleni
N (0, s —t).

Specialng Wy ~ N (0, t) ~ v/t - N (0, 1).

Oznacme AW prirtstek Wienerova procesu za cas At. Mame AW =
VAt - ¢, kde € mé standardni normélni rozdéleni N (0, 1).
Specialné
E(AW) =VAt-E(e) =0

Var (AW) = E (AW)?) = At -1 = At.
Zobecnény Wieneriuv proces je definovan pomoci infinitezimélniho
prirtistku.
dX =a-dt+b-dW,

kde a, b jsou konstanty a W je standardni Wienertiv proces. Koeficient a je
koeficient driftu a b je koeficient volatility. Opét mame

AX =a-At+b-e- VAL,
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tedy £ (AX) =a-At aVar(AX) = b*At.
Pro b =0 mame dX = a - dt, tedy X; = a -t je deterministicky proces.

Dalsi zobecnéni: koeficienty a, b se mohou ménit a mohou zaviset na t a
hodnotach X.

7.1 Wienertiv proces pro cenu akcie

Wienertiv proces neni vhodny pro popis ceny akcie z nékolika davodii:

e Ceny akcie mohou nabyvat i zdporné hodnoty.

e Pii Wienerové procesu je pravdépodobnost, ze se cena zvysi o 1 K¢
stejna je-li S = 1 K¢, stejné jako S = 100000 K¢. Pro nas neni dilezita
absolutni ména, ale relativni priristek vici cené akcie.

Bez volatility mame: AS = u - S - At. Z tohoto vztahu mizeme vyjadrit
relativni priristek: &% = - At, kde y je drift (konstanta). Odtud dostévame

% = i - dt a TeSenim diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi
dostavame S, = Sy - etT.
Obecné

dS=p-S-dt+o-S-dW,

kde p je drift a o je volatilita. To je geometricky Wieneriuv proces.
Mame
ds

a diskretizaci dostaneme:

AS=p-S-At+o-5-eVAL,
kde e ~ N (0, 1).

Tedy
%zu-At—i—o-aVAt,
. AS
Navic AS
El—)|=u-A
(5) =
a

Var <%> =% At.

Chceme vypoditat S (vyfesit rovnici). K tomu potfebujeme Itéovo lemma.
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7.1.1 Itoovo lemma

Itdovo lemma je analogii pravidla pro derivaci (resp. diferencidl) slozené
funkce a slouzi k vypoctu prirtstkt funkce Itéova procesu.
Nechf hodnota X se vyvyji podle procesu

dX =a (X, t)-dt +b(X, t)-dW,

kde W je standardni Wienerav proces a a, b jsou funkce X a t. Necht G (z, t)
je dvakrat spojité diferencovatelnd funkce dvou proménnych z, ¢t. Jak se vy-
vyjil G (X, t)?

Itoovo lemma (heuristickd verze):

Pro G plati

oG 1 G ., oG

neboli dosadime-li za dz:

2
dG = oG l.aG 8_G dt_|_6_G.b.dW
2 ox

ot

+a
Ox? ox
Pro porovnani pripomenme diferencial funkce.
1 énné: AG = 28A
e 1 proménna: = oo Az
xXr

e funkce 2 deterministickych proménnych z, t:

oG oG
AG = —A —A
G BT t+ I x,
neboli 50 50
dG = Wdt + %dx.

V ptipadé Wienorova procesu plati heuristicky vztah (dVV)2 = dt, tedy

, , v 2
méme navic ¢len 3 - 55 - b? - dt.)

7.1.2 Odvozeni Black-Scholesovy rovnice

Black-Scholesova rovnice predstavuje model vyvoje ceny akcie. Predpokla-
dejme, ze pohyb ceny akcie je popsan tedy geometrickym Wienerovym pro-
cesem,

dS=p-S-dt+o-S-dW,
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neboli

%ZM'dt—f—O"dW

Pouzijeme Itdovo lemma na funkci G (S, t) ot 19s T 8
?;T('Z; = 4. Tedy z Itoova lemmatu

0.2
dG:(u—?)~dt+o—-dW

= InS . Mame 2¢ =, 26 = 1

2

d(InS) = (,u—%) ~dt + o - dW.

Z toho plyne, ze In S — In Sy ma normalni rozdéleni se stiedni hodnotou
(u — %2> -T arozptylem o*T. Tedy

2
In Sy ~ N (11150—1— (u— %) T 02T> .

St ma tedy lognormalni rozdélent, tj. In ST ma norméalni rozdéleni.

Mame rovnici pro cenu akcie, ktera sleduje geometricky Wienertv proces:

dS=p-S-dt+o-S-dW (7.1)

Necht f je cena evropské call opce (s danou realiza¢ni cenou K a Casem
expirace T), tedy zisk je (Sp — K). f zévisina S a t a je tedy funkci dvou
proménnych f (S, t). Hodnota f (S, t) je cena opce v situaci, kdy cena akcie
je rovna S a v Case t.

Tedy podle It6ova lemmatu

_of ., 9f 1 Pf o
df—adtJranSJrZ aS2(aZS).

za dS dosadime z 7.1, tedy

_of . of 1 of 2

Jelikoz (dt)* a dt - dW jsou &leny vyssiho fadu a vime, ze (dW)* = dt,
dostavame:

df

of | of L &f 5 @ of
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Vhodnou kombinaci 7.1 a 7.2 mizeme sestavit portfolio z akcii a opci,
jehoz vymnos je deterministicky, jinak feceno mtzeme eliminovat stochasticky
¢len dW'.

Ozna¢me II hodnotu portfolia slozeného z 1 opce a —g—g akcie, tedy

of
m=—-=-L. 1.
39 S+1-f
Pro pfirtstek hodnoty portfolia za ¢as dt mame:
of
dll = —== | -dS+1-df.
( aS> e
Po dosazeni z 7.1 dostaneme
of of of 1 0*f 9 oo
m=(-=L.,. 22, i .
d (aSuS+at+aSuS+2 552 ° S dt

a stochasticky clen se vyrusi.
dIl se musi (z neexistence arbitraze) rovnat zisku z bezrizikového aktiva
s irokovou mirou 7, tj.

dll =r -1II - dt.

Celkem dostaneme

(a—erl az—f-a2-82)-dt:r-( af-S—{—f)-dt

ot 2 082 08
* of 1 0%f of
_— —_ . — . 2. 2 —_ . . — .
or T2 a5 0 Y tagg =t

To je Black-Scholesova parcialni diferencialni rovnice.
Po transformaci (substitucich) dostaneme rovnici difuze (rovnici vedeni
tepla)
of 1 0*f
ot 2 9s?
Resenim spole¢né s koncovou podminkou (zndme hodnotu f (T) = (Sr — K)., )
dostaneme Black-Scholestiv vzorec.
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