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Kapitola 1

Zakladni vlastnosti opci

Definice 1.1. Opce je pravo koupit (v piipadé call opce) nebo prodat (put
opce) podkladové aktivum za pevné stanovenou cenu, ktera se nazyva reali-
zacni cena (strike price, excercise price) v pevné stanovené dobé (ezpiracni

doba).

Podkladové aktivum: akcie, komodity, cizi mény, akciové indexy, futures,

swapy, - - .

1.1 Déleni opci

Zakladni déleni opci:

L. - call opce - nakupni opce ...... pravo nakoupit
- put opce - prodejni opce ...... pravo prodat
IT. - Evropské opce - mohou byt uplatnény jen v dobé expirace
- Americké opce - mohou byt uplatnény kdykoli po dobu zZivotnosti
opce, nejpozdéji v Case expirace
Obchodovani:

- burza - standardni opce

- trh OTC (over the counter) - opce ”na miru”

Ten, kdo prévo (opci) kupuje, musi prodavajicimu zaplatit cenu za toto préavo,
ktera se nazyva prémie.



Prémie ma 2 slozky:
- vnitfni hodnotu
- ¢asovou hodnotu

Pro call opci:
Vnitini hodnota := max(S; — K, 0),

kde S; je okamzita cena akcie v ¢ase t, K je realizacni cena opce.

Pro put opci:
Vnitini hodnota := max(K — S, 0),

kde S; je okamzita cena akcie v ¢ase t, K je realizacni cena opce.
Casova hodnota = prémie — vnitini hodnota,

Déleni opci podle vztahu soucasné a realiza¢ni ceny:

- opce mimo penize (out of the money):
S; < K pro call opci, S; > K pro put opci

- opce na penézich (at the money):
S; = K pro put i call opci

- opce v penézich (in the money):
S; > K pro call opci, S; < K pro put opci

Priklad 1. Americké opce na akcii Intelu 29.5.2003, Sy = 20, 83.

call ‘ June July October put ‘ June July October
20 1,25 1,60 2,40 20 045 0,85 1,50
22,5 10,20 045 1,15 22,5185 220 2,85



1.2 Zakladni typy pouziti opci

Oznaceni:
So ... cena akcie v sou¢asnosti
S; ... cena akcie v Case t
St ... cena akcie v Case expirace
T cas expirace
r urokova mira
K realiza¢ni cena opce
C cena evropské call opce
P cena evropské put opce
c cena americké call opce
D cena americké put opce

Vyplatni funkce evropské call opce je max(Sr — K, 0)

vyplata

Obrazek 1.1: Call opce

1.2.1 Jisténi (hedging)

Priklad 2. V zaii 2009 mame 10 akcii KB, soucasna cena je Sy = 280 K¢
za akcii. Chceme se pojistit proti poklesu ceny na pristi 2 mésice. Koupime
10 listopadovych put opci s realizacni cenou 275 K& Necht P = 10 K¢.
Zaplatime 10 - 10 = 100 K¢ (cena jistici strategie).

- Pokud cena klesne pod 275 K¢, uplatnime opci, dostaneme 275 - 10 =
2750, celkem mame zisk 2750 — 100 = 2650.

- Pokud cena bude vétsi nez 275 K¢, prodame akcii na trhu, opét mame
vic nez 2750 — 100 = 2650.



1.2.2 Pakovy efekt (leverage)

Néasobeni jak potencialniho zisku tak ztrat.

Priklad 3. Investor si mysli, ze akcie Citibank v pfistich 2 mésicich poros-
tou a méa 2000$ na investici. Necht Sy = 20$ a necht 2-mési¢ni call opce s
realizacni cenou 22,5 stoji 5$. Porovnejte 2 strategie:

1. koupit 100 akcii

2. koupit 400 call opci

| 158 358
Reseni. Akcie | —500$ 1500%
Opce | —2000% 30009

1.3 Put-Call parita

Plati
C — P =max(Sr — K,0) —max(K — S7,0) = Sy — K

neboli
C+K=5+P

Pro bezrizikové portfolio plati C' — P — Sy = K, tedy jeho hodnota v case 0
je K- e T,
Celkem

C+K-e™'=P+5,

plati nezavisle na pfedpokladech B.-S. modelu.

C+K-e T P+ 5
ST>K ST—K+K:ST O+ST:ST

Tedy
Vr(C+ K- e ) = Vp(P+ S) = max(K, Sr),

kde V7 je hodnota portfolia v ¢ase T'.



Kapitola 2

Opcni strategie

2.1 Strategie s jednou opci a jednou akcii

2.1.1 Upsani kryté call opce

t.j. dlouha pozice v akcii + kratka pozice v call opci

Obrazek 2.1: Kryta call opce

2.1.2 Pojistny (ochrany) put

(protective put)

t.j. dlouha pozice v akcii + dlouha pozice v put opci Z put-call parity plyne,
ze pojistny put ma stejny profil jako call opce jen posunuty o konstantu
(S+P=C+K-e).



Obrazek 2.2: Pojisténa put opce

2.2 Dvé nebo vice opci stejného typu (Spread)

2.2.1 Bull spread

Koupime call s real. cenou K7 a prodame call opci s real. cenou Ky > Kj.

Obréazek 2.3: Bull spread

2.2.2 Bear spread

Naopak. Koupime call s real. cenou K, a prodame call opci s real. cenou
K, < Ks.



Obrazek 2.4: Bear spread

2.2.3 Butterfly spread

Tti opce s rtiznymi real. cenami:

Koupime 1 call opci s real. cenou K3 (vysokou) a 1 call opci s real. cenou K
(nizkou) a upiSeme 2 call opce s real. cenou Ky, mezi K; a K3 a blizko Sj.
(Malé investice, investor neocekavé velky pohyb v cené akcie.)

Obrazek 2.5: Butterfly spread



2.3 Kombinace put a call opci

2.3.1 Bottom straddle

Koupime call a put se stejnou real. cenou K.

K
\
N
N
N
N
N
N
L \
N
N
N

Obrazek 2.6: Bottom straddle

2.3.2 Top straddle

Prodame call a put se stejnou real. cenou K.

Obrazek 2.7: Top straddle

10



2.3.3 Strip
1 call 4+ 2 put na dlouho

Obrazek 2.8: Strip

2.3.4 Strap
2 call + 1 put na dlouho

Obrazek 2.9: Strap

Obecné muzeme vytvorit libovolny po ¢astech linearni profil vyplaty, po-
kud existuji opce s libovolnou realizac¢ni cenou.

11



Zakladni predpoklady:
1. neexistuji transakcéni naklady
2. vSechny zisky jsou zdanény stejnou sazbou

3. existuje stejnd bezrizikova Grokova mira pro vklady i ptjcky

12



Kapitola 3

Horni a dolni odhad cen opci

3.1 Horni odhad

Pro call opci
Call opce znamend pravo koupit akcii za uréitou cenu = nemtizeme mit
hodnotu vétsi nez akcie, tedy

CSSOJ

podobné pro americkou, ¢ < ..
Jinak existuje arbitraz: koupit akcii a upsat opci.
Pro K — 0 bude C' — S,.

Pro put opci
Put opce znamena pravo prodat akcii za cenu K = opce nemizeme mit vyssi
cenu nez K (i kdyby cena akcie klesla témérf na 0), tedy pro evropskou put
opci plati

P < K v case realizace,

tedy v case 0 plati
P<K-e,

Jinak existuje arbitraz: upiSseme put opci, ulozime zisk na bezrizikovy vklad,
v ¢ase T méme P - e'T > K.
Pro Sy — 0 bude P — K.

13



3.2 Dolni odhad

Pro call opci
C>8—K- e
Priklad 4. Necht Sy = 20$, K = 18%,r = 10% rocné, T =1 rok
So—K-e ™ =20-18. e % =3 71

Necht C' = 38.

Arbitraz: koupime call opci a prodame akcii nakratko. Mame ihned 20 — 3 =

178, ulozime je, v ¢ase T' = 1 mame 17 - e®! = 18, 79.

Je-li S > 18, uplatnime opci, uzavirame kratkou pozici a mame zisk 18, 79— 18 = 0, 79.
Je-li S < 18, koupime akcii na trhu, uzavieme kratkou pozici, mame zisk > 0, 79.

Obecné uvazujeme 2 portfolia:
A: 1 call + hotovost K - e
B: 1 akcie

V case T' je hodnota A:

Jeeli Sy < K- K+0=K.

Je-li ST>K'--K+(ST—K):ST.
Tedy Vr(A) = max(K, St).

Pro portfolio B je Vy(B) = Sr.
Tedy Vr(A) > Vrp(B) za vSech scénart, tedy to plati v ¢ase 0 (jinak by

existovala arbitraz).

Tedy

C+K-e™>8 = |C>8—K-e "

Disledek 3.1.

C>8—K-e > S — K
N——

vnittni hodnota opce

Cena evropskeé call opce je vidy vétsi nez jeji vnitrni hodnota.
Totéz plati pro americkou call opci (¢ > C > Sy — K).

14



Pro put opci
P>K- e -5
Uvazujeme 2 portfolia:
C: 1 put 4 1 akcii

D: hotovost K - e ™"

| C D
Sr < K (K—ST)+ST:K K
ST > K ST K
Tedy Vr(C) = max(Sr, K) > Vr(D) = K.
Tedy Vo(C) > Vo(D) = P+ Sy > K- e,
P>K-e'" =5

Uplatnéni americké call opce:

Priklad 5. Uvazujeme americkou call opcis Sy = 50 Ké, K =40 K¢, T'=1
meésic. Opce je hluboko v penézich. Zdalo by se vhodné, opci hned uplatnit,
ale neni to tak.

- Pokud chceme akcii koupenou za opci drzet vic nez 1 mésic, pak je lepsi
mésic pockat a ulozit 40 K¢ do banky, kde pfinasi trok. (Navic pokud
cena klesne pod 40 K¢, budeme radi, Ze jsme opci neuplatnili.)

- Pokud akcii chceme hned prodat (nap¥. myslime, Ze je nadhodnocend),
pak je lepsi opci prodat nez uplatnit. Opci si koupi nékdo kdo akcii
chee drzet (takovy investor existuje, jinak by cena nebyla 50 K¢). Cena
opce bude vétsi nez jeji vnitini hodnota, t.j. 50 — 40 = 10 K¢.

Tedy americké call opce ma stejnou hodnotu jako evropska call opce.

Divody pro neuplatiiovani americké call opce pied casem expirace:
- Call opce je pojisténi, pokud ji prodame, ptijdeme o néj.
- Casova hodnota penéz.

U americké put opce jsou tyto 2 diivody proti sobé.

15



Priklad 6. K = 10$ a Sy je skoro 0, ¢im difiv opci uplatnime, tim lépe
(penize za prodej uloZime do banky).

= Americka put opce ma vétsi hodnotu nez evropska put opce. p > P

= Existuji situace kdy hodnota evropské put opce je mensi nez jeji vnitini
hodnota (tedy ¢asova hodnota je zapornd).

16



Kapitola 4

Analyza citlivosti
Black-Scholesova vzorce

4.1 Proménné na nichz zavisi hodnota opce

Black-Scholes model:

. e Call Put
K realizaéni cena
. So | + —
So soucasna cena
. K| — +
o volatilita
y T + +
T ¢as -
r bezrizikova urokova mira
o| + +
+ ... prima ameérnost

— ... nepfima ameérnost

r: Put opce je potencionalni prijem v budoucnosti, pokud roste r, jeho
soucasna hodnota klesa.
Call opce je potencionalni vydej v budoucnosti, tedy je to naopak.

o: S rostouci volatilitou Ssance velkeho ristu i velkého poklesu rostou. Pro
majitele akcie se tyto vlivy kompenzuji, ale majitel call (resp. put) opce
profituje z rustu (resp. poklesu), zatimco pfi poklesu (resp. ristu) je
jeho ztrata omezena opcéni prémii.
= 0 - roste = C' - roste (resp. P - roste)

T: Delsi ¢as znamend vétsi nejistotu (podobné jako u volatility), tedy
stejny argument jako pro o ukazujeze C' a P rostou pfimo timérné 7.

V B.-S. vzorci vystupuje jen soucin o/T, tedy vliv o a /T je stejny.

17



4.2 Black-Scholesuv vzorec

Pro evropskou call a put opci:

C=38,®(d)— K "7 &(dy —oVT),
kde @ je distribu¢ni funkce N(0,1),
In %2 + (r + )T

d pu—
' oT

4.3 Greeks

4.3.1 Motivace: Jisténi op¢ni pozice

Priklad 7. Banka prodala call opce na 100 000 akcii za 300 000 Ké. Sy = 49,
K =50,7=0,050=0,2, T = 20 tydni (0,38 roku). Cena opci je 240 000.
Tedy banka prodala o 60 000 draz nez je teoretickd hodnota. Jak se mize
pojistit proti rizikiim a zarucit si zisk?

Resend. dvé strategie

1. strategie: nedélat nic (nekryta pozice, naked position)
St < 50 = neplati nic, méa zisk 300 000
S > 50 = musi zaplatit 10° - (S — 50)

2. strategie: (Krytéa pozice) banka koupi v ¢ase t = 0 100 000 akcii
St > 50 =, napt. St = 51, proda za 50, ale koupila za 49 =- dalsi zisk
St < 50 =, napt. St = 40, na portfoliu ztrati 900 000 (z opci mé zisk
jen 300 000)

Podle B.-S. vzorce by cena jisténi v priméru meéla byt 240 000, ale strategie 1
a 2 maji velké vykyvy. Pokud se chceme drzet blizko 240 000, musime pouzit
dynamiské jisténi.

3. strategie: (Dynamicka) Stop-loss strategie

- koupime akcii pokud cena vzroste nad K

- jakmile klesne cena pod K, opét prodame

Tedy S; < K mame nekrytou pozici,
S; > K mame krytou pozici.
Zdanlivé produkuje stejnou vyplatu jako opce.
Cena strategie: Sy > K pak Sy,
Sy < K pak je cena 0.
Celkem max(S; — K, 0).

18



Problém: Je-li S; = K, nevime zda cena poroste nebo bude klesat (hypo-
téza efektivniho trhu). Prakticky musime kupovat pro K + € a prodéavat pro
K —¢. Pro e — 0 ofekévany pocet obchodii ptijde do oo (vlastnost Brownova
pohybu, Ze protne osu z nekoneénémnohokrat v libovolné malém okoli 0).
Kazda dvojice obchodt je ztrata 2e.

Lemma 4.1. Je-li W, = K, kde W; je Brownidv pohyb, pak s pravdépo-
dobnosti 1 trajektorie W, nabyvd v intervalu (to,to + 9) hodnoty K nekonec-
némnohokrdt pro libovolné malé 9.

4.3.2 Delta a A-hedging
A méri rychlost zmény opcni ceny vzhledem ke zméné ceny akcie, t.j.

ocC
A==
S’

kde C je cena call opce a S je cena akcie.

Priklad 8. Necht A = 0,6 pro Sy = 100 a C' = 10. Tedy upséani 20 call opci
muzeme jistit koupenim 0,6 - 20 = 12 akcii. Zisk (ztrata) za opce je jisténa
ztratou (ziskem) z pozice akcii.
Napt. akcie vzroste o 1 K¢ = zisk 12 K¢ na akciich a ztrata —20-0,6 = —12
K¢ na opcich (kazda opce jde doli o 0,6 K¢).

A op¢ni pozice je 0,6 - (—20) = —12.

A pozice v akciich je 12 -1 = 12.

Celkova A portfolia je —12 + 12 = 0.

A =0 ... A-neutralni portfolio

Hodnota takového portfolia se neméni pii malém pohybu ceny akcie.
A se méni, zavisi na S — dynamicky hedging.

Plati

A(call) = &(dy),

— In(So/K)+(r+0/2)T
kde d;, = 0‘ e .
Z put-call parity:

P+S=C+K-e"
0 OP oC

A(put) = Acall) = 1 = P(dy) — 1

19



Delta portfolia

7 ... hodnota portfolia A
on

T 08
Necht portfolio obsahuje w; i-té opce, pak

A(A) = Zw A

A(A)

kde A; je A i-té opce (z linearity derivace).

Priklad 9. Ceska banka mé 3 pozice v opcich na euro:
1. dlouhou pozici na 10° call opci s K = 27 K¢ aT = 3 mésice. A = 0,533,
2. kratkou pozicina 2-10° call opcis K = 28 Kéa T = 5 mésicti. A = 0, 468,
3. kratkou pozici na 5-10% put opcis K = 28 Ké a T = 2 mésice. A = — 0, 508.

A(14+2+3) =105-(0,533) —2-10%(0, 468) — 5.10*(—0,508) = —14 900 Tedy
banka muze udélat portfolio A-neutralni nakoupenim 14 900 Euro.

A zavisi na S, musime portfolio dynamicky ”rebalancovat,” aby bylo A-
neutralni (prodej akcii + ndkup opci, nebo naopak).
Transakéni naklady: pro 1 opci je A-hedging netinosné drahy kvuli trans-
akénim nakladim. Pro velké portfolio je ale schudny, je tfeba jen jedna trans-
akce pro celé portfolio (v daném case).

4.3.3 Theta
© méii citlivost portfolia (hodnoty opce) na zménu Casu, t.j.
oC
@ — a_T.
LD (dy) -
Ocall) = 20 YD) 0 e g4,
2T
d 2
kde ®'(di) = -e™ .

O je jiny typ parametru nez A, protoze Cas je deterministickd proménna,
proti plynuti ¢asu se nema smysl jistit. © se v praxi pouziva jako ndhrazka
za I

20



4.3.4 Gamma

[' méfi rychlost zmény A vzhledem ke zméné ceny S, t.j.

L 0A  C

F'=%5 = a5

Malé T - A se méni pomalu, neni tieba tak ¢asto rebalancovat pro udrzeni
A-neutralniho portfolia.

Velké I' - A je citlivé na zmény S = Castéjsi rebalancovani.

[’ méii kiivost.

Pro A-neutralni portfolio plati pfiblizné:

AT =0 -at + A -aS+1T - (a8)? + o(at).
=0

[-neutralni portfolio:
Pozice v akcii ma I' = 0.
Je tfeba néstroj (napf. opce), ktery ma I' # 0, t.j. ktery zavisi nelinedrné na
cené akcie.
Je-li I'y gamma portfolia A a gamma opce je I'p, pak pfidanim wr poctu
opci do portfolia méme I' = 'y + wrl'p. Tedy pro wr = % dostaneme
[' =0, t.j. I neutralni portfolio.
Pfidanim opce se zméni A portfolia, nebude tedy A-neutralni. Proto mu-
sime jesté zménit pozici v akciich (nezméni I'-neutralitu, protoze I'(akcie)=0).
Portfolio s A = 0 a I' = 0 je imunni i proti vétsim vykyvim ceny pod-
kladové akcie.

Priklad 10. Uvazujeme A-neutralni portfolio s I' = —3000. A a I" opce jsou
0,62 a 1,5. Pak portfolio bude I'-neutralni, jestlize pridame dlouhou pozici
\ % = 2000 call opcich. Tim se zméni A portfolia z 0 na 2000 - 0,62 =
1240. Musime jesté prodat 1240 akcii, abychom dostali portfolio, které je

A-neutralni (a soucasné I'-neutralni).
Vypocet I':
0®(dy)  P'(dy)

I'(call) = =
) = =56 = SeovT

Pro dlouhou pozici je I' > 0.

21



Taylortuv rozvoj hodnoty portfolia v parametrech
Pripomenuti: Tayl. polynom 2. stupné pro funkci 2 proménnych

) 0 0 10?
f(x,y)=f(z0,y0) + 8_52(%’ Yo)(x — x0) + a—g(xoayo)(y — Yo) + 58—;;(33 — zp)*
92 2
o°f 10°f
(%ﬁy(:p z0)(y — yo) + 5 2y 5 - Yo)?
Oznacme:
of = f(x,y) — f(xo,y0) ... prirastek funkce
or =x — xg ... priristek x
oy =1y — Yo ... prirtstek y
f of 10%f *f 10%f
af = +aay+28 2(8x) 8888y+282(8y)

Necht 7 je hodnota portfolia, r, ¢ bereme konstantni, uvazujeme 7 jako
funkci S a t.

o or 1 Pr oo 10T
om= 95, 05+ L O+ 5 % 552(05)" + 5550105 + 5 55 (01)°
:A :@ :F

Tedy (po zanedbani)

On=A0S + Ot + %F(&SY

Pro A-neutralni portfolio mame
1
Or=0O0t + §F(8S)2,

pro A i I' neutralni portfolio mame

Or=00Lt.
4.3.5 Vega
YV méii citlivost na zménu volatility, t.j.
oC
) = —.
V(call) 5

Plati V(call) = Sy - VT - ®'(d,).
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Velké vega - velka citlivost portfolia na zmény volatility.

Pozice v akcii méa vega = 0.

[-neutralni portfolio ma obvykle nenulové )V a naopak.

K sestaveni I' i V neutralniho portfolia jsou potieba nejméné dva rtzné de-
rivaty na podkladovou akcii.

Piiklad 11. Uvazujme A-neutralni portfolio AsI'(A) = —5000 a V(A) = — 8000.
Obchodovana opce O méa gamma 0, 5, vega 2,0 a delta 0, 6.

Reseni. Portfolio bude V-neutralni pokud koupime 8000/2 = 4000 opci. To
zvysi A na 4000 - 0,6 = 2400, tedy je tfeba prodat 2400 akcii, aby bylo opét
A-neutralni. I se zméni na —5000 + 4000 - 0,5 = —3000.

Pro I a soucasné V neutralni portfolio musime mit k dispozici jesté dalsi
opci.

Priklad 12. Necht opce O, méa gamma 0,8, vega 1,2 a delta 0, 5.
Resend. Mame-li w; opci O a wy opci Oy pak chceme:
[': =5000 + 0, 5wy 4+ 0, 8wy =0

\ 2 —8000+2,0U}1 + 1,2?1)2 =0

Odtud dostaneme:
wy, = 400

wo = 6000

Tedy koupime-li 400 opci O a 6000 opci O,, pak portfolio bude I" i V neutralni.
Jeho A bude 400 - 0,6 + 6000 - 0,5 = 3240. Tedy musime jesté prodat 3240
akcii, aby bylo portfolio i A-neutralni.

Tayloriv rozvoj v proménnych S, ¢, o:

(‘9 on on 10%n

—ADS + ©0t + Vo + 5r(aS)

4.3.6 Rbho
p méfi zménu hodnoty opce (portfolia) v zavislosti na zméné trokové miry.
oC
call) = —
pleall) = —

Plati p(call) = K - T - e - ®(dy).
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4.3.7 Vztah mezi A, © al

Ptipomenuti: Black-Scholesova rovnice pro cenu derivatu f (napt.: f = C, P, ...

of of 15 o Of _
at+rS 8S+20 S aS2—7’f

tedy pro hodnotu 7 portfolia derivatti dostaneme (na jednu stejnou podkla-

dovou akcii)

on or 1 , , Om
E_’_TS%—FEO— 'S'w—r'ﬂ'.

Tedy
1
@+T-S-A+502~SQ-F:%W.

Pro A-neutralni portfolio:
L o
O+ 05 -I'=r-m7.

Je-li © velké kladné, pak I je velké zaporné a naopak. V. A-neutralnim port-
foliu lze © pouzit jako nahrazku I'.
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Kapitola 5

Implikovana volatilita

Parametry B.-S. modelu: Sy, K, T, r, o.
o je jediny parametr, ktery nelze pozorovat.
2 zpusoby pocitani s volatilitou:

- odhad z historickych dat

- pouzivani implikované volatility

o meéri nasi nejistotu ohledné zisku z akcie.
V B.-S. modelu mame:

dSt = ,uSt dt + USt th

d—St = pdt +odW,
St

7 Itoova lemmatu dostaneme

2
S, = Syexp [JWT - %T + ;LT]

tedy (zlogaritmuji)

2
lnST—lnSozaWT—%T—iruT

tedy In Sy — In Sy mé rozdéleni N (( - "—2> T, 02T> (je BP s driftem).

2
Tedy In Sp mé stfedni hodnotu In Sy + (,u — %2> T a rozptyl o?T. Sy mé

log-normélni rozdéleni (t.j. In S mé normalni rozdéleni).

_ xT
ST—S()Q s
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ST 2 2

= L.|nsz 4 &leni o o
kde v = % - In OaxmarozdelemN(u 5

odchylka x je \/LT

), t.j. sttedni smérodatna

. sz , . . 2 2
Definice 5.1. x se nazyva mira zisku akcie, x ~ N (u -5, ”—).

Meéreni volatility
Volatilita je mira nejistoty o vynosech akcie (typické hodnoty o jsou 0,15-
0,60).

Vime, ze v ~ N (u — "72, %) Tedy o je stfedni smérodatna odchylka
miry zisku akcie za 1 rok.

Pro malé T' =at vime, ze

% ~ N (uat,o?at).

ov/T je stfedni smérodatné odchylka relativni zmény ceny akcie za ¢as 7.

Piiklad 13. 0 = 0,3 (30% ro¢né), Sy = 50 K¢.
Tedy stredni smérodatnéa odchylka procentualni zmény ceny akcie za 1 tyden

JE
30 \I —471631.
52

Tedy pohyb o 1 odchylku je 50 - 0,0416 = 2,08 K¢.

5.1 Odhad volatility z historickych dat

n+1 ... pocet pozorovani
S; ... cena akcie na konci ¢-tého intervalu, i = 0,1,...,n
7 ... délka casového intervalu v letech

S;
Si—1

\/ﬁ S (ui — w)?, kde u je stiedni hodnota w;.
Vime, Ze stfedni smérodatné odchylka u; je o - /7 a je tedy odhad o/T,
a odhad o je

Ozna¢me u; = In(<2-) a nechf s je stfedni smérodatna odchylka u;, s =

o=

F
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Obchodni x kalendaini dny
V praxi se ignoruji dny, ve kterych se neobchoduje, tedy

volatilita za rok = volatilita za 1 obch. den - y/poéet obch. dnii za rok.

Zivotnost opce:

_ pocet obch. dni do expirace
~ pocet obch. dnii za rok (=252)

5.2 Implikovana volatilita a volatility smile

Predpoklady B.-S. modelu:
ceny akcie sleduji geometricky Browntv pohyb, tedy pravdépodobnostni roz-
déleni cen akcie S; je lognormalni.

Empirické vysledky:
Procenta dnti kdy pohyby kursti jsou vétsi nez 1, 2, 3, 4, 5, 6 stfednich sméro-
datnych odchylek.

realita (% dntt) lognormalni B.-S. model (% dnt)
> 1 SSO 25,00 32,00
> 2 5SSO 5,00 5,00
> 3 SSO 1,30 0,27
> 4 5SSO 0,30 0,01
> 5 5SSO 0,08 0,00
> 6 SSO 0,03 0,00

Jak toho vyuzit?

Nakoupit opce hluboko mimo penize, podle B.-S. modelu jsou velmi levné,
a cekat. Protoze velké vykyvy maji daleko vétsi pravdépodobnost nez v lo-
gnormalnim modelu, nékteré opce se dostanou do penéz.

Jak se pouziva Black-Scholestiv model v praxi?
V praxi se dovoli, aby volatilita zavisela na realizacni cené opce a case do
expirace.

Definice 5.2. Ze skutecnych trznich cen opci dopocitame volatilitu v B.-S.
vzorci, kterd vede k této cené. To je implikovand volatilita.

Pokud by B.-S. model beze zbytku platil, pak by tato volatilita byla stejna
pro vSechny realiza¢ni ceny K. Ve skutecnosti, ale o zavisi na K (volatility
smile, skew).
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Obrazek 5.1: Volatility smile Obrazek 5.2: Volatility skew

1. Opce na sménné kurzy:

Pripomenuti: Hodnota opce v ¢ase t = 0 je rovna diskontovanému ocekavani
hodnoty opce v Case expirace t = T', vzhledem k risk-neutralni pravdépodob-
nostni mire.

Levy i pravy chvost skute¢ného rozdéleni je "t&z81” (vétsi) nez u lognormal-
niho rozdéleni.

Uvazujeme call opci s realizacni cenou K.

Bude v penézich pro Sp > K.

Pravdépodobnost toho, ze St > K5 je vétsi pro skutecné rozdéleni nez pro
lognormalni.

Vétsi pravdépodobnost = vétsi ocekavani = vétsi cena opce = vétsi volati-
lita = zvednuti grafu implikované volatility = ”pilka” volatility smile.
Analogicky pro K; uvazujeme put opci s realiza¢ni cenou K. (Z put-call pa-
rity plyne, Ze implikovand volatilita je stejna pro put i call opci se stejnymi
parametry.)

Tak dostaneme levou piilku volatility smile.

2. Opce na akcie:

Levy chvost je u skutecného rozdéleni vétsi nez u lognormalniho rozdéleni,
pravy chvost je mensi.

Tak dostaneme jen levou pulku volatility smile, celkové dostaneme skew.

Vliv jisténi na volatilitu:
A-hedging: pohyb ceny nahoru = nakup

pohyb ceny  doli = prodej = dalsi pokles
Jisténi tedy zesiluje pohyb cen a tim zvysuje volatilitu.
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Kapitola 6

Exotické opce

- evropské + americké opce ... plain vanilla (obycejné)
maji standardni vlastnosti, obchoduji se ve velkém mnozstvi

- nestandardni produkty ... exotické opce

6.1 Packages

- balicky
- portfolio z evropskych opci, forwardl, podkladovych akcii, hotovosti

- priklady mame z opc¢nich strategii - spreads, straddles, ...
Priklad 14. Flexibilni forward

- kratka pozice: zarucuje, ze podkladové aktivum mtizeme prodat za néja-
kou cenu mezi K; a K,

- dlouha pozice: zarucuje, ze podkladové aktivum mizeme koupit za néja-
kou cenu mezi K; a K5

6.2 Nestandardni americké opce

- omezeni na dobu uplatnéni

- standardni americké opce mtizeme uplatnit kdykoli

Piiklad 15. a) uplatnéniopce je omezené na urc¢ita data . .. Bermudské opce
b) uplatnéni opce je mozné jen po ¢ast zivotnosti opce, napi.: od jistého data

c) realiza¢ni cena se miize ménit béhem Zivotnosti opce
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6.3 Slozené opce

opce na opce

4 typy: call na call
call na put
put na call
put na put

2 realizacni ceny, 2 realiza¢ni data

daji se ocenit za predpokladt B.-S. modelu, pomoci 2-dimenzionalniho
normalniho rozdéleni

Call na call

V case 1. expirace T} ma drzitel pravo koupit call opci za cenu K, kterda mu
davé v case Ty pravo koupit podkladové aktivum (akcii) za cenu K.
Evropskéa call na call méa v ¢ase t = 0 hodnotu

Vo = So-M(ay,bi;/Ti/To) — Ky e "> M(ag, bo; /T1 /To) — e - Ky - ®(ay),

kde
Y In(Sy/S*) + (r + 0%/2)Ty
1 O'\/Tl )
b1:1n<SO/K)+(T+U2/2)T2’ by = by — o/T,
oV'Ty
M (a,b; p) je sdruzend distribuéni funkce 2-dim. normélniho rozdéleni s kore-
la¢nim koeficientem p.
M(a,b;p) = P(X <a &Y <), kde X a Y maji 2-dim. normalni rozdéleni
s korela¢nim koeficientem p.
S* je cena aktiva v ¢ase T pro kterou je cena call opce v ¢ase T rovna Kj.
Tedy pokud S; > S* slozenéa opce bude uplatnéna (v ¢ase T7),
Sy < S* slozené opce bude uplatnéna (v case T1).
Sy ...cena akriva v Case T7.

g = a1 — 0 T17
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6.4 Chooser options
- na vybér, as you like it

V predem daném case T} se drzitel rozhodne, zda jde o call nebo put opci.
Tedy hodnota v ¢ase T je max(C, P), kde C' je hodnota ptislusné call opce,

P je hodnota prislusné put opce.
Pokud realiza¢ni ceny obou jsou stejné, rovny K, potom mame podle put-call
parity:

max(C, P) = max(C,C + K e "1 _ 6} = €'+ max(0, K e "2"T) _ g)),
Tedy chooser opce je rovna:
- 1 call opce s realiza¢ni cenou K a dobou expirace T,

—r(To—T1)

- 1 put opce s realiza¢ni cenou K - e a Casem expirace T;.

Tyto dvé opce ocenime podle B.-S. modelu.

6.5 Bariérové opce

Knock-in:
opce zacina platit jen pokud cena akcie dosdhne bariéry H v ¢ase 0 az T'.

Knock-out:
opce je bezcenna pokud cena akcie dosdhne bariéry H v case 0 az T

Dalsi rozliseni: H > Sy ...bariéra shora; H < Sy ...bariéra zdola

H < Sy: down-and-in H > Sy : up-and-in
down-and-out up-and-out

Cy; ...down-and-in call opce
Hodnota v case t = 0 této opce je

Cai = So <H)2A-<1>(y) KT (H>2”-<I> (v—ovT),

So So
ke 29 In (H2/S, - K)
r+o n 0"
A PR Yy /T + Ao VT

Plati C = Cy + Cy, = call down-and-out ma hodnotu Cy, = C — Cy;.
Analogicky pro C,; a Cy, (up-and-in, up-and-out call opce).
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6.6 Binarni opce
- nespojita vyplatni funkce

0 pokud Sy < K

, kde @ je
@ pokud Sr > K

- Cash-or-nothing call opce méa vyplatu {
pevné dand hodnota.

Vzhledem k risk-neutralni mite je pravdépodobnost, Ze cena v Case expirace
bude vétsi nez K, rovna ®(dy).

Tedy cena cash-or-nothing call opce je rovna: e ™ - Q - ®(dy).

Analogicky pro cash-or-nothing put opci, hodnota je e - Q - ®(—d,).

0 pokud S < K

Asset-or-nothing call ma vyplatni funkci .
ST pokud ST > K

Obycejna call opce = asset-or-nothing — cash-or-nothing, pro ) = K.

6.7 Look back options

- Vyplata zavisi na max (resp. min) ceny aktiva béhem Zivota opce.

Pro evropskou look back call opci bude vyplata rovna S — IlEliIl)St-
te(0,T
Tedy opce nam umozni koupit akcii za minimalni cenu dosazenou béhem zi-

vota opce.

Pro put opci je vyplata: max S; — St.
te(0,T)

Umoznuje prodat za maximalni cenu dosazenou béhem zZivota opce.

6.8 Shout options

- Drzitel opce ma moznost 1x za dobu zivota opce ”zavolat” na prodejce
opce. Na konci obdrzi bud obvyklou vyplatu, nebo vnitini hodnotu opce
v Case zavolani.

Oznacme cas zavolani 7. Vyplata tedy je
max (0, St — S;) + (S; — K).

Tedy hodnota v ¢ase T je soucasnd hodnota (S, — K) + hodnota evropské
call opce s expirac¢ni cenou S;.
D4l ocenéni jako u americké opce.
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6.9 Asijské opce

- Asijska call opce ma vyplatni funkei: max(0, Spramer — K)
Asijska put opce mé vyplatni funkci: max(0, K — Sprimer)

- pro geometricky priameér existuje ocenovaci formule

- pro aritmeticky primér neexistuje, jen priblizny vzorec

6.10 Basket options

- opce na portfolia

- vyplatni funkce zavisi na hodnoté portfolia akcii, misto jedné akcie
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Kapitola 7
Derivaty urokovych mér

Zatim jsme predpoklddali, Ze irokova mira r je konstantni, ted budeme pied-
pokladat, ze r se méni v Case.

TrZni cena rizika
Uvazujeme derivat, jehoz hodnota zavisi na jediné proménné 6. Predpokla-
dejme, ze 0 se 1idi stochastickou diferencialni rovnici

%:mdt + s dW,

kde W je standardni Wieneriv proces, m a s mohou zaviset na # a na t.
6 mtze byt napt. cena akcie, cena ropy, ...

Necht f; a fy jsou ceny 2 derivati zavislych jen na 6 a t. Jejich vyplata
je funkei 6 v néjakém budoucim ¢ase. Necht f; a fy spliiuji rovnice

d
i:uldt%—aldl/l/,

1

d
ﬁz,ugdt—i—angV,

2
kde pq1, pg, o1, o9, jsou funkce 6 a t. W je tentyz proces ve vsech tiech
rovnicich.

AW mizeme vhodnou kombinaci f; a fy eliminovat:

Afi = prfiat + oy f1aW /- 02f
Afy = pofort + oo forW /- (—o1f1)
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Uvazujme portfolio: o5 fo hodnota 1. derivatu
— 01 f1 hodnota 2. derivatu

Necht 7 je hodnota tohoto portfolia. Pak

™= U2f2f1 - U1f1f2
AT = o9 forfi — o1 fiafe = pi faoa frat — o1 fipe faat

= portfolio je bezrizikové; musi tedy platit (neexistence arbitraze)
AT =71 T -Al,

kde r je bezrizikova trokova mira.
Dosazenim dostaneme:

AT = oy forfi — o1 fiafo = r(oafafi — o1fif2)at
(oop frfo — orpafafi)at = r(oafofi — o1 fifo)at
Ot — M201 = T02 — 101
oo — 1) = o1 — 1)
T _ 27T s pouze na 0
g1 09
N—— S——

parametry f1 parametry fo

Tedy jsme dokazali, Ze je-li cena derivatu zavislého jen na 6 a t rovna f,
splnujici rovnici
df

L= pdt + o dw,
/

pak

=\ (pro vSechny takové derivaty).

Definice 7.1. A se nazyva trini cena rizika veli¢iny 0 (A je funkci 6 a t).

Méame p—r=XA-o o ...mira rizika souvisejici s # obsazena v f
A ...cena rizika
prava strana = mira rizika - cena rizika
leva strana = ocekavany zisk pridany k bezrizikové mife, ktery kompenzuje
toto riziko
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Piiklad 16. Uvazujme derivat, jehoz hodnota je zavisld na cené ropy (v
kladném smeéru; t.j. roste-li cena ropy, roste cena derivitu) a nezavisi na
jinych proménych. Predpokladejme, Ze ocekdvany zisk je 12% rocné, volatilita
je 20% roc¢né a necht r = 8%.
Tedy trzni cena rizika ropy je

0,12 —-0,08

=0,2.
0,2 ’

Pripomenuti:

Vimeénou pravdépodobnostni miry za ekvivalentni mizeme dosdhnout zmény
koeficientu driftu (Cameron-Martinova véta pro konstantni drift, Girsanova
véta pro obecny stochasticky drift).

Alternativni terminologie: vybér pravdépodobnostni miry urcuje ”svét,” ve
kterém plati urcitd cena rizika ("mira” ~ cena rizika).

Cena rizika = 0 ~ risk-neutralni svét.

Necht opét f je cena derivatu zavislého na proménné . Predpokladejme,
ze se Tidi stochastickou diferencialni rovnici

df = pfdt+ofdW,

kde W je standardni Wienertv proces, u a o jsou funkce t a 6.
Hodnota p zavisi na vztahu investora viici riziku. Ve svété, kde cena rizika
je rovna 0 (risk-neutralni svét), mame

tedy
df =rfdt+ofdW.

To plati v standardnim risk-neutralnim svété (cena rizika ~ vybér pradve-
podobnostni miry).

Priklad 17.
Volba I: dostaneme s jistotou 50 K¢

Volba II: dostaneme s pravdépodobnosti % 100 K¢, dostaneme s pravdépo-
dobnosti % 0 K¢

Ocekavani je pro obé volby stejné (50 K¢).
Volba I ma rozptyl 0 (nulové riziko), volba II ma nenulové riziko.
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Investor je
1. rizikové neutralni: obé volby jsou ekvivalentni
2. rizikové averzni: volba I je lepsi (vétSina investorti)

3. vyhledavajici riziko: volba II je lepsi (hazardni hraci)

Jiné predpoklady o trzni cené rizika davaji ”jiné svéty.” Obecné mame

w=r+ Ao <)\_,u—r>'

g

Tedy
df =(r+Xo)- fdt+ofdW. (7.1)

Tedy trzni cena rizika urcuje miru rastu vSech derivati zavislych na dané
proménné. Pii prechodu od jedné ceny rizika k jiné se méni koeficient ristu,
ale volatilita zlistava stejna.

Pro urcitou hodnotu ceny rizika dostaneme realny svét, to co pozorujeme
vV praxi.

Pripomenuti:
[to1av proces je martingal prave tehdy, kdyz koeficient u dt je identicky rovny
nule, t.j. df =o(t,0) - dW.

Vime, Ze pro martingal | E(0r) = 0, |.

7.1 Numeraire
- volba jednotek

Nechf f a g jsou ceny obchodovatelnych aktiv, zavisejici na jednom zdroji
nejistoty.

Definice 7.2. Definujeme

a=7
Y

® je relativni cena f vzhledem ke g.

® muzeme chapat jako cenu f vyjadienou v jednotkach g, namisto korun.
Aktivum ¢ se nazyva numeraire.
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Véta 7.3. Plati: neexistence arbitrize = ® je martingal pro néjakou volbu
trzni ceny rizika. Touto volbou je volatilita g.

Dikaz. Necht volatility f a g jsou os a 0,. Z rovnice 7.1 mame (za trzni cenu
rizika bereme volatilitu g, tedy o,):

df = (r+o,-04) f dt+op f AW
dg:(r+ag2) g dt +o, g dIW.

Itdovo lemma (pouzité na funkci In) dava

2

dIn f = (T+Ug‘0f_%) dt +o;dW

2
dlng = (wﬁ%) dt + o, dW,

O'f2 O'2
d(lnf—lng) = <ag-0f—7—%> dt—i—(af—ag)dW

(o)) s o)

Aplikaci Itéova lemmatu na proces 5 a funkci In dostaneme

o) ron)

Tedy @ = 5 je martingal. [

Svét, ve kterém je cena rizika rovna volatilité g, budeme nazyvat (forward)-
risk-neutralni vzhledem k g.

Tedy 5 je martingal =
h_g, (4)
go gr

Jo= 90 Eg (f—T) )
gr

kde E, je ocekdvand hodnota v risk-neutralnim svété vzhledem ke g.

a tedy
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Volby numeraire:

1. Penézni trh jako numeraire:

Penézni trh je aktivum, které v ¢ase t = 0 ma hodnotu 1 K¢ a ziskava
okamzitou bezrizikovou miru r v libovolném case, (kde r muze byt
stochastické).

Je-li g hodnota penézniho trhu, pak dg =1r-g- dt.
Drift je stochasticky, ale volatilita g je rovna 0. Tedy v risk-neutralnim
svété vzhledem ke ¢ je cena rizika rovna 0.

Tedy fo = go E <£—;), kde E je ocekavani ve standardnim risk-neutralnim
sveté. Dale mame
fT rdt
go=1 a gr= el

tedy

fo=B (e W) meboli | fo=E (e fr)}

kde r = % fOT rdt je aritmeticky primér hodnoty r mezi éasy 0 a 7'

2. Bezkuponovy dluhopis jako numeraire:

Necht P(t,T) je cena v ¢ase t bezkuponového dluhopisu, ktery vyplati
1$ v ¢ase T. Polozme g rovno P(t,T).

Er bude oznacovat ocekavani ve svété, ktery je risk-neutralni vzhledem
k P(t,T).

Protoze gr = P(T,T) =1 a gy = P(0,T), rovnice

fO =9go- Eg <f_T>
gr

dava

fo=P0,T)-Er(fr)| (7.2)
Tedy oproti penéznimu trhu je diskontovani (pomoci P(0,7)) mimo
operator ocekavani. To zjednodussi ocenovani derivati, které zavisi jen
na hodnotach v case T'.
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Necht 6 je stochastickd proménnd, rizné od trokové miry. Forwardovy kon-
trakt na 6 se splatnosti v ¢ase T" je definovan jako kontrakt s vyplatou 6, — K
v ¢ase T, kde O je hodnota v ¢ase T' a K je realizacni cena. Necht f oznacuje
hodnotu kontraktu. Dale mame

fo=P(0,T) - [Er(0r) — K].
Forwardova cena F' je ta hodnota K, pro kterou je fy = 0. Tedy

Tedy forwardova cena proménné 6 je ocekavani budouci ceny ve svété risk-
neutralnim vzhledem k P(¢, 7).

7.2 Rozsireni B.-S. modelu na situaci, kdy
urokova mira je stochasticka

Uvazujeme evropskou call opci s ¢asem expirace T'. Podle 7.2 mame
C = P(0,T) - Er[max(Sy — K,0)],

kde St je cena akcie v ¢ase T', K je realizac¢ni cena opce.
Necht R je zero rate (okamzitd tirokova mira 7-ro¢ni)

P0,T) = e H
tedy
C = e ™. Er[max(Sr — K,0)].

Predpokladejme, ze St je lognormalni v risk-neutralnim svété vaci P(t,T) se
stfedni smérodatnou odchylkou W. Dostaneme (jako pfi odvozeni standard-
niho Black-Scholesova vzorce)

Er[max(Sr — K,0)] = Ex(S7) - ®(dy) — K - ®(ds),

kde

dy — In[Er(S7)/K] - W?/2
5 2 = W )

o _ WEr(Sr)/K] + W2/2
e W

E7(Sr) je forwardova cena akcie pro kontrakt se splatnosti v case T'.
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Z neexistence arbitraZe plyne, ze Er(S7) = Sy - €. Celkem tedy
C=8y ®(d)— K- e . d(dy),

kde

In[So/K] + RT + W?/2
dl = W ) d2

 In[Sy/K] + RT — W?/2
_ = .

Plati-li W = ¢ - /T, pak dostaneme pfesné B.-S. vzorec s r nahrazenym
R.

Pozndmka. Pro¢ je Er(Sy) forwardova cena akcie.
Necht 6 je proménnd, kterd neni tirokova mira. Forwardovy kontrakt na 6 se
splatnosti v ¢ase T' je definovan jako kontrakt s vyplatou 8 — K v case T,
kde 67 je hodnota v ¢ase T. Ozna¢me f hodnotu forwardového kontraktu.
Mame

fo=P(0,7T) - [Er(6r) — K].

Forwardova cena (realizacni cena) je ta hodnota K, pro kterou je fy = 0.
Tedy
P(0,T) - [Er(07 — K)] =0, neboli K =E(fr).

Tedy forwardova cena je ocekavana budouci cena ve svété, ktery je risk-
neutralni vzhledem k P(¢, 7).

7.3 Ocenovani derivatt urokovych mér

Vyplata zavisi néjakym zptisobem na trovni trokové miry. Ocenovani je slozi-
t&jSi nez u opci, nebot:

- pro fadu produkti je tfeba mit model, ktery popisuje chovani celé
vynosové kiivky,

- trokové miry jsou pouzity jak pro diskontovani, tak pro definici vyplaty
z derivatu.
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7.3.1 Blackuv model

Méjme evropskou call opci na proménnou V.

Definujeme:
T ... cas do expirace opce
F ... forwardové cena V na kontrakt s expiraci v ¢ase T’
Fy ... hodnota F' v ¢ase 0 (kontrakt uzavieny v ¢ase 0)
K ... realiza¢ni cena opce
P(t,T) ... cenav Caset bezkuponového dluhopisu vyplacejiciho v ¢ase T' 1$
Vr ... hodnota V v Case T'
o ... volatilita F’

Pro ocenovani opce:
1. Pfedpokladejme, ze In Vr ma normélni rozdéleni se stfedni hodnotou
Fy a smérodatnou odchylkou ov/T.
2. Diskontujeme ocekavanou vyplatu pomoci T-ro¢ni okamzité trokové
miry (coz je ekvivalentni vynasobeni vyplaty faktorem P(0,7")).

Vyplata z opce je max(Vy— K, 0). Z lognormalniho rozdéleni dostaneme (jako
u B.-S. vzorce):

E(max(Vr — K,0)) = E(Vy) - &(dy) — K - ®(dy),
kde E(Vr) je o¢ekavana hodnota Vr a
_ In[Er(Vr)/K] + 0T)/2 & — In[Er(Vr)/K] — 0®T/2 —d,— oVT.

d )
! o/T ? oT

Protoze predpokladame, ze E(Vr) = Fy, mame
C=P0,7)-[Fy ®(di) — K (dy)], (7.3)

kde
In[Fy/K] + 02T/2
1 T 2 1

Podobné pro put opci:
P=P0,T)-[K ®(—dz) — Fy ®(—d1)].

Neptedpokldadame geometricky Browntv pohyb pro vyvoj V' (uvolnéni pired-
pokladi B.-S. modelu).
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7.3.2 Opce na dluhopisy

Nékteré dluhopisy maji opce ”zabudované v sobé.”

Callable bond: dluhopis, ktery dovoluje firmé, kterd ho vydala, odkoupit
jej zpatky za urcenou cenu, v urcenych ¢asech v budoucnosti.

Tedy drzitel vlastné prodava call opci na tento dluhopis firmé, kterd ho vy-
dala.

Na ocenéni evropské call opce na dluhopis pouzijeme Blacktiv model.
Ptredpoklady: cena dluhopisu v ¢ase T' je lognormalni.
Rovnici 7.3 mizeme pouzit (s Fy rovnou forwardové cené dluhopisu Fp a o
rovno forwardové volatilité dluhopisu og). Dostaneme

C=P0,T)-[Fg ®(di) — K ®(dy)],
P=P(0,T)[K ®(—dy) — Fg ®(—dy)],
kde In[Fy/K] + 052T)2
dy = — a dgzdl—agﬁ.

F'g se vypocita podle vztahu

By —1
P(0,T)’

Fp=

kde I je soucasnd hodnota kuponii a By je cena dluhopist v case 0.
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