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Operace na mnoziné, grupoid

Definice. Necht G je mnozina. Libovolné zobrazeni G x G — G se
nazyva (bindrni) operace na mnoziné G.

Oznaceni. Operace budeme znadit symbolem - (pfipadné +, o, e
apod.), obraz dvojice [a, b] € G x G v operaci - symbolem a - b.
Definice. Operace - na mnoziné G se nazyva

» komutativni, jestlize Va,b€ G:a-b=b- a;

> asociativni, jestlize Va,b,c € G:a-(b-c) = (a-b)-c.
Definice. Mnozina G spolu s operaci - na G se nazyva grupoid,
oznalujeme jej (G, -), nebo jen G, bude-li z kontextu jasné, jakou
operaci mame na mysli.
Definice. Grupoid (G, -) se nazyva

» komutativni, jestlize - je komutativni operace na G;

» asociativni (neboli pologrupa), jestlize - je asociativni
operace na G.



Neutralni prvek, inverzni prvky, grupa

Definice. Necht (G, -) je grupoid. Prvek e € G se nazyva
neutralni prvek (neboli jednotkovy prvek) tohoto grupoidu,
jestlizeVae G:e-a=a-e=a.

Véta. Kazdy grupoid ma nejvyse jeden neutralni prvek. puke:.

Definice. Necht (G, -) grupoid s neutrdlnim prvkem e a necht je
pevné ddno a € G. Prvek b € G se nazyva inverznim prvkem
k prvku a (v grupoidu G), jestlize platia-b=b-a=ce.

Véta. V libovolné pologrupé s neutrdalnim prvkem ke kazdému
prvku existuje nejvyse jeden prvek inverzni.
Definice. Grupoid G se nazyvd grupa, jestlize

» G je pologrupa (tj. asociativni grupoid),

» G ma neutrdlni prvek,

> ke kazdému prvku a € G existuje v G prvek inverzni.

Oznaceni. V grupé (G, -) tedy ke kazdému prvku a € G existuje

pravé jeden prvek inverzni, zna&ime jej a*.
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Definice. Je-li (G, -) grupa a je-li navic operace - komutativni,
hovorime o komutativni grupé.

Definice. Grupa (G, ) se nazyva trivialni, ma-li mnozina G jediny
prvek, tj. G = {e}. (Tento jediny prvek e je pak nutné neutralni,
nebot musi platit e - e = e.)

Priklad. (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) jsou komutativni grupy;
(Q*, ), (R*,+), (C*,-) jsou komutativni grupy, kde Q* = Q — {0},
R* =R — {0}, C* =C — {0}.

Priklad. Necht R znadi kteroukoli z ¢&iselnych mnozin Z, Q, R, C,
pak pro libovolné m, n € N definujeme M, »(R) jako mnozinu
vSech matic typu n x m s prvky z R. Pak (M, m(R),+) je
komutativni grupa (zde + znadi s¢itani matic).

Naopak (M, »(R),-), kde - znadi ndsobeni matic, je pologrupa

s neutralnim prvkem, ale grupa to neni. Je-li R kterdkoli z
¢iselnych mnozin Q, R, C, oznaéme GL,(R) mnozinu vsech
reguldrnich matic typu n x n's prvky z R (tj. matic s nenulovym
determinantem). Pak (GL,(R),-) je grupa, kterd neni komutativni,
je-lin > 2.




Permutace

Ptiklad. Necht X je mnoZina, symbolem XX znadime mnozinu
vech zobrazeni X — X, symbol o znaci skladani zobrazeni.
P¥ipomerime, Ze pro f,g € XX je definovano

(fog)(x)="~(g(x)) pro libovolné x € X.

Pak (X%, 0) je pologrupa s neutralnim prvkem, ale grupa to nen.

Definice. Permutaci na mnoziné X rozumime libovolnou bijekci
X — X. MnoZinu v8ech permutaci na mnoziné X znadime S(X).
Pokud X = {1,2,...,n}, piSeme misto S(X) stru¢né jen S,,.

Priklad. (S(X), o) je grupa, ktera neni komutativni, ma-li X
alespon tfi prvky.



Jak oznacovat prvky grupy S,?

dvouradk tici 1 23 456
vouradkovou matici 415 2 6 3
orientovanym grafem 1<—2 3
4 5——6
anebo schématem 1 72>3€§<5< 6
1 2 3 4 5 6
Definice. Necht iy, ..., ik jsou rGizné prvky mnoziny {1,2,...,n},
pficemz k > 2. Permutaci z S, takovou, ze
L p, v 03, B3 g, .y k1 Pk, Ik,

pri¢emz pro viechny prvky a € {1,2,...,n}, a¢ {i,..., ik} plati
a+— a, nazyvame cyklem délky k a znac¢ime (i, ..., ix). Cykly
délky 2 se nazyvaji transpozice.




Definice. Cykly (i, ...,ik),(j1,---,Jjr) € Sn se nazyvaji nezavislé,
jsou-li mnoziny {i,...,ix} a {j1,...,Jr} disjunktni (tj. maji-li
prazdny pranik).

Véta. Kazdou neidentickou permutaci f € S, Ize napsat jako
sloZeni nékolika nezavislych cykld, a to jednoznacné az na jejich
poradi.

Veéta. Necht n > 1, pak kazdou permutaci f € S, Ize napsat jako
slozeni nékolika transpozic. puka:.

Definice. Necht f € S,,. Rekneme, Ze usporadana dvojice [i, j] je
inverze permutace f, jestlize 1 < i < j < n a plati f(i) > f(j).
Permutace f se nazyva suda nebo licha podle toho, ma-li sudy
nebo lichy podet inverzi. Paritu p(f) permutace f definujeme:

1 je-li f suda,
p(f) = e
-1 je-li f licha.
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Jak zjistit paritu permutace f € S,)?

Je-li f dana dvouradkovou matici, spocitame, kolikrat ve spodnim
radku ,, je mensi Cislo predbéhnuto vétsim*:

1 2 3 4 6
4 1 5 2 3
4>1, 4>2 4>3, 5>2, 5>3 6>3:

Sest inverzi — sudd permutace.
Je-li f dana schématem

S o1

1 2 3 4 5 6

spoditdme, kolikrat se protinaji Sipky:
Sest prlsecCik( - Sest inverzi - sudd permutace.



A co parita permutace f € S, zapsané jako slozeni cykl(?

Véta. Pro libovolné f,g € S, plati

p(f o g) = p(f) - p(g).

Jinymi slovy: slozenim libovolnych dvou permutaci stejné parity
dostaneme sudou permutaci, kdeZto sloZenim libovolnych dvou
permutaci riizné parity dostaneme lichou permutaci. pakaz.

Dasledek. SloZeni sudého poctu transpozic je sudd permutace,
sloZeni lichého pocltu transpozic je lichd permutace. pikez. Pokratovan.

Dusledek. Cyklus liché délky je sudd permutace a cyklus sudé délky
je licha permutace.

Ddsledek. Neidentickd permutace je suda, pravé kdyz ve svém
rozkladu na sloZeni nezavislych cyklii ma sudy pocet cykli sudée
délky. Je tedy lichd, pravé kdyz v tomto rozkladu ma lichy pocet
Cyk/lnl sudé de'lky. Priklady. Je$té jeden.
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