Dalsi priklad grupy: grupa (D,, o)

Priklad. Necht n > 3 je ptirozené Cislo a predstavme si pravidelny
n-thelnik. Oznaéme D, mnoZinu véech shodnosti tohoto
n-thelnika, tedy zobrazeni, kterd zachovavaji délky Gsecek a
kterymi je nas n-thelnik zobrazen sam na sebe. Pak D, ma 2n
prvki, z toho n rotaci kolem stfedu n-Ghelnika (véetné identity —
rotace o nulovy (hel) a n osovych soumérnosti (vzhledem k osam
prochdzejicich stfredem n-thelnika a také dvéma z vrcholll a stredil
stran). naeek Snadno se ovéfi, Ze vzhledem ke skladani dostavame
nekomutativni grupu (D,, o).

Kazda shodnost permutuje mnozinu vrcholl n-Ghelnika, pricemz
riznym shodnostem odpovidaji riizné permutace vrcholi. Proto,
ocislujeme-li vrcholy n-thelnika po radé Cisly 1,2,..., n, lze kazdou
shodnost n-Ghelnika ztotoznit s prvkem grupy S,. Rotace jsou
ztotoznény s mocninami cyklu (1,2,..., n), kazda osovd
soumérnost je ztotoznéna se slozenim nékolika nezavislych
transpozic.
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Délitelnost v Z

Definice. Rikdme, e celé &islo b € Z je délitelem celého &isla
ac€Z, piseme b | a, existuje-li c € Z tak, ze a= b - c.

Véta (o déleni se zbytkem). Pro kazdé a € 7 a m € N existuje
jedina dvojice Cisel q,r € 7 takovych, Ze a= m- q+ r a soucasné
0 <r < m. bk

Definice. Cislo g se nazyva (nedaplny) podil a ¢islo r zbytek po
déleni Cisla a Cislem m.

Definice. Spoleénym délitelem Cisel a, b € Z rozumime kazdé
gislo ¢ € Z spliujici ¢ | a a souéasné c | b. Je-li alespon jedno

z Cisel a, b nenulové, existuje jen kone¢né mnoho jejich spole¢nych
délitell; nejvétsi z nich se nazyva nejvétsi spolecny délitel Cisel
a, b, znadime jej (a, b). Jestlize naopak a = b =0, je jejich nejvétsi
spole¢ny délitel definovan jako nula, tj. (0,0) = 0.

Pozndmka. Zrejmé plati (a, b) = (|a|, |b|) a (a,0) = |a|, zaméfime
se proto na nejvétsi spolecny délitel prirozenych disel a, b.
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Eukliddv algoritmus

Pro dana a, b € N provadéjme postupné déleni se zbytkem:
a=b-q+r

b=r-q+n
n=n-g+nr
n=r-qs+r

I'n—3 = —2:Qqn-1+ n—1
fhn—2 = rh—1-qn+ Iy
r'n—1 = rn'qn+1+0

Prfitom b > rg > > rn > ..., proto skute¢né po nékolika
délenich nastane r,41 = 0.

Véta. Pro libovolnd a,b € N plati (a,b) = ry. pikaz.

Véta (Bezoutova rovnost). Pro libovolnd a, b € 7 existuji u,v € Z
tak, ze (a,b) =u-a+ v - b. ik
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Nejmensi spolecny nasobek

Definice. Spoleénym nasobkem Ccisel a, b € Z rozumime kazdé
Cislo ¢ € Z spliujici a | ¢ a soucasné b | ¢

Pozndmka. Je-li a =0 nebo b =0, je jedinym spolecnym
nasobkem Cisel a, b Cislo 0. V opacném pripadé existuji kladné
spole¢né nasobky, napfiklad |a - b].

Definice. Jsou-li obé Cisla a, b € Z nenulova, rozumime
nejmensim spoleénym nasobkem ¢isel a, b nejmensiho ze viech
kladnych spole¢nych nasobkil téchto Cisel. Je-li alespon jedno

z Cisel a, b nulové, definujeme nejmensi spoleény nasobek Cisel a, b
jako nulu.

VEta. Necht a, b € 7Z, a # 0 # b. Pak nejmensim spole¢nym
nasobkem cisel a, b je Cislo %. Pro libovolné ¢islo ¢ € 7 plati,
Ze ¢ je spoleCnym nasobkem Cisel a, b, pravé kdyz c je délitelné

nejmensim spolecnym nasobkem Cisel a, b. pukaz.

Pozndmka. Druha &ast predchozi véty plati i v pfipadé, kdy je
nékteré z Cisel a, b nulové.


https://is.muni.cz/auth/el/1431/jaro2011/M2150/um/23125676/algebra2004.jpg?fakulta=1431;obdobi=4966;kod=M2150

Dalsi disledky Bezoutovy rovnosti

Véta (Bezoutova rovnost). Pro libovolnd a, b € 7 existuji u,v € Z
tak, ze (a,b)=u-a+v-b.

Nasledujici disledek vysvétluje, pro¢ jsme dodefinovali (0,0) = 0.
Ddsledek. Pro libovolna a, b, d € 7Z plati

d|(a,b) < d|a d]|b. Dikaz.
Definice. Cisla a, b € 7 se nazyvaji nesoudélna, jestlize (a,b) = 1.

Disledek. Cisla a, b € 7 jsou nesoudéInd, pravé kdy? existuji
u,v € Z tak, Ze u-a+v-b=1.

Ddsledek. Pro libovolna a, b, c € 7 plati

alb-c, (a,b)=1 = alc Dikaz.

Definice. P¥irozené Cislo p se nazyva prvocislo, jestlize jeho
jedinym délitelem véts$im neZ 1 je p samotné.
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Véta. Pro libovolné prvocislo p a libovolna b, c € 7 plati

plb-c = p|b nebo p|c.
Véta (o jednoznacném rozkladu v Z). Libovolné celé &islo a > 1 je
bud prvoéislo, nebo jej Ize napsat jako souéin nékolika prvocisel, a
to jednoznacné aZ na poradi Cinitelll. puka:.

Ddsledek. Prvocisel je nekonecné mnoho.

Desledek. Cisla a, b € 7 jsou nesoudélnd, pravé kdy? neexistuje
prvocislo p délici a i b. puke:.

Pozndmka. Predchozi vétu lze pro mala prirozena Cisla uzit

k hledani nejvétsiho spolecného délitele tak, ze obé Cisla rozloZime
na soucin prvocisel a zjistime, kterd prvocisla se vyskytuji v obou
rozkladech. Obecné vSak nalézt rozklad na prvodinitele je mnohem
obtiznéjsi kol nez nalézt nejvétsiho spole¢ného délitele. Cely
systém bezpecné komunikace v soucasnosti je zalozen na tom, ze
neumime rozlozit prirozené Cislo, které je soucinem dvou velkych
(Feknéme 150-cifernych) prvodisel (vypocet, ktery by trval nékolik
stoleti, je z praktického hlediska pochopitelné bezcenny).
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Kongruence, zbytkové tridy

Definice. Necht m € N, a, b € Z. Rikdme, Ze a, b jsou kongruentni
modulo m, a piSeme a = b (mod m), jestlize m| a — b.
Pozndmka. Ztejmé a = b (mod m), pravé kdyz a, b maji stejny
zbytek po déleni Cislem m.

Definice. Necht m € N. Pro libovolné a € Z definujeme mnozinu
[a]m = {a+ k- m; k € Z}, kterou nazyvdme zbytkova tfida
modulo m obsahujici a.

Pozndmka. Mnozina [a],m = {a+ k- m; k € Z} se skladd z pravé
téch celych Cisel, kterd maji stejny zbytek po déleni ¢islem m jako
Cislo a.

Véta. Pro libovolna a, b € Z, m € N nastavd [a|m = [b]m pravé
tehdy, kdyz a= b (mod m). Diikaz.

Oznaceni. Mnozinu viech zbytkovych tfid podle modulu m € N
znac¢ime Z,. Je tedy

Zim = {[0]m; [1]m; [2]m, - - [m — 1] m}.
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Operace na mnoziné Z,,

Véta. Necht m € N, a, b, c,d € Z jsou libovolna. Jestlize plati
[a]m = [c]m, [blm = [d]m, pak také

[a+ b]m = [c + d]m, [a- b]lm =[cd]m. Dikaz.

Diisledek. Necht m € N. Vztahy
[a]m + [b]m = [a + b]m, [alm - [b]m = [a - b]m
pro libovolnd a, b € 7. definuji operace + a - na mnozin€ Z,.

Véta. Pro libovolné m € N je (Zn,+) komutativni grupa

s neutralnim prvkem [0]n,, v niZ inverznim prvkem k libovolné tridé
[a]m je trida [—a]m.

Véta. Pro libovolné m € N je (Z,, -) komutativni pologrupa

s neutralnim prvkem [1]n,.

Poznamka. Jestlize m > 1, pro kazdé a € Z plati
[alm - [0]m = [a- 0]m = [0]m # [1]m, a tedy (Zpm, ) neni grupa.
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Grupa (Z,, -)

Véta. Necht m € N, a € Z jsou libovolnd. Zbytkovd tfida [a], ma
inverzni prvek v pologrupé (Zm,-), pravé kdyz celd ¢isla a, m jsou
nesoudélna. pakaz.

Oznaceni. Pro libovolné m € N oznaéme Z,;, mnoZinu viech
zbytkovych t¥id [a],, které maji inverzni prvek v pologrupé (Zpm, -),
tedy

Zy, =A{lalm; a € Z, (a,m) = 1}.

Disledek. Pro kazdé m € N je (Z},,-) komutativni grupa.

Oznaceni. Pro libovolné m € N oznaéme ¢(m) pocet vsech
prirozenych Cisel neprevysujicich m, ktera jsou nesoudélna s m, tedy

e(m)={a€Z;0<a<m,(am)=1}.
Lyl = o (m).

Definice. Vyse definované zobrazeni ¢ : N — N se nazyva
Eulerova funkce. riiiad.

Ddsledek. Pro libovolné m € N plati
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