Vypocet hodnot Eulerovy funkce o(m) = |Z)|
Véta. Je-li p prvocislo a n € N, pak o(p") = (p—1) - p" L. viker
Véta. Jsou-li a, b € Z nesoudélna cela Cisla, pak
(p(a . b) = 30(3) : (p(b). Ditkaz. Pokraovani.
Priklad. Predpoklad o nesoudélnosti je v predchozi vété podstatny,
plati tfeba ¢(2-2) =2 # 1 = ¢(2) - ¢(2).
Diisledek. Necht m € N. Rozlozme m na soucin mocnin riiznych
prvocisel, tj.

m=pi*-py P

kde p1, p2, ..., ps jsou riiznd prvocisla, e1, e, ...,es € N. Pak
plati

p(m)=(p1—1) PP - (P2 = 1) p5 "+ (ps — 1) - P&,

coZ je mozné zapsat také takto:

o(m)=m- H (1—%).

prvocislo p|m
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Zakladni vlastnosti grup, mocnina v pologrupé

Véta. Necht (G,-) je pologrupa, a1, ...,a, € G, pficemz n > 1.
Pak vysledek soucinu prvki ai, ..., a, (v tomto poradi) nezdleZi na
jejich uzavorkovani. pikaz.

Véta. Necht (G,-) je komutativni pologrupa, a1, ...,a, € G,
pricemz n > 1. Pak vysledek soucinu prvkii ai, ..., a, nezaleZi na
jejich poradi.

Definice. Necht (G, -) je pologrupa, a € G, n € N. Mocninu a"
prvku a v pologrupé G definujeme jako soucin n exemplari prvku a:

(podle vyse uvedené véty neni nutné specifikovat uzdvorkovani).

Véta. Necht (G, -) je pologrupa, a € G, m,n € N. Pak plati
am-a" =a"t", (a™)" = a™". ik

’
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Invertibilni prvky

Oznaceni. Necht (G, ) je grupoid s neutralnim prvkem. Vime, ze
tento neutrdlni prvek je v G jediny. Budeme jej oznacovat
symbolem 1 (prestoze to nemusi byt pfirozené islo 1).

Definice. Necht (G, -) je pologrupa s neutralnim prvkem 1. Pokud
k néjakému a € G existuje v G prvek inverzni, fikdme, ze prvek a
je invertibilni. Inverzni prvek k prvku a budeme oznacovat

symbolem a1

Véta. Necht (G, -) je pologrupa s neutrdlnim prvkem 1,

a,ai,...,ap libovolné invertibilni prvky z G. Pak plati
17t =1,
(a_l)_l = a,
(a1 ... ap) b =a,t ... -ah.



Mnozina vsech invertibilnich prvk( pologrupy,
mocnina v grupé

Véta. Necht (G,-) je pologrupa s neutrdlnim prvkem 1, H mnoZina
vsech invertibilnich prvki z G. Pak (H,-) je grupa.

Pozndmka. Operace - na mnoziné H je z(zenim puvodni operace
na mnoziné G (ma stejny predpis, ale je definovdna na mensim
defini¢nim oboru H x H a ma mensi obor hodnot H).

Pozndmka. Predchozi vétu jsme uz nékolikrat pouzili: na
pologrupéch &tvercovych matic (M, n(R), ), zobrazeni (XX, o) a
zbytkovych t¥id (Zm, ). Vznikly grupy GLu(R), S(X) a Z};,.

Definice. Necht (G, ) je grupa s neutralnim prvkem 1, a € G.
Mocninu a" prvku a v grupé G definujeme i pro nekladny
celodiselny exponent: a® =1, a~" = (a")~! pro libovolné n € N.

Véta. Necht (G, -) je grupa, a € G, m,n € Z. Pak plati

am-a" =amtn, (a™)" = a™". cu dikan.

’

Véta. Necht (G,-) je komutativni grupa, a,b € G, m € 7. Pak
plati (a- b)™ = a™ - b™.
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Rad prvku v grupé

Definice. Necht G je grupa, a € G. Existuje-li pfirozené Cislo n tak,
ze a" =1, pak nejmensi prirozené Cislo n s touto vlastnosti se
nazyva fad prvku a v grupé G. rikad. Neexistuje-li zadné pfirozené
Cislo n s touto vlastnosti, fikdime, Ze Fad prvku a v grupé G je oco.

Véta. Necht G je grupa, a € G. Je-li Fad prvku a v grupé G
prirozené Cislo n, pak pro libovolnd k, | € Z plati

k=4 = k=1 (mod n). Dikaz.

Je-li naopak rad prvku a v grupé G roven oo, pak pro libovolnd
k,1 € Z plati

ak = a’ <~ k=1. Diikaz.

Dasledek. Necht rad prvku a v grupé G je n € N. Necht r je
zbytek po déleni &isla k € Z &islem n, pak a¥ = a". Prvky a° = 1,

al = a, a° ..., a" ! jsou po dvou riizné.

Déssledek. Rad prvku a v grupé G tedy uddvd, kolik existuje
riznych mocnin prvku a. V' konecné grupé ma kazdy prvek konecny
rad.
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Disledky véty

VEta. Necht G je grupa, a € G. Je-li rad prvku a v grupé G
prirozené Cislo n, pak pro libovolnd k, | € Z plati

k=4 = k=1 (mod n).

Diasledek. Necht G je grupa, a € G, k € N. Pak ak =1, pravé
kdyZ rad prvku a je prirozené Cislo, jehoZ ndsobkem je Cislo k.

Disledek. Necht G je grupa, a € G, prvek radu k € N. Je-li
k = n-m pro néjakd n,m € N, pak rad prvku a" je m. pika.
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