Exponent konec¢né grupy

Véta. Necht G je komutativni grupa, a, b € G takové, Ze rad prvku
ajem €N, rad prvku b je n € N. Jestlize (m,n) = 1, pak fdd
prvku a- b je m- n. pikaz.

Definice. Necht G je kone¢na grupa. Nejmensi prirozené Cislo e
takové, ze pro kazdé a € G plati a® = 1, se nazyva exponent
grupy G. piikiad.

Pozndmka. Mame-li kone¢nou grupu G, mizeme urcit fad kazdého
prvku grupy G a spoditat nejmensi spoleény nasobek viech
ziskanych radd. Tento nejmensi spolecny ndsobek je roven
exponentu grupy G.

Véta. Necht G je konecnd komutativni grupa. Pak exponent grupy
G je roven nejvétsimu z rddu vsech prvki grupy G. pikes.

Véta (zakony o kraceni). Necht G je grupa, a, b, c € G. Pak plati

a-b=a-c = b=c,
b-a=c-a — b=rc. Diikaz.
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Podgrupa grupy
Definice. Necht (G,) je grupa, H podmnozina mnoziny G.
Rekneme, Ze H je podgrupa grupy G, a pisSeme H < G, jestlize
> neutralni prvek 1 € H,
> pro kazdé a € H plati a=! € H,
» pro kazdé a,b e H platia- b e H.

Pozndamka. Nejvétsi podgrupou grupy G (vzhledem k C) je celd G,
nejmensi podgrupou je {1}.

Véta. Necht H je podgrupa grupy (G, -). Pak - uréuje operaci na
mnoziné H, pricemZz H je grupa vzhledem k této operaci. Je-li
grupa G komutativni, pak je i grupa H komutativni.

Oznaceni. Zminovanou operaci na podgrupé budeme oznacovat
stejnym symbolem jako plvodni operaci na celé grupé, prestoze
tyto operace nejsou stejné.

VEta. Jestlize H je podgrupa grupy G a K je podgrupa grupy H,
pak je K také podgrupou grupy G.



Podgrupa grupy generovand podmnozinou grupy

Véta. Necht G je grupa, | neprazdnd mnoZina takovd, Ze pro kazdé
i € | je ddna podgrupa H; grupy G. Pak prinik (.., H; vsech
téchto podgrup je opét podgrupou grupy G. pikez.

iel

Definice. Necht M je podmnozina grupy G. Symbolem (M)
oznacime prinik viech podgrup grupy G, jejichz podmnozinou je
mnozina M. Podle predchozi véty je (M) podgrupou grupy G
obsahujici mnozinu M; evidentné je nejmensi s touto vlastnosti.
Podgrupu (M) nazyvdme podgrupa generovana mnozinou M,
mnozinu M nazyvame mnoZzina generatora podgrupy (M).

Oznaceni. Je-li M = {a1, ..., an}, lze psat stru¢né (a1, ..., an)
misto </\/I> Priklady.

Pozndmka. Ziejmé (G) = G, (0) = {1}. Pro kazdou M C G plati
(M) =(MU{at; ac M}).

Definice. Radem konec¢né grupy (G, -) rozumime pocet prvkii této
grupy, znac¢ime |G|.
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Podgrupa grupy generovand podmnozinou grupy

Véta. Necht M je podmnoZina grupy (G, ) takovd, Ze M # () a Ze
pro kaZdé a € M je také a—1 € M. Pak plati

<M>:{31'---'an;HEN,al,...,aneM}. Diikaz.
Dasledek. Necht (G, -) je grupa, a € G. Pak plati
(a) ={a™; m e Z}. vikz

Disledek. Necht (G, -) je grupa, a € G je prvek fadu n € NU {oo}.
Pak pocet prvki podgrupy (a) generované prvkem a je roven n.

Definice. Grupa G se nazyva cyklicka, existuje-li a € G tak, ze
G = (a).

Priklad. Grupy (Z,4+) i (Zm,+) pro libovolné m € N jsou cyklické.
Ddsledek. Konecnd n-prvkova grupa je cyklicka, pravé kdyz
obsahuje prvek radu n.

Dusledek. Necht H, K jsou podgrupy komutativni grupy (G, -).
Pak plati (HUK) ={h-k; he H, k € K}.
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Homomorfismus grup

Definice. Necht (Gi,-) a (Ga, *) jsou grupy, f : Gy — Gy
zobrazeni. Rekneme, e f je homomorfismus grupy (Gi, -) do
grupy (Ga, %), jestlize pro kazdé a, b € Gy plati

f(a-b) = f(a)«f(b). Injektivni homomorfismus se nazyva
vnoreni, bijektivnimu homomorfismu fikdme izomorfismus.

Pozndamka. Nepresné re¢eno: homomorfismus je zobrazeni mezi
grupami, u kterého dostaneme totéz, at uz , napred pocitame a
pak zobrazujeme" anebo , napred zobrazujeme a pak pocitame”.

Priklad. Pro libovolné m € N je zobrazeni parita p: Sp, — {1, -1}
homomorfismus grupy permutaci (Sm, o) do grupy ({1, —-1},"),
nebot pro libovolné permutace f,g € S, plati

p(fog)=p(f)-p(g). V pfipadé m =2 jde o izomorfismus.
Priklad. Zobrazeni logaritmus log : RT — R je homomorfismus
multiplikativni grupy vech kladnych redlnych &isel (R, ) do
aditivni grupy vsech redlnych cisel (R, +), nebot pro libovolnd
kladn3 redlnd &isla a, b plati log(a - b) = (log a) + (log b). Protoze
je toto zobrazeni bijekce, jde o izomorfismus.



