Homomorfismus grup

Definice. Necht (G, -) a (G, %) jsou grupy. Zobrazeni f : G — G
se nazyvd homomorfismus, jestlize pro kazdé a, b € Gy plati
f(a-b) = f(a) x f(b). VnoFeni je injektivni homomorfismus,
izomorfismus je bijektivni homomorfismus.

Priklad. Pro libovolné m € N je determinant det : GL,(R) — R
homomorfismus grupy regularnich matic typu m x m s redlnymi
prvky (GLm(R),-) do grupy nenulovych redlnych Cisel (R*,-). Pro
libovolné matice A, B € GL,(R) totiz podle Cauchyovy véty plati
det(A- B) = det(A) - det(B). V pfipadé m =1 jde o izomorfismus.

Véta. Jsou-li G1, Gy, Gz grupy, f : Gt — G ag: Gy — G3
homomorfismy, pak je g o f : Gi — G3 homomorfismus. pika:.

Véta. Necht f . G — Gy je homomorfismus grup. Pak f(1) =1 a
pro kazdé a € Gy plati f(a=t) = f(a)™L. bue-.

VEta. Necht f : Gi — Gy je izomorfismus grup. Pak i inverzni
zobrazeni f~1 : Gy, — Gy je izomorfismus grup. pik:
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Homomorfismus grup, jeho jadro

VEta. Necht f : Gi — Gy je homomorfismus grup, a € Gy prvek
radu n € N. Pak rad prvku f(a) v grupé G, je k € N a plati k | n.
Dikaz. Priklad.

Véta. Necht f : Gy — Gy je homomorfismus grup. Pak obraz
f(G1) = {f(a); a € Gi} grupy Gi je podgrupou grupy Gy. piks:
VEta. Necht f : Gi — Gy je homomorfismus grup, H podgrupa
grupy Go. Pak dplny vzor f~1(H) = {a € Gy; f(a) € H} podgrupy
H je podgrupou grupy Gi. pike:.

Definice. Necht f : G; — G» je homomorfismus grup. Mnozina
ker f = {a € Gi; f(a) = 1} se nazyva jadro homomorfismu f.

Disledek. Je-li f : G — Gy je homomorfismus grup, pak jeho
jadro ker f je podgrupa grupy Gi.

VEta. Homomorfismus grup f : Gy — Gy je injektivni, pravé kdyz
ker f - {1} Dikaz.
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|lzomorfni grupy

Definice. Rekneme, Ze grupy G; a G, jsou izomorfni, a pieme
G1 = Gy, jestlize existuje alespon jeden izomorfismus f: Gy — Go.

Ptiklad. Grupy (R™,-) a (R, +) jsou izomorfni, nebot logaritmus
log : Rt — R je izomorfismus.
Véta. Jsou-li G1, Gp, Gz grupy. Pak plati

> G = Gy,

> G1 G2 — Gz G1,

> 61 =Gy, =63 = G =G
Véta. Libovolna nekonecna cyklicka grupa je izomorfni s grupou
(Z,+). Libovolnd konecna cyklickd grupa fadu n je izomorfni
s grupou (Zp, +). pike
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Levé tridy rozkladu grupy podle podgrupy

Definice. Necht (G, -) je grupa, H jeji podgrupa. Pro libovolny
prvek a € G definujeme jim uréenou levou tfidu a - H rozkladu
grupy G podle podgrupy H predpisem a- H ={a-h; h € H}.

Pozndmka. Podle definice je leva tfida a- H podmnoZinou grupy G,
je to mnozina vsech soucinii pevné zvoleného prvku a postupné se
vSemi prvky h € H.

Véta. Necht (G,-) je grupa, H jeji podgrupa, a, b € G libovolné.
Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

» a-H=b-H,
» acb-H,
> b_l-aE H. Diikaz.

Oznacéeni. Ozna¢me G/H mnozinu vsech levych t¥id grupy G podle
podgrupy H, tj. G/H ={a- H; a € G}. riwaay
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