Rozklad grupy podle podgrupy

Priklad. Pro libovolné m € N tvofi mnozina H vSech celych Cisel
délitelnych &islem m podgrupu grupy (Z,+) a plati Z/H = Zp. vipote:

Priklad. Pro G = 83 a H ={id, (1,2)} je idoH = H,

(1,3) o H=1{(1,3)0id, (1,3) o (1,2)} ={(1,3), (1,2,3)} a
(2,3) o H={(2,3)0id, (2,3)0(1,2)} ={(2,3), (1,3,2)}, a tedy
G/H = {H, {(1,3), (1,2,3)}, {(2,3), (1,3,2)} }.

Poznamka. Pfipomenme, Ze rozkladem na mnoziné M rozumime
systém neprazdnych podmnozin mnoziny M, jejichz sjednoceni je
rovno celé mnoziné M a které jsou po dvou disjunktni.

Vé&ta. Mnozina G /H vsech levych tfid grupy G podle podgrupy H
tvori rozklad na mnoziné G. pika.

Definice. Pocet |G /H| vSech levych tfid grupy G podle podgrupy
H se nazyva index podgrupy H v grupé G.

Véta. Necht (G, ) je koneénd grupa, H jeji podgrupa. Pak plati
‘G| e |G/H| . ‘H| Diikaz.
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Lagrangeova véta a jeji disledky
Véta. Necht (G,-) je kone¢nd grupa, H jeji podgrupa. Pak plati
|G| = [G/HI-[H|.

Diisledek (Lagrangeova véta). Rad libovolné podgrupy konecné
grupy G je délitelem radu grupy G.

Diisledek. Rad libovolného prvku konecné grupy G je délitelem
fadu grupy G. Dikaz.

Dasledek. Libovolnad podgrupa prvociselného fadu je cyklicka.
Dasledek. Necht G je kone¢nad grupa konecného fadu n = |G|. Pak
pro libovolny prvek a € G plati a" = 1. Jinymi slovy: exponent
konecné grupy G je délitelem fadu grupy G.

Specidlnim pfipadem predchoziho dilsledku je nasledujici véta

z teorie Cisel:

Véta (Eulerova). Necht m € N, a € Z jsou libovolna nesoudélna

&isla. Pak plati a*(™ =1 (mod m). bue:
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Naivni pokus o zavedeni operace na rozkladu G/H

Inspirace. Zvolme pevné libovolné m € N a jako dfive oznacme
H = [0]m = {mk; k € Z}. Pak H je podgrupa grupy (Z,+) a
odpovidajicim rozkladem je Z/H = Zp,. Na Z, jsme definovali
operaci + pomoci reprezentant(: pro libovolné a € Z je totiz
a+ H = [a]m a pouzitou definici s¢itani zbytkovych tfid

[a]m + [b]m = [a + b]m pro libovolna a, b € Z lze psét ve tvaru
(a4 H)+ (b+H) = (a+ b) + H.

Pokus o zobecnéni. Necht (G,-) je grupa a H jeji podgrupa. Pak
bychom na rozkladu G/H radi zavedli operaci - predpisem
(a-H)-(b-H)=(a-b)-H pro libovolnd a,b € G. Je to ale vzdy
mozné?

Priklad. Pro G = S3 a H = {id, (1,2)} je idoH =(1,2)o H =H,
(1,3) o H=(1,2,3) o H={(1,3), (1,2,3)} a

(2,3)o H=(1,3,2) o H=1{(2,3), (1,3,2)}, a tedy pfedchozi
definice pomoci reprezentantil by dala

(1,3,2) o H = ((1,2) o H) o ((1,3) o H) = (idoH) o ((1,3) o H)
= (1,3) o H, coz v3ak neni pravda.




Normalni podgrupy

Uvaha. Necht (G,-) je grupa a H jeji podgrupa. Pro libovolné
he H plati h-H=1-H, a tedy pro kazdé a € G musi operace -
na G/H spliovat (h- H)-(a=1-H) = (1-H)-(a~!- H). Abychom
mohli zavést operaci pomoci reprezentanttl, muselo by platit
(h-al)-H=2a"1-H, nebolia-h-a~teH.

Definice. Necht (G, -) je grupa a H jeji podgrupa. Rekneme, e H
je normalni podgrupou grupy G, jestlize pro kazdé h € H a kazdé
acGoplatia-h-aleH.

Priklad. V kazdé grupé G jsou {1} i G normdlni podgrupy.
Podgrupa H = {id, (1,2)} neni normalni podgrupou grupy Ss.

Véta. V komutativni grupé G je kazda podgrupa normalni.

Vé&ta. Je-li f : G — K homomorfismus grup, pak jeho jadro ker f
je normalni podgrupa grupy G. pike.
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Faktorgrupa

Véta. Necht (G, ) je grupa a H jeji normalni podgrupa. Pak je
mozné na rozkladu G/H zavést operaci - nasledujicim zplisobem:
pro libovolné a, b € G definujeme soudin levych tfid a- Ha b- H
predpisem (a- H) - (b- H) = (a- b) - H. bus=. Navic plati: (G/H,-)
je grupa. pikaz.

Definice. Necht (G, -) je grupa a H jeji normalni podgrupa. Grupa
G/H z predchozi véty se nazyva faktorova grupa grupy G podle
(normalni) podgrupy H, zkracené faktorgrupa. piiidy

Véta. Necht (G, ") je grupa a H jeji normalni podgrupa. Zobrazeni
m: G — G/H dané predpisem 7(a) = a- H pro libovolné a € G
(tedy kazdy prvek grupy G je zobrazen na tfidu, do niz patfi) je
homomorfismus grup, jehoz jadro ker m = H. pukez.

Disledek. Normalni podgrupy grupy G jsou pravé jadra
homomorfismi G — K grupy G do vhodnych grup K.

Véta. Necht (G, -) je komutativni grupa, pak je kazda podgrupa H
grupy G normalni a faktorgrupa G/H je komutativni.
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