Faktorgrupy - opakovani

Necht (G, ) je grupa, H jeji podgrupa. Kazdy prvek a € G urcuje
svou levou tfidu a- H = {a- h; h € H}. Pfitom

Vabe G: (a-H=b-H & acb-H & b l-acH).
Rozklad grupy G podle podgrupy H je mnozina vSech levych tfid
G/H ={a-H; ac G}. Predpokladdejme, ze podgrupa H je
normalni podgrupa grupy G, tj. pro kazdé h € H a kazdé a€ G
plati a- h-a~! € H. Pak Ize na rozkladu G/H zavést operaci
pomoci reprezentanti, tj. pro libovolné a, b € G definovat soucin
levych tfid a- H a b- H predpisem (a- H)-(b-H)=(a-b) - H.
Touto operaci na rozkladu G/H vznikne faktorgrupa (G/H, ).
Definujme zobrazeni m : G — G/H predpisem 7(a) = a- H pro
libovolné a € G (tedy kazdy prvek grupy G je zobrazen na t¥idu,
do niz patfi). Zfejmé je 7 surjektivni. Dokazali jsme, ze 7 je
homomorfismus grup, jehoZ jadro kerm = H.

Definice. Tento surjektivni homomorfismus 7 : G — G/H se
nazyva projekce grupy G na faktorgrupu G/H.




Faktorgrupy a homomorfismy

Véta. Necht f : G — K je homomorfismus grup, ker f jeho jddro.
Pak pro libovolné a,b e G plati f(a) = f(b), prdvé kdyz
al.-bckerf, tj. pravé kdyZ? a-(kerf) = b- (kerf). s dikozu
Véta (Hlavni véta o faktorovych grupdch). Necht f : G — K je
homomorfismus grup, H normalni podgrupa grupy G splriujici

H C ker f. zdivodnént piedpokiadu. Necht w: G — G/H je projekce grupy
G na faktorgrupu G/H. Pak existuje, a to jediné, zobrazeni

f: G/H— K spliujici for=Ff. oue G f K
Navic plati: X\ /

» f je homomorfismus grup, G/H f

> f Jje injekce, pravé kdyz H = kerf, pike-

>  je surjekce, pravé kdyz f je surjekce.

Diasledek. Je-li f : G — K homomorfismus grup, pak plati
G/(kerf) = f(G), kde f(G) = {f(a); ac€ G} C K je obraz G. puksz.

Dasledek. Je-li f : G — K surjektivni homomorfismus grup, pak
plati G/(kerf) = K.
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Piiklady

Priklad. Zobrazeni abs : R* — R*, urené predpisem abs(x) = x|
pro kazdé x € R*, je homorfismus grupy (R*,-) do sebe s jadrem
kerabs = {1,—1} a obrazem abs(R*) = R™, proto faktorgrupa
(R*/{L *1}7 ) = (R+v )

Priklad. Necht n € N, n > 1. Zobrazeni parity p : S, — {1,—1} je
surjektivni homomorfismus grup, jehoz jadrem je normalni
podgrupa vsech sudych permutaci A, = ker p, proto faktorgrupa
(Sn/Am O) = ({17 _1}7 )

Priklad. Zobrazeni f : R — C* s pfedpisem f(x) = cosx + isin x
je homomorfismus grupy (R, +) do grupy (C*,-), nebot plati
cos(x +y) +isin(x + y) = (cosx + isinx) - (cosy + isiny)

pro libovolné x,y € R. Jadrem je podgrupa ker f = {2km; k € 7}
vSech celodiselnych nasobki 2. Obrazem

f(R) = {cosx + isinx; x € R} = {a € C; |a] = 1} je podgrupa
vsech komplexnich Cisel s absolutni hodnotou 1. Proto

(R/{2km; k € Z},+) = ({a € C; |a| =1}, ).



Soucin grup

Véta. Necht (Gi,-) a (Gp,-) jsou grupy. Definujme na kartézském
soucinu Gy X G novou operaci - po slozkdch, tj. definujeme
(g1,82) - (h1,h2) = (g1 - h1, g2 - h2) pro libovolné g1, hy € Gy a
82, hy € G2. Pak (G1 X G2, ) je grupa. pikaz.

Definice. Vy$e popsana grupa (Gi X G, -) se nazyva soucin grup
(G1,-) a (Gp,+). Zobrazeni

p1:G1><G2—>Gl a p2261XG2—>G2
uréend predpisy
pi((a;b)) =a,  p2((a, b)) =b

pro libovolné (a, b) € G; x G, se nazyvaji projekce (ze soucinu).

Véta. Necht (G x G, -) je soucin grup (Gi,-) a (Go,-). Pak obé
projekce p1 a po jsou surjektivni homomorfismy.
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Cayleyho véta

Véta. Necht (G,-) je grupa, zvolme libovolné a € G. Pak zobrazeni
ra: G — G, uréené predpisem ry(g) = a- g pro kazdé g € G, je
bijekce, tedy ry € S(G). pikez.
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