Cayleyho véta

Véta. Necht (G,-) je grupa, zvolme libovolné a € G. Pak zobrazeni
ra: G — G, uréené predpisem ry(g) = a- g pro kazdé g € G, je
bijekce, tedy r, € S(G).

Véta. Necht (G, ) je grupa. Libovolnému prvku a € G prifadme
bijekci rsy z pfedchozi véty. Vznikne tak zobrazenir: G — S(G)
s predpisem r(a) = r, pro kazdé a € G. Pak plati: r je injektivni
homomorfismus grup. pik:.

Disledek (Cayleyho véta). Kazdd grupa G je izomorfni s vhodnou
podgrupou grupy permutaci S(G). Kazda kone¢nd grupa fadu n
je izomorfni s vhodnou podgrupou grupy S,.

Pozndmka. V predchozi vété jsme kazdy prvek a grupy (G, )
reprezentovali permutaci r, nosné mnoziny G. Tuto situaci Ize
zobecnit, mizeme prvky grupy (G, -) reprezentovat permutacemi
néjaké jiné mnoziny X, kterou mizeme libovolné zvolit. Budeme
tedy studovat homomorfismy G — S(X). Této situaci fikime
reprezentace grupy G permutacemi na mnoziné X anebo stru¢né
akce grupy G na mnoziné X.
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Akce grupy G na mnoziné X

Definice. Necht G je grupa, X mnozina a ¢ : G — S(X) je
homomorfismus grup. Pro libovolné a € G je ¢(a) € S(X), je

tedy p(a) : X — X bijekce. V bijekci p(a) mame pro kazdy prvek

y € X dan jeho obraz ¢(a)(y) € X. Pro libovolné y € X se

mnozina S, = {a € G; y(a)(y) = y} nazyva stabilizator prvku y,
mnozina O, = {y(a)(y); a € G} C X orbita prvku y (vzhledem k ¢).

Priklad. Zvolme n € N a X ={1,2,...,n}. Pak S(X) = S,.
Zvolme dale libovolné f € S, a ozna¢me G = (f), tj. G je
podgrupa grupy S, generovanad permutaci f. Potom ¢ Ize zvolit
jako inkluzi, tj. kazdy prvek grupy G je zobrazen na sebe. Pokud
zapiSeme permutaci f jako slozeni nezavislych cykli, ihned vidime,
jak vypada orbita O, pro libovolny y € X: plati-li f(y) =y, je
O, = {y}, v opa¢ném pripadé je O, mnozina vSech prvkii z cyklu,
v némz vystupuje y. Stabilizdtorem S, prvku y je mnozina viech
mocnin X permutace f, které ponechavaji y na misté, tj. spliiuji
fk(y) = y. Jde o podgrupu grupy G generovanou permutaci fl1ov,
tj. Sy = <f‘o5">. Plati proto |G/Sy’ = |Oy| Konkrétni priklad.
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Akce grupy G na mnoziné X
Mé&jme déno: grupu G, mnozinu X a homomorfismus grup
¢ : G — S(X), uréujici pro libovolny prvek y € X stabilizator
Sy ={a€ G; ¢(a)(y) =y} a orbitu Oy = {¢(a)(y); a € G}.

Véta. Mnozina vsech orbit {Oy; y € X} je rozklad na mnoziné X. pik-.
Véta. Pro libovolné y € X tvori stabilizator S, podgrupu grupy G. pik:.

Véta. Predpokladejme navic, ze X je koneCnd mnoZina. Pak pro
kazdé y € X je poclet prvkii v orbité O, roven indexu stabilizatoru
Sy, tj. |Oy| =|G/Sy|. pikaz.

Dasledek. Necht je navic X konecnd mnozina a y1,...,ym € X
jsou takové, Ze v kazdé orbité lezi pravé jeden z prvki yi, ..., Ym
(a tedy m je pocet orbit). Pak plati |X| =>"",|G/S,.|.

Vé&ta (Burnsidovo lemma). Necht je navic G kone¢nd grupa a
X kone¢nd mnozina. Pro libovolné a € G necht F; je mnoZina
fixnich bodi permutace p(a), tedy F, = {y € X; p(a)(y) = y}.
Pak pro pocet orbit plati m = ﬁ Y acc |Fal-
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Dikaz Burnsidova lemmatu
Méjme dano: grupu G, mnozinu X a homomorfismus grup
v G — S(X), uréujici pro libovolny prvek y € X stabilizator
S, ={a€ G; p(a)(y) =y} aorbitu O, = {p(a)(y); a € G}.
Véta (Burnsidovo lemma). Necht je navic G konecnd grupa a
X konecnd mnoZina. Pro libovolné a € G necht F, je mnoZina
fixnich bodii permutace ¢(a), tedy F, = {y € X; ¢(a)(y) = y}.
Pak pro pocet orbit plati m = ﬁ > acc |Fal-

Dikaz. Necht v kazdé orbité lezi pravé jeden z prvkll y1,...,Vm.
SR = {@y) € 6 x X; e(a)y) = v} = D15, =
aeG yEX
- 6l
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Priklad uziti Burnsidova lemmatu v kombinatorice

Priklad. Mame stejné koralky n riznych barev. Délame détské
naramky tak, Ze navleCeme 7 kordlk(i na siirku a zavazeme. Kolik
raznych ndramki Ize takto vytvofit (poloha uzliku nerozhoduje)?

Reseni. Pro n =1 je jediny, pro n = 2 Ize promyslet, Ze jich je 18.
poz Ale pro n > 1 uz naivni metodou nakresleni vSech moznosti
neuspé&jeme. Uzijme Burnsidovo lemma, kde X je mnoZzina vsech
obarveni vrcholii pravidelného 7ahelnika n barvami. Pak |X| = n’,
kazdé obarveni ur¢i ndramek, ale rliznd obarveni mohou dat tyz
naramek. Abychom zjistili, kterd obarveni davaji stejny naramek,
uzijme grupu D7 vSech symetrii pravidelného 7ihelnika a definujme
¢ D7 — S(X) takto: pro symetrii a € D7 a obarveni y € X je
©(a)(y) to obarveni, které z y vznikne, aplikujeme-li na 7ahelnik
symetrii a. Pak dvé obarveni z mnoziny X odpovidaji témuz
naramku, pravé kdyz patfi do stejné orbity. Pro identitu id je

|Fia| = |X] = n’, pro libovolnou ze 6 zbylych rotaci r € D7 je

|F;| = n a pro kazdou ze 7 osovych soumérnosti s je |Fs| = n*. proer
Podle Burnsidova lemmatu je hledany pocet 1—14(n7 + 7n* + 6n).
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Dalsi akce libovolné grupy G na jeji nosné mnoziné

Véta. Necht (G, -) je grupa, zvolme libovolné a € G. Pak zobrazeni
pa: G — G, urdené predpisem p,(g) = a-g-a ! pro kazdé
g € G, je bijekce, tedy p, € S(G). pikaz.

Definice. Necht (G, -) je grupa. Jejim centrem Z(G) rozumime
mnozinu v8ech prvki, které komutuji s kazdym prvkem grupy G, tj.
Z(G)={ac G, VgeG:a-g=g-a}.

Véta. Necht (G, -) je grupa. Libovolnému prvku a € G prifadme
bijekci p, z pfedchozi véty. Vznikne tak zobrazeni p: G — S(G)
s predpisem p(a) = p, pro kazdé a € G. Pak plati: p je
homomorfismus grup, udava tedy akci grupy G na nosné mnoZiné
G této grupy. Pritom jddro ker p = Z(G). Pro libovolny prvek

g € G plati, Ze g md jednoprvkovou orbitu v této akci, pravé kdyz
g je v centru grupy G, tj.

Og = {g} — g € Z(G). Ditkaz.

Ddsledek. Z(G) je normalni podgrupa grupy G.
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Uziti predchozi akce na p-grupach

Definice. Necht p je prvoclislo. Kone¢na grupa G se nazyva
p-grupa, jestlize |G| = p* pro vhodné k € N.

Véta. Necht p je prvocislo a G je p-grupa. Pak |Z(G)| > 1, tj. G
ma netrivialni centrum.

Diikaz. Plati |G| = p¥ pro néjaké k € N. Uzijeme vy$e popsanou
akci p: G — S(G) s predpisem p(a) = p, pro kazdé a € G.
Vime: pocet prvkil libovolné orbity je index stabilizatoru, tento
index je délitelem ¥adu grupy G, tj. &isla |G| = p¥. Dale plati

aceZ(G) <« |0,| =1,
a¢ Z(G) = p |0,

Kazdy prvek z G patfi do pravé jedné orbity, pocet prvki grupy |G|
je délitelny cislem p. Odtud p | |Z(G)|.



