Konecné grupy

Véta. Necht p je prvocislo a G je p-grupa radu |G| = p?. Pak je G
komutativni. pikaz.

Ddsledek. Necht p je prvolislo. Pak existuji, aZz na izomorfismus,
pravé dvé grupy Fadu p?, a sice L2 aLp X Lp.

Pozndmka. Pro libovolnou koneénou grupu G nam Lagrangeova
véta fika, ze rad kazdé podgrupy grupy G déli rad grupy G.
Naopak se mizeme ptat, jestli pro kazdého délitele d fadu grupy G
existuje podgrupa H grupy G majici fad d. Takto obecné to
pravda neni, napfiklad grupa A4 fadu 12 nemd Zzadnou podgrupu
radu 6. Je to vSak pravda, je-li d mocnina prvocisla.

Véta (Cauchy). Necht G je konecnd grupa a p prvocislo délici rad
grupy G. Pak G obsahuje alespori jednu podgrupu Fadu p. pika:.
Véta (Sylow). Necht G je kone¢nd grupa, p prvocislo a k € N
takové, Ze p* je délitelem rddu grupy G. Pak G obsahuje alespori
jednu podgrupu Fadu p¥.
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p-Sylowské podgrupy

Definice. Necht G je konecnd grupa, p prvocislo a k € N takové,
e p¥ je nejvétéi mocnina p délici ¥ad grupy G, tj. |G| = p¥ - m,
pfi¢emz p 1 m. Pak libovolna podgrupa grupy G majici fad p* se
nazyva p-Sylowska podgrupa grupy G (nékdy téz Sylowova
p-podgrupa).
Priklad. Grupa (S3,0) fadu 6 obsahuje t¥i 2-Sylowské podgrupy,
totiz {id, (1,2)}, {id, (1,3)}, {id, (2,3)}. Obsahuje také jedinou
3-Sylowskou podgrupu, totiz {id, (1,2, 3),(1,3,2)}.
Véta (Sylow). Necht G je kone¢nd grupa, p prvocislo a k € N
takové, Ze |G| = pX - m a p{ m. Oznaéme r pocet p-Sylowskych
podgrup grupy G. Pak plati
» r=1 (mod p), r|m;
» libovolnd podgrupa grupy G, jejiz fad je mocnina p, je
podgrupou nékteré p-Sylowské podgrupy grupy G;
> jestlize H, K jsou p-Sylowské podgrupy grupy G, pak existuje
g € G tak, Ze predpis h — g - h- gt uréuje izomorfismus
H— K.




Struktura konecnych komutativnich grup

Véta. Necht (G, ) je koneénd komutativni grupa, |G| > 1. Pak
existuji (ne nutné razna) prvolisla p1, ..., ps a ki, ..., ks € N
tak, Ze
(G,)Z(Z tyy+) X X (L ks, +).
Py ps

Tento rozklad grupy G na soudin cyklickych p-grup je uréen
jednoznaéné a# na pofadi &initelt. Z¥ejmé plati |G| = pi - - pls.

Priklad. Uzijme vétu k tomu, abychom zjistili, jak mohou vypadat
komutativni grupy fadu 8. Podle predchozi véty jde o to, jakymi
zplisoby je mozné napsat 8 jako soucin mocnin prvodisel:
8§=23=22.2=2.2.2 proto kazda komutativni grupa fadu 8 je
izomorfni s pravé jednou z grup Zg, Z4 X Zo a Zp X Lo X Zo.
Zdiraznéme, Ze tento vycet se tyka jen komutativnich grup, existuji
i nekomutativni grupy radu 8, napriklad grupa symetrii ¢tverce Dy.



Okruhy

Definice. Mnozina R spolu se dvéma operacemi + a - se nazyva
okruh, jestlize plati:

» (R,+) je komutativni grupa,

» (R,-) je pologrupa s neutrdlnim prvkem,

» plati distributivni zdkony, tj. pro libovolné prvky a, b,c € R je
a-(b+c)=a-b+a-c, (b+c)-a=b-a+c-a
(uzivdme obvyklou konvenci o tom, Ze ndsobeni ma prednost
pred scitanim).

Priklady. (Z,+,-), (Q,+,-), (R, +,-), (C,+,-) jsou okruhy.

Pro libovolné m € N je (Zm, +, -) okruh. pikaz distributivaiho zakona.
Mnozina vSech étvercovych matic M, ,(R), kde R znaéi Z, Q, R
nebo C a n € N, tvofi okruh (M, »(R),+,-).

Mnozina vSech polynomi R[x], kde R zna¢i Z, Q, R nebo C, tvofi
okruh (R[x],+,).

Priklad. (N, +,-) okruhem neni.
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Okruhy

Definice. (R, +, ) je okruh, jestlize:
» (R,+) je komutativni grupa,
» (R,-) je pologrupa s neutrdlnim prvkem,
» plati distributivni zakony, tj. pro libovolné prvky a, b, c € R je
a-(b+c)=a-b+a-c, (b+c)-a=b-a+c-a.

Oznaceni. Neutralni prvek grupy (R, +) znadime 0 a nazyvame
nula okruhu R, zatimco neutralni prvek pologrupy (R, -) znacime
1 a nazyvame jednicka okruhu R.

Inverzni prvek k prvku a € R v grupé (R, +) se nazyva

opacny prvek, znacime —a.

Symbolem a — b rozumime a + (—b).

Mocninu prvku a € R nazyvame nasobek prvku a znacime na pro
libovolné n € Z.

Souéet a; + - - - + ap prvkid okruhu R Ize struéné zapsat > ; a;.




Z3akladni vlastnosti okruhi
Definice. Okruh (R, +,-) se nazyva trivialni, ma-li R jediny prvek.
Véta. Necht R je okruh. Pak plati
»VacR: a-0=0-a=0, puke-
» Vaabe R: (—a)-b=a-(—b)=—(a-b),

» Va,b,ce R :
a-(b—c)=a-b—a-¢c, (b-—c)-a=b-a—c-a,
» VnnmeNVay,...,an, b1,...,by € R:
(al+"‘+3n)'(b1+"’+bm)227:1 jmzlai‘bj,
> Vnyome ZVa,be R: (na)-(mb)=(n-m)(a-b). pik:
Véta. Okruh R je trividlni, pravé kdyZ v ném plati 1 = 0.
Definice. Okruh R se nazyva komutativni, je-li pologrupa (R, )
komutativni.

Definice. Prvky a, b okruhu R se nazyvaji délitelé nuly, jestlize
a#0,b#0, avsak a- b=0.
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Obory integrity

Definice. Netrividlni komutativni okruh R se nazyva obor integrity,
pokud nem3 délitele nuly.

Oznaceni. Mnozinu vSech nenulovych prvkl okruhu R zna¢ime R*.

Netrividlni komutativni okruh R je tedy obor integrity, pravé kdyz

(R*,) je pologrupa.

Véta. Netrividlni komutativni okruh R je obor integrity, pravé kdyz

v ném plati zakon o kraceni, tj. pro kazdé a, b, c € R plati
a#0,a-b=a-c = b=c. Diikaz.

Definice. Necht R je okruh. Invertibilni prvek pologrupy (R, -) se
nazyva jednotka okruhu R. Mnozinu vsech jednotek okruhu R
znadime R*.

Pozndmka. Nezaménujte pojmy jednicka a jednotka okruhu. Okruh
ma jedinou jednicku, kdezto jednotek mize mit vice. Vzdy je
jednicka jednotkou. Okruhy s jedinou jednotkou jsou vyjimecné
(napfiklad okruh Zs). Nezaménujte R* a R*. Uvédomte si, ze
nové oznadeni je v souladu s uzivanym Z,.
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Télesa

R* = R — {0} ... mnoZina nenulovych prvki okruhu R,
R*={a€eR,3becR:a-b=b-a=1} ... mnozina
invertibilnich prvkd okruhu R.

Véta. Necht R je okruh. Pak (R*,-) je grupa.

Definice. Netrivialni komutativni okruh R se nazyva téleso, pokud
je kazdy jeho nenulovy prvek jednotkou.

Véta. Netrividlni komutativni okruh R je téleso, pravé kdyz
R* = R*, tedy prdvé kdyz (R*,-) je grupa.

Dasledek. Kazdé téleso je oborem integrity.

Priklad. Okruh celych Cisel Z je oborem integrity, ktery neni
télesem.

Véta. Kazdy konecny obor integrity je télesem. pika:.

VEta. Okruh zbytkovych tfid Z.,, je oborem integrity, pravé kdyz je
télesem, coz nastane pravé kdyz m je prvocislo. piksz.
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Charakteristika okruhu

Definice. Necht R je okruh. Nejmensi prirozené Cislo n takové, ze
nl = 0, se nazyva charakteristika okruhu R. Pokud takové n
neexistuje (tedy pro vSechna k € N plati k1 # 0), fekneme, ze
charakteristika okruhu R je nula.

Oznaceni. Charakteristiku okruhu R znadime char R.
Priklady. char Z = char Q = charR = charC =0, charZ,, = m.

Véta. Necht R je okruh, m = char R. Pak pro kazdé a € R plati
ma = 0 Dikaz.

VE&ta. Necht R je obor integrity, pak char R je bud 0, nebo
prvocislo.
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