Charakteristika okruhu

Definice. Necht R je okruh. Nejmensi pfirozené Cislo n takové, ze
nl = 0, se nazyva charakteristika okruhu R. Pokud takové n
neexistuje (tedy pro vSechna k € N plati k1 # 0), fekneme, ze
charakteristika okruhu R je nula. Charakteristiku okruhu R
znacime char R.

Véta. Necht R je obor integrity. Pak pro libovolny a € R* plati:

» pokud char R = 0, pak pro kazdé k € N je ka # 0;

» pokud char R = p > 0, pak rdd prvku a v grupé (R, +) je p.
Diikaz.
Ddsledek. Je-Ii R obor integrity, pak vsechny nenulové prvky grupy
(R, +) maji stejny Fid.

Ddsledek. Je-li R konecné téleso, p = char R, pak grupa (R,+) je
izomorfni s grupou (Zp,+) X - - - X (Zp, +), polet prvkii konecného
télesa R je tedy mocninou jeho prvociselné charakteristiky p.


https://is.muni.cz/auth/el/1431/jaro2011/M2150/um/24558395/Algebra10000.jpg?fakulta=1431;obdobi=4966;kod=M2150

Homomorfismus okruhti

Definice. Necht (R, +,) a (S,+,-) jsou okruhy, f : R — S
zobrazeni. Rekneme, e f je homomorfismus okruhu R do
okruhu S, jestlize

> pro kazdé a, b € R plati f(a+ b) = f(a) + f(b),
> pro kazdé a, b € R plati f(a- b) = f(a) - f(b),
» f(1)=1.

Injektivni homomorfismus se nazyva vnoreni, bijektivni

izomorfismus. O okruzich R, S fekneme, ze jsou izomorfni,
piSeme R = S, existuje-li alespon jeden izomorfismus R — S.

Priklad. Pro libovolné m € N je zobrazeni 7 : Z — Z,, urené
predpisem 7(a) = [a]m pro libovolné a € Z, homomorfismus
okruhu (Z, +, -) celych isel do okruhu (Z,, +, ) zbytkovych t¥id
modulo m.

VEta. Jsou-lif: R— S ag: S — T homomorfismy okruht, pak
také gof: R — T je homomorfismem okruhi.



Homomorfismus okruh, jeho jadro

Véta. Necht f : R — S je izomorfismus okruhii. Pak i inverzni
zobrazeni f~' : S — R je izomorfismus okruhdi.

Disledek. Pro libovolné okruhy R, S, T plati: R=2R; zR=S
plyne S= R; akonecnézR=SaSX=T plyneR=T.

Poznamka. Zapomeneme-li v okruhu R, jak se nasobi, ziistane nam
aditivni grupa (R, +). Kazdy homomorfismus okruht f : R — S
je také homomorfismem aditivnich grup, je tedy 7(0) = 0, pro
kazdé a € R plati f(—a) = —f(a), a mame jeho jidro:

Definice. Necht f : R — S je homomorfismus okruhti. Mnozina
ker f = {a € R; f(a) = 0} se nazyvad jadro homomorfismu f.

Véta. Homomorfismus okruhii f : R — S je injektivni, pravé kdyz
ker f = {0}.

Priklad. Zobrazeni f : C — M, >(R), kde f(a+ bi) = ( jb g )
pro libovolné a, b € R, je vnoreni télesa C komplexnich ¢isel do
okruhu M >(R) matic typu 2 X 2. overent.
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Binomicka véta

Véta (binomickd). Necht R je komutativni okruh, pak pro kaZzdé
a,b € R a kazdé n € N plati

(a+b)" = zn: <'I7> am b

i=0

kde (7) = (n—nill)'ll znaci obvykly binomicky koeficient.

Dikaz. indukci vaci n: 1. krok: pfipad n =1 je zfejmy.

Il. krok: predpokladejme, ze pro né€jaké n € N uz bylo dokazano,
dokaZeme tvrzeni pro n + 1. Vime tedy

(a+b)"=a"+(])a" 1 -b+(5)a" 2- B> +---+(,")a-b" 1+ b".
Vynasobenim (uzivdme komutativitu okruhu)
(a+b)"-a=a""t+())a" b+ (5)a" b2+ -+ (M) a-b",
(a+b)"-b= (g)a™ b+ (7)a" t-b2+---+(,")a B,
Seétenim a uzitim (I.J:l) + (1) = ('I'j_rll) dostaneme

(a 4 b)n+1 —

gnt1 + (nJlrl) b+ (n+1) n—1, p2 44 (ntl)a b bn+1,
coz se mélo dokazat. pro binomicks véta plati jen v komutativnich okruzich?
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Umocnéni na charakteristiku v oboru integrity

Véta. Pro libovolné prvocislo p a libovolné i € {1,2,...,p — 1}
platip | (7).
Ditkaz. Platip|p!= (?)-il-(p—1i)!. Soutasn& ptil-(p— i)l

Veéta. Necht R je obor integrity charakteristiky char R = p > 0.
Pak pro kazdé a, b € R plati

(a+ b)P = aP + bP.

Dasledek. Necht R je obor integrity charakteristiky
char R = p > 0. Pak zobrazeni f : R — R, kde f(r) = rP, je
injektivni homomorfismus okruhdl. pukaz.
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Podokruh okruhu

Definice. Necht (R, +, ) je okruh, H podmnoZina mnoziny R.
Rekneme, e H je podokruh okruhu R, jestlize

» 0,1 € H,

» pro kazdé a € H plati —a € H,

» pro kazdé a,b € H platia+ b, a- b€ H.

Pozndmka. Nejvétsim podokruhem okruhu R (vzhledem k C) je
cely okruh R, nejmensim podokruhem je {nl; n € Z}. cast zdivodneni
Véta. Necht H je podokruh okruhu (R,+,-). Pak + a - uréuji
operace na mnoziné H, pricemz H je okruh vzhledem k témto
operacem. Je-li okruh R komutativni, pak je i okruh H
komutativni. Je-li R obor integrity, pak je i H obor integrity.

Dasledek. Kazdy podokruh télesa je oborem integrity.

Priklad. Podokruh télesa nemusi byt téleso: vzdyt Z je
podokruhem Q.

VEéta. Jestlize H je podokruh okruhu R a K je podokruh okruhu H,
pak je K také podokruh okruhu R.
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Podokruh okruhu generovany podmnozinou okruhu

Véta. Necht R je okruh, | neprazdnda mnozZina takova, Ze pro kazdée
i € | je ddn podokruh H; okruhu R. Pak priinik (;c, H; vsech
téchto podokruhi je opét podokruhem okruhu R.

Definice. Necht M je podmnozina okruhu R. Symbolem (M)
oznacime prinik vSech podokruhil okruhu R, jejichz podmnoZinou
je mnozina M. Podle pfedchozi véty je (M) podokruhem okruhu
R obsahujici mnozinu M; evidentné je nejmensi s touto vlastnosti.
Podokruh (M) nazyvdme podokruh generovany mnozinou M,
mnozinu M nazyvdme mnoZina generatori podokruhu (M).

Pozndmka. Ztejmé (R) = R, (0) = {nl; n € Z}.

Oznaceni. Je-li M = HU {a}, kde H je podokruh okruhu R a
a € R, piSeme téz H[a] misto (M).

Véta. Necht H je podokruh komutativniho okruhu R a a € R. Pak
Hla] = {ho + ha+ hpa® +--- 4+ hpa"; n €N, ho, h1,..., h, € H}.

Diikaz.
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Soudéin okruht

Véta. Necht (R, +,-) a (S,+,-) jsou okruhy. Definujme na
kartézském soucinu R X S nové operace + a - po slozkach, tj.

(ri,s1) + (r2,82) = (n + r2, 51 + %),

(ri,s1) - (r2,82) = (- r2, 51 )

pro libovolné ri,r; € R a s1,5p € S. Pak (R x S,+,") je okruh
s nulou (0,0) a jednickou (1,1). Navic plati (R x §)* = R* x §*.
Definice. V'y$e popsany okruh (R x S,+,-) se nazyva
soucin okruhu (R, +, ) a (S,+,:). Zobrazenip;: RxS — R a
p2: R xS — S uréenad predpisy p1((r,s)) = r, p2((r,s)) = s pro
libovolné (r,s) € R x S se nazyvaji projekce (ze soucinu).
Véta. Necht (R x S,+,-) je soucin okruhi (R, +,-) a (S, +,").
Pak obé projekce p1 a p» jsou surjektivni homomorfismy okruhd.



Cinska zbytkova véta

Véta (Cinskd zbytkovd). Necht m,n € N a zobrazeni

f i Zmn — ZLm X Ln je ureno predpisem f([a]mn) = ([a]m, [a]n)
pro libovolné a € Z. Pak f je homomorfismus okruhd. csst dikazu.
Je-li navic (m, n) =1, je f izomorfismus, a tedy Zimpn = Zm X L.

Dasledek. Je-li (m,n) =1, pak Z},, = Z}, X Z), a tedy
p(m-n) = g(m)-¢(n).

Ddsledek. Je-li (m,n) = 1, pak pro kazdé a, b € 7 existuje c € 7
tak, ze

¢ = a (mod n),
c = b (mod m).
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