Jednoducha linearni regrese

Motivace: Cil regresni analyzy - popsat zavislost hodnot veli¢iny Y na hodnotach veli¢iny X.
Nutnost vyfeSeni dvou problémi:

a) jaky typ funkce se pouzije k popisu dané zéavislosti;

b) jak se stanovi konkrétni parametry dané¢ho typu funkce?

ad a) Pti urceni typu funkce je tieba provést teoreticky rozbor zkoumané zavislosti. Teoreticka analyza mliZze upozornit naptiklad na
to, Ze

s ristem hodnot veli€iny X budou mit hodnoty veli¢iny Y tendenci monotonné rist ¢i klesat,

tato tendence ma charakter zrychlujiciho se ¢i zpomalujiciho se riistu ¢i poklesu,

jde o zavislost, kdy s ristem hodnot veli¢iny X dochézi zpocatku k riistu hodnot veli¢iny Y, ktery je po dosazeni urcitého maxima
vystiidan poklesem,

apod.

Miizeme napft. zkoumat zavislost ceny ojetého auta (veli€ina Y) na jeho stafi (veli¢ina X). Je ziejmé, Ze s rostoucim starim bude kle-
sat cena, ale neni jasné, zda linearn¢, kvadraticky ¢1 dokonce exponencialné.

Vzdy se snazime o to aby regresni model byl jednoduchy, tj. aby neobsahoval ptili§ mnoho parametrfi. Pfipada-li v Givahu vice funk-
ci, posuzujeme jejich vhodnost pomoci riznych kritérii — viz dale.

Casto v$ak nemame dostatek informaci k provedeni teoretického rozboru. Pak se snazime odhadnout typ funkce pomoci dvourozmér-
ného teCkového diagramu.

Zde se omezime na funkce, které zaviseji linedrn€ na parametrech B ,B ,....B
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ad b) Odhady b,.b,.....b, neznamych parametri B B ,....B  ziskame na zaklad€ dvourozmérného datoveého souboru I 1 me-
\x, v,/
todou nejmensich ¢tverct, tj. z podminky, aby soucet ctverct odchylek zjisténych a odhadnutych hodnot byl minimalni.



Specifikace klasického modelu linearni regrese
Y =m%B,.B,,...B +:, kde

LR RN I
m€B B .. 6 LB , ktera linearn€ zavisi na neznamych regresnich parametrech 8.6 ..., a

u?

zndmych funkcich f, & ... ¢, &, které jiz neobsahuji nezndmé parametry, tj.m ;8,8 ,....B = > B f &, pfiCemz £, & = I.
=0

Jde o modelu.
Slozka = - modelu. Je to ndhodné odchylka od deterministické zavislosti Y na X. Popisuje zavislost
vysvétlované proménné na neznamych nebo nepozorovanych proménnych a popisuje i vliv ndhody. Nelze ji funkéné
vyjadfit.
Veli¢ina Y -
Velic¢ina X -
()
Potidime n dvojic pozorovani .y, .....%..y. , tj. dvourozmérny datovy soubor I I
\x, v,/

Proi=1, .., nplati: y, = mﬁi;BU,Bl,...,Bpﬁ
O nahodnych odchylkéch ¢ ,....e pfedpokladame, ze
a) E¢€ -0 (odchylky nejsou systematické)
b) D% =5 >0 (vSechna pozorovani jsou provadéna s touz presnosti)
c) c',.e ~oproi# j(mezi ndhodnymi odchylkami neexistuje zadny linearni vztah)
d) e~n€o
V tomto piipad€ hovoiime o



Oznaceni

b,.b,,....b - B..B.....B (nejCastc)i je ziskame metodou nejmenSich Ctvercd, tj. z podminky, Ze
vyraz
( ‘\Z /4 r r s . .
Z!KYi - 2B f, &_}! nabyva svého minima pro B;=b;,j=0, 1, ..., p)
i= =
m b, -
5. =0 b,,... b, = Z bt % - (i-ta predikovand hodnota veli¢iny Y)
i=0
el - yi - 3]1 -
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Vyznam jednotlivych typi souéti ¢tverci

Predpokladejme, Ze mame dvourozmérny datovy soubor, v némz prumér hodnot zavisle proménné veli¢iny Y je 9 a
zavislost veli¢iny Y na veliciné X je popsana regresni piimkou y = 2x + 3. Dvourozmérny teckovy diagram obsahuje bod o
soufadnicich (5, 19), ktery pochazi z datového souboru. Na regresni pfimce lezi bod o soufadnicich (5, 13).

Odchylka zjiSténé hodnoty 19 od priméru 9 je v obrazku oznacena ,, Total deviation* a po umocnéni je to jedna ze slozek
celkového souctu Ctverct Sr, tj. slozka y, - =, .

Odchylka z;isténé hodnoty 19 od hodnoty 13 na regresni pfimce je v obrazku oznacena ,,Unexplained deviation* a po
umocnéni je to jedna ze slozek rezidualniho souctu ¢tverctli Sg, tj. slozka y. - j..

Odchylka hodnoty 13 na regresni pfimce od priméru 9 je v obrazku oznacena ,,Explained deviation* a po umocnéni je to
jedna ze slozek regresniho souctu ctvercii Sy, tj. sloZzka §, — n,.
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Maticovy zapis klasického modelu linearni regrese
y = Xp+ :, kde

y:s’p”"yn’- 9

(pfedpokladame, ze h(X) = p+1 <n)
B=B B.,..B _- ;

p

-~

€= & _ - .

Podminky (a) az (d) lze zkracené zapsat ve tvaru ¢ ~ N (0, o° I).
Maticové zapsand metoda nejmensich ¢tverct vede na rovnice

X’Xp =Xy -

b=XX)"'X"y-

y=Xb - )

€=y-vy-

Vlastnosti odhadu b:

- odhad b je linearni, nebot’ je vytvoren linedrni kombinaci pozorovani yj, ..., y, s matici vah Cx X';
- odhad b je nestranny, nebot’ E(b) = ;

- odhad b ma varian¢ni matici var b = GZ(X'X)_I;

- odhad b ~ Np+1(B, 6° (X'X)-1) vzhledem k platnosti podminky (d);

- pro odhad b plati Gaussova - Markovova véta: Odhad b = (X'X)_1 X'y je nejlepsi nestranny linearni odhad vektoru p.




Priklad

Sestrojte regresni matici X pro linearni regresni model

a) y, =B, +3x, +: , provedeme-li 4 méteni,

b) y, =8, +3x,+3 x’+3 mx, +: , provedeme-li 5 méfeni.

Regeni:
(1 Xl\ I(l X, x]z1 In xlz\l
Il i !1 X, x; 22{
ada)x=|1 X2| , adb)x—| X, x5, x|
I\l x:}| Il X, xz] lnxni
(1 x,, xg X, )

Intervaly spolehlivosti pro regresni parametry
s, =5,V - , kde v je j-ty diagonalni prvek matice (X'X)",
b -3

Proj=0, 1, ..., p statistika T, = . ~ 1% -, _, tedy 100(1- )% interval spolehlivosti pro B; ma meze:

S
b;

N =
bj—tllz‘l ho) stj

(S intervaly spolehlivosti souvisi relativni chyby odhadi regresnich parametrii. Ziskaji se tak, ze se vypocita absolutni
hodnota podilu polovicni §ifky intervalu spolehlivosti a hodnoty odhadu. Relativni chyba odhadu by neméla piesdhnout 10
%.)



Priklad:
V tabulce jsou vynosy technické cukrovky v tunach na ha od roku 2000 do roku 2007.

rok | cukrovka technicka
2000 | 45,83
2001 | 45,41
2002 | 49,45
2003 | 45,20
2004 | 50,34
2005 | 53,31
2006 | 51,48
2007 | 53,25

R (A NN |[R[WLIN|— ("

Predpokladejte, ze zavislost vynosu cukrovky na roku lze vyjadfit regresni ptimkou y =8, +3 x+:.
a) MNC najdéte odhady neznamych regresnich parametrii By, B
b) Sestrojte 95% intervaly spolehlivosti pro regresni parametry 3, ;.
c) Najdéte relativni chyby odhadi regresnich parametrt 3, ;.



ReSeni:
Vytvotime datovy soubor se dvéma proménnymi rok, Y a osmi ptipady.

Statistiky — Vicerozmérnad regrese — Zavisle proménna rok, nezavisle proménné Y - OK — OK — Vypocet: Vysledky regrese.
Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (cukrovka_technicka.sta)
R= 84604287 R2= ,71578853 Upravené R2=,66841995
F(1,6)=15,111 p<,00810 Smérod. chyba odhadu : 1,9651

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(6) p-hodn.
N=8 zb* zb
Abs.¢len -2312,22 607,4943 | -3,80616 | 0,008903
rok 0,846043 0,217643 1,18 0,3032 3,88729 | 0,008102

K vystupni tabulce pfidame tfi nové proménné DM, HM a chyba.
Do Dlouhého jméne proménné DM napiSeme
=v3-v4*VStudent(0,975;6)

Do Dlouhého jméne proménné HM napiSeme
=v3+v4*VStudent(0,975;6)

Do Dlouhého jména proménné chyba napiSeme
=100*abs(0,5*(v8-v7)/v3)

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (cukrovka_technicka.sta)
R= 84604287 R2= ,71578853 Upravené R2= 66841995

F(1,6)=15,111 p<,00810 Smérod. chyba odhadu : 1,9651

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(6) p-hodn. DM HM chyba
N=8 zb* zb =v3-v4*V |=v3+v4*V |=100"abs
Abs.¢len -2312,22 607,4943 | -3,80616 | 0,008903 | -3798,71 @ -825,738 @ 64,28814
rok 0,846043 0,217643 1,18 0,3032 3,88729 | 0,008102 | 0,436747 | 1,920634 | 62,94643

S pravdépodobnosti 95% se bude usek By regresni piimky nachazet v intervalu (-3798,71; -825,738). Odhad by tiseku Py je zatizen relativni chy-
bou 64,3%.

S pravdépodobnosti 95% se bude smérnice ; regresni ptimky nachdzet v intervalu (-3798,71; -825,738). Odhad b, useku B, je zatizen relativni
chybou 62,9%.



Testovani vyznamnosti modelu jako celku (celkovy F-test)
Na hladin€ vyznamnosti o testujeme

Hp: B,.....B, = 6,...0_ proti H;: B

1 B = 6.0 .
(Nulova hypotéza tika, ze dostacujici je model konstanty.)
S, /p
S. /%51

Kriticky obor: w = (F, $.n—p-1.* ..

IEXEEE)

Testova statistika: F =

F € w = H, zamitdme na hladin¢ vyznamnosti a.
Vysledky F-testu zapisujeme do tabulky analyzy rozptylu:

ma rozloZzeni F(p, n-p-1), pokud Hj plati.

zdroj variability | soucet Ctvercil | stupné volnosti | podil statistika F
model Sr p Sr/p Se /P
rezidudlni Sk n-p-1 Sg/(n-p-1) |-

celkovy St n-1 -




Priklad:

Majitelé prodejny pocitacovych her nechali své prodavace absolvovat kurz prodejnich dovednosti. Poté zjist'ovali po dobu
20 dnti, kolik osob navstivi béhem oteviraci doby prodejnu (proménna X) a jaka je v tento den trzba (proménnd Y, udava se
v tisicich K¢ a je zaokrouhlena).

1|1 (2 [3]4 |5 |6 |7 |8 |9 |[10]11]12]13]14]15]16]17]18]19]20
xi |20 2112271282930 31[32[3435]|37[38139142]144148149|51]|54
yildS |6 |77 |8 |9 |10]11]12]13]13]14|14]15]16|15]15]14|13]13

Dvourozmérny teCkovy diagram

Z grafu zavislosti Y na X vyplyva, Ze s rostoucim poctem zakazniki se trzby zvysuji, avSak pfi dennim poctu zakaznik asi
42 dosahuji svého maxima a pak uz zase klesaji (vyssi poCet zakaznikl obsluha prodejny nezvlada a zakaznici odchazeji,
aniZ by nakoupili). Zda se tedy, Ze vhodnym modelem zavislosti trZzeb na poctu zakazniki bude regresni parabola
y:BO+31X+32Xz+3'

Odhadnéte parametry regresniho modelu a proved’te celkovy F-test.



ReSeni:
Vytvotime novy datovy soubor se tfemi proménnymi X, Xkv, Y a o 20 pfipadech. Do proménnych X a Y napiSeme zjisténé
hodnoty a do Dlouhého jména proménné Xkv napiSeme = X"2.

Ziskani odhadu b(), bl, bzﬁ

Statistiky — Vicerozmérna regrese — Zavisle proménna rok, nezdvisle proménné Y - OK — OK — Vypocet: Vysledky regrese.
Vysledky regrese se zavislou proménnou : y (prodejna_sof tware.sta)

R=,95519276 R2=,91239322 Uprav ené R2=,90208653
F(2,17)=88,524 p<,00000 Smérod. chyba odhadu : 1,0623

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(17) p-hodn.
N=20 zb* zb
Abs.¢len -20,7723 3,373256 | -6,15792 | 0,000011
X 4,52641 0,548220 1,5651 0,189559 8,25655 | 0,000000
xkv -3,73838 0,548220 -0,0173 0,002535 | -6,81912 | 0,000003

Regresni parabola mé tedy tvar: y = -20,7723 + 1,5651x - 0,0173x",

Vysledky celkového F-testu jsou uvedeny v zdhlavi vystupni tabulky. Testova statistika F nabyvéa hodnoty 88,524, odpovi-
dajici p-hodnota je blizka 0, tedy na hladiné vyznamnosti 0,05 zamitame hypotézu, ze dostacujici je model konstanty.
Podrobné;jsi vysledky ziskame v tabulce analyzy rozptylu:

Aktivujeme Vysledky—vicenasobna regrese — Detailni vysledky — ANOVA

Analyza rozptylu (prodejna_sof tware.sta)

Soucet sv | Prumér F p-hodn.
Efekt Gtv ercu Ctv ercli
Regres. 199,8141 2199,90706 | 88,52445 | 0,000000
Rezid. 19,1859 17| 1,12858

Celk. 219,0000




Testovani vyznamnosti regresnich parametra (dil¢i t-testy)
Na hladin€ vyznamnosti a pro j = 0,1, ..., p testujeme hypotézu
Hy: Bj = 0 proti H;: Bj £ 0.

o b, . .
Testova statistika: T, = — ma rozloZeni t(n-p-1), pokud H, plati.

Sy

Kriticky obor: w = - »,—¢  $%-p-13v ¢t , %-p-1.*.
T, € W = Hy zamitame na hladin€ vyznamnosti a.

Priklad:

V piedeslém ptikladé, kde byla modelovana zéavislost trzby na poc¢tu zadkaznikl regresni parabolou, proved'te dil¢i t-testy o
nevyznamnosti jednotlivych regresnich parametri

Reseni:

Staci interpretovat vystupni tabulku vicendsobné regrese:

Vysledky regrese se zavislou proménnou : y (prodejna_software.sta)
R=,95519276 R2=,91239322 Uprav ené R2=,90208653
F(2,17)=88,524 p<,00000 Smérod. chyba odhadu : 1,0623

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(17) p-hodn.
N=20 z b* zb
Abs.¢len -20,7723 3,373256 | -6,15792 | 0,000011
X 4,52641 0,548220 1,5651 0,189559 8,25655 | 0,000000
xkv -3,73838 0,548220 -0,0173 0,002535 | -6,81912 | 0,000003

Sloupec oznaceny t(17) obsahuje realizace testovych statistik a sloupec p-hodn. pak odpovidajici p-hodnoty. Ve vSech tifech
ptipadech jsou p-hodnoty mensi nez 0,05, tedy na hladin€ vyznamnosti 0,05 zamitdme hypotézy o nevyznamnosti regresnich

parametrt By, B1, B>.



Kritéria pro posouzeni vhodnosti zvolené regresni funkce
a) Index determinace

2_SR_ SE 2
=R =|-E . 0<ID*<|
> ; ( )

T T

ID

udava, jakou cast variability zévisle proménné veliiny Y lze vysvétlit zvolenou regresni funkci (Casto se udava v %);

e je zaroven mirou tésnosti zavislosti proménné Y na proménné X;

® je to obecna mira, nezavisla na typu regresni funkce (Ize pouzit i pro méteni nelinearni zavislosti);

* je to mira, kterd nebere v tivahu pocet parametrti regresni funkce. U regresnich funkci s vice parametry vychazi tedy
obvykle vys$si nez u regresnich funkci s méné parametry;

e tato mira neni symetricka.

Za vhodn¢jsi se povazuje ta regresni funkce, pro niz je index determinace vyssi. V ptipadé, ze porovnavame nékolik modeli
s rozdilnym poctem parametrti, pouZivame adjustovany index determinace:

(- p°
D,  =ID* - e

n—p—|

s

V piikladu s prodejem software najdeme index determinace ve vystupni tabulce regrese:
Vysledky regrese se zavislou proménnou : y (prodejna_sof tware.sta)
R=,95519276 R2=,91239322 Uprav ené R2=,90208653
F(2,17)=88,524 p<,00000 Smérod. chyba odhadu : 1,0623

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(17) p-hodn.
N=20 z b* zb
Abs.¢len -20,7723 3,373256 | -6,15792 | 0,000011
X 4,52641 0,548220 1,5651 0,189559 8,25655 | 0,000000
xkv -3,73838 0,548220 -0,0173 0,002535 | -6,81912 | 0,000003

Index determinace je zde oznacen jako R2, nabyva hodnoty 0,9124 a tik4 nam, Ze 91,24% variability trzeb je vysvétleno
regresni parabolou. Adjustovany index determinace je oznacen Upravené R2.



b) Testové Kritérium F

SR/p
e
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Za vhodnéjsi je povazovana ta regresni funkce, u niZ je hodnota testové statistiky r = pro test vyznamnosti
modelu jako celku vyssi.
Ve vystupni tabulce regrese je testova statistika F uvedena v zéhlavi:

Vysledky regrese se zavislou proménnou : y (prodejna_sof tware.sta)
R=,95519276 R2=,91239322 Uprav ené R2=,90208653
F(2,17)=88,524 p<,00000 Smérod. chyba odhadu : 1,0623

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(17) p-hodn.
N=20 z b* zb
Abs.¢len -20,7723 3,373256 | -6,15792 | 0,000011
X 4,52641 0,548220 1,5651 0,189559 8,25655 | 0,000000
xkv -3,73838 0,548220 -0,0173 0,002535 | -6,81912 | 0,000003

V naSem ptiklad€ je oznacena F(2,17) a nabyva hodnoty 88,524.



¢) Rezidualni soucet ¢tvercu a rezidualni rozptyl
oK I b
SE = Z Yi Yi—
i=1

Za vhodnéjsi povazujeme funkci, ktera ma rezidudlni soucet ctvercii niz8i. Rezidudlni soucet ¢tvercl 1ze pouZit pouze tehdy,
kdyz srovnavame funkce se stejnym poctem parametra.

, S
o —

n—p— |

Za vhodnéjsi povazujeme tu funkci, ktera ma rezidualni rozptyl nizsi. Reziduélni rozptyl mizeme pouzit vzdy, bez ohledu
na to, kolik parametrti maji srovnavané regresni funkce.

Ob¢ charakteristiky najdeme v tabulce ANOVA:

Analyza rozpty lu (prodejna_sof tware. sta)

Soucet sv | Primér F p-hodn.
Efekt ¢tv ercul Etv ercdl
Regres. 199,8141 21 99,90706 | 88,52445 | 0,000000
Rezid. 19,1859 17 1,12858
Celk. 219,0000

Rezidualni soucet Ctverct je 19,1859 a rezidualni rozptyl je 1,12858.



d) Stiedni absolutni procentualni chyba predikce (MAPE)
MAPE = 1_Zn: y A

no- |y
Za vhodnéjsi povazujeme tu funkci, ktera mad MAPE niZsi.

Systém STATISTICA MAPE neposkytuje, tuto chybu musime vypocitat.

Statistiky — Vicerozmérna regrese — Zavisle proménnd y, nezavisle proménné x, xkv - OK — OK — zvolime Rezi-
dua/predpoklady/ptedpovédi — Rezidualni analyza — Ulozit — UlozZit rezidua & ptedpovédi — vybereme proménnou y - OK.
K vzniklému datovému souboru ptfidame jednu novou proménnou, nazveme ji chyba a do jejiho Dlouhého jména napiSeme
=100*abs((v1-v2)/vl)

Pomoci Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — Popisné statistiky zjistime primér proménné chyba. V naSem ptipadé je
MAPE 9,31%.



e) Analyza rezidui

Rezidua povazujeme za odhady ndhodnych odchylek a klademe na né€ stejné pozadavky jako na nahodné odchylky, tj.

maji byt nezavisla,

maji byt normalné rozloZena,

maji mit nulovou stfedni hodnotu,

maji mit konstantni rozptyl (tj. jsou homoskedasticka).

Nezavislost rezidui (autokorelaci) posuzujeme napi. pomoci Durbinovy — Watsonovy statistiky, kterd by se méla nachazet
v intervalu (1.4:2,6) (to je ovSem pouze orientacni voditko, korektni postup spo¢iva v porovnani této statistiky s tabelovanou

kritickou hodnotou).

Normalitu rezidui ovétujeme pomoci testit normality (napi. Lilieforsovou variantou Kolmogorovova — Smirnovova testu
nebo Shapirovym — Wilksovym testem) ¢i graficky pomoci N-P plotu.

Testovani nulovosti stftedni hodnoty rezidui provadime pomoci jednovybérového t-testu.

Homoskedasticitu rezidui posuzujeme pomoci grafu zavislosti rezidui na predikovanych hodnotach. V tomto grafu by
rezidua méla byt rovnomérné rozptylena.



Priklad: Proved’te analyzu rezidui pro ptiklad s modelovanim zavislosti trzby na poctu zakazniki.

Statistiky — Vicenasobna regrese — proménna Zavisla: y, nezavisla x, xkv — OK — na zaloZce Resi-
dua/ptedpoklady/ptedpoveédi vybereme Rezidualni analyza - Detaily — Durbin-Watsonova statistika:

Durbin- Sériové
Watson.d korelace
Odhad 0,702506 @ 0,599248

Hodnota této statistiky je nizka, svéd¢i o tom, Ze rezidua jsou kladné korelovana.

Rezidualni analyza — Bodové grafy — Pfedpovédi vs. rezidua

Je vidét, ze rezidua nejsou kolem 0 rozmisténa nahodné. Model s regresni parabolou tedy neni GpIln€ vhodny.

Rezidua

2,0

Predpovézené hodnoty vs. rezidua

Zévisla proménna : y

Pfedpov. hodnoty

14 16

0,95 Int:spol



Pro proménnou Rezidua z tabulky ulozené pomoci Rezidualni analyzy provedeme jednovybérovy t-test: Statistiky - Zaklad-
ni statistiky/tabulky — t-test, samost. vzorek — OK — proménné Rezidua — OK.

Pramér Sm.odch. N | Sm.chyba Ref erenéni t SV p
Proménna konstanta
Rezidua -0,000000 1,004880 20  0,224698 0,00 @ -0,000000 19 ' 1,000000

Na hladin¢ vyznamnosti 0,05 nezamitdme hypotézu, Ze stiedni hodnota rezidui je 0.

Na zaloZce Pravdépodobnostni grafy zvolime Normalni pravdépodobnostni graf rezidui:

Normalnip-grafz Rezidua

Tabulka1 9v*20c
2,0

O ¢&ek. normal. hodnoty
o

¢

-2,0
-2,5 -2,0 -1,5 -1,0 -0,5 0.0 0.5 1.0 1,5 2,0

| Rezidua : SW-W =0,9601;p = 05453\ Pozorovany kvantil

Rezidua se fadi kolem idealni ptimky, 1ze tedy soudit, Ze se fidi normalnim rozloZenim.

Zavér: V neprospéch regresni paraboly hovoii hodnota Durbinovy — Watsonovy statistiky a graf zavislosti rezidui na predi-
kovanych hodnotach.



Model regresni primky

Mame regresni model vy =3, +3 x+:, kde
y=3,+3x - (deterministicka sloZka modelu).
(ParametrB interpretujeme jako teoretickou hodnotu Y pifi x =0 a B, udava zménu Y, kdyZ X se zméni o jednotku.)

Slozka ¢ - modelu.
Predpoklady pouZiti regresni primky:

- Zavislost Y na X ma line4rni charakter.

- Pro cely rozsah uvazovanych hodnot nezavisle proménné X je rezidualni rozptyl s* konstantni (hovoiime o
homoskedasticité¢ a znamena to, ze variabilita hodnot zavisle proménné veliCiny Y kolem regresni piimky je stejna pro
vSechny uvazované hodnoty nezavisle proménné veli¢iny X).

- Hodnoty zavisle proménné veli¢iny Y maji normalni rozlozeni pro dané¢ hodnoty x; a jsou stochasticky nezavislé (to
souvisi s uspofadanim experimentu).

Poznamka: Mensi odchylky od normality a homoskedasticity je mozno tolerovat.



Systém normalnich rovnic pro regresni primku

Uvazujeme regresni model v =3 +3 x+:.

Systém normalnich rovnic pro odhad regresnich parametrii B, a B ziskame derivovanim vyrazu

= 1 = .7 W
qB,.B, = =2 y -3 -3x . parcidlné podle B, a B :
n =
0q'By.B, 1% (L~ 9qB,B, 1 ~
LAY y.—3,-3x. “1-0, 450 - 5 1 y.—3,~3x, “x =0
a3, n 93, n

Z izz i_z iz i nz iyi_z iZ i

Resenim tohoto systému ziskdame odhady b, = -

Po jednoduchych tpravach dosp&jeme ke tvaru b, = 22, kde s,, je kovariance hodnot (i, yi),i=1, .., na s’ je rozptyl

14 w7 O W *r W S N
, —»m,, tedy regresni pfimku mizeme vyjadfit ve tvaru y = m, + S‘—j L S

hodnot x,,....x . Dale dostdvame b, = m

1

y=h thx
Y

by +hx,




Index determinace regresni primky

Kvalitu regresnich modelt posuzujeme mj. pomoci indexu determinace: 1p* = =%, kde
S

T

n n
2

S, =2 y.-m,_ jeregresni soudet étverclia s, =2 y. —m, _ je celkovy soudet &tverci.

i1 1=l
Pro regresni ptimku ma regresni soucet ¢tvercu tvar:

r —|Z 2 2
’ ) Z 3 = S r ™ S
| oo - + 12 | _ — %12 | - 12
Sy Z £, - m, 4 | ul (i n, _ n2| 2. .~ m, 4= n——
I

s, | s S

=

Celkovy soudet ¢tverct s, = D -

i=

-, -=us, , tedy index determinace

i

Vidime tedy, Ze v ptipadé regresni pifimky index determinace je roven kvadratu koeficientu korelace.

Index determinace nabyva hodnot z intervalu (0.1). Casto se vyjadiuje v procentech a informuje nas o tom, jakou &ast

variability hodnot zavisle proménné veli¢iny Y vycerpava regresni model.



SdruZené regresni primky

Predpokladame, Ze obé€ veliCiny Y a X jsou nahodné a veli¢ina X nezavisi na nahodné sloZce ¢ . Pak jde o ptipad
oboustranné zavislosti.

Zavislost Y na X vystihuje regresni model v =3, +3 x+ 3,

zavislost X na Y vystihuje regresni model x =« +x y+ 5.

Odhady a,,a, regresnich parametri @ ,o v modelu x, = + x y +3 ziskdme opét MNC ve tvaru

Empiricka regresni pfimka zavislosti X na Y ma tedy rovnici:

S
— + 12 !_
X [’1’11 2 l’lz/.
S

2
Ob¢ empiricke regresni piimky y = by + b;x, X = ay + a,y se nazyvaji a odhady regresnich
parametrl b,,a, se nazyvaji

Je ziejmé, Ze b,a, = ¢,”. Rovnice sdruzenych regresnich pfimek mizeme tedy psat ve tvaru:



Vlastnosti sdruzenych regresnich primek
a) Sdruzené regresni piimky se protinaji v bodé& o soufadnicich k. m,_ (tj. v t&Zisti dvourozmérného te¢kového diagramu).

b) Je-1i rj; = 0 (t). ndhodné veliciny X, Y jsou nekorelované), pak sdruzené regresni ptimky maji rovnice y = m,, x = m, (4.
jsou to kolmice rovnobézné se souradnymi osami).

¢) Je-li 1> = 1 (tj. mezi ndhodnymi veli¢inami X, Y existuje ipIna linearni zavislost), pak sdruZené regresni piimky splynou
da = 1—
b

1

b 2 W r 14 w7 ‘w7 4 4 4 4 b 14 w7 wr . W W W b /4 14 /4 .
d) Je-li 0 <r1;," <1, pak sdruzené regresni ptimky se 1i8i a sviraji thel, ktery je tim mensi, ¢im je t€snéjsi linearni zavislost
veli¢in X, Y.

e) Oznacime-li ¢ thel, ktery sviraji sdruzené regresni primky, pak z ptedeslych uvah plyne:
cos @ =0 < mezi X a Y neexistuje zadna linearni zavislost;

cos @ =1 < mezi X a Y existuje uplné ptima linedrni zavislost;

cos @ = -1 < <=>mezi X a Y existuje Uplna nepiima linearni zavislost.



Priklad:
Z fiktivniho zékladniho souboru vSech vzorkl oceli odpovidajicich ,,vS§em myslitelnym tavbam* bylo do laboratoie dodano
60 vzorku a zjiStény a hodnoty proménné X — mez plasticity a Y — mez pevnosti. Datovy soubor ma tvar:

154 178 83 08 736
133 164 106 111 77 85
58 75 a2 104 47 61
145 161 85 103 58 85
94 107 | 112 118 137 142
113 141 98 102 | 44 68

| 86 o7 103 108 42 116

| 121 197 99 119 | 141 157

| 119 138 104 128 155 180
112 125 107 118 136 155
85 o7 98 140 | 82 8l
(172 97 115 136 163
96 113 105 101 7279
45 89 | 71 93 | 66 1
a9 109 30 69 42 61
51 95 122 147 113 123
101 114 33 52 42 85
160 169 78 117 | 133 147
87 10 114 137 153 179
88 130 125 149 | 85 o1 |

a) UrCete regresni pfimku meze pevnosti na mez plasticity.

b) Zakreslete regresni piimku do dvourozmérného teckového diagramu.

c) Najdéte regresni odhad meze pevnosti pro mez plasticity = 60.

d) Vypoctéte index determinace a interpretujte ho.

e) Najdéte rezidualni soucet ¢tvercl a odhad rozptylu ndhodnych odchylek.

f) Urcete regresni pfimku meze plasticity na mez pevnosti.

g) Zakreslete regresni piimku do dvourozmérného teckového diagramu.

h) Obé regresni ptfimky zakreslete do téhoZ dvourozmérného teckového diagramu.



Reseni v systému STATISTICA:
Ad a) Odhad parametri 1. regresni piimky:

Statistiky — Vicerozmérna regrese — Zavisle proménna Y, nezdvisle proménna X - OK — OK — Vypocet: Vysledky regrese.

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (ocel.sta)
R=,93454811 R2=,87338017 Upravené R2= ,87119707
F(1,58)=400,06 p<0,0000 Smérod. chyba odhadu : 11,768

Beta Sm.chyba B Sm.chyba t(58) Uroverfi p
N=60 beta B
Abs.¢len 24,58814 4,740272 5,18707 0,000003
X 0,934548 0,046724 0,93668 0,046830 | 20,00160 0,000000

Ad b) Zakresleni regresnich pfimky do dvourozmérného teCkového diagramu:
Grafy — Bodové grafy — Proménné X, Y — OK — OK.

Bodovy grafz Y proti X
ocel.sta 2v*60c
Y =24,5881+0,9367*x

Ad ¢) Vypocet predikované hodnoty: Pro vypocet predikované hodnoty zvolime Rezidua/ptedpoklady/ptedpovédi -
Predpovédi zavisle proménné X: 60 OK. Ve vystupni tabulce je hledana hodnota oznacena jako Pfedpovéd’: 80,79



PFedpov ézené hodnoty (ocel.sta)
proménné: Y
b-v dha Hodnota b-v aha
Proménna * Hodnot
X 0,936679 | 60,00000 @ 56,20071
Abs. ¢len 24,58814
Predpov éd 80,78885
-95,0%LS 76,25426
+95,0%LS 85,32344

Regresni odhad meze pevnosti pro mez plasticity 60 je tedy 80,8.

Ad d) Index determinace najdeme ve vystupni tabulce regrese pod ozna¢enim R2:

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (ocel.sta)
R= ,93454811 R2=,87338017 Upravené R2=,87119707
F(1,58)=400,06 p<0,0000 Smérod. chyba odhadu : 11,768

Beta Sm.chyba B Sm.chyba t(58) Uroven p
N=60 beta B
Abs.¢len 2458814, 4,740272 5,18707| 0,000003
X 0,934548/ 0,046724 0,93668 0,046830 20,00160 0,000000

Vidime, ze variabilita meze pevnosti je regresni pfimkou vycerpana z 87,3 %.

Ad e) Rezidualni soucet ctvercii a odhad rozptylu najdeme v tabulce ANOVA: Vratime se do Vysledky — Vicenasobna
regrese — na zalozce Detailni vysledky zvolime ANOVA (Celk. vhodnost modelu)

Analyza rozptylu (ocel.sta)
Soucet sv | Pramér F p-hodn.
Efekt Ctv ercu Ctv ercul
Regres. 55400,60 1| 55400,60 | 400,0641 | 0,000000
Rezid. 8031,80 58 138,48
Celk. 63432,40

Vidime, Ze rezidualni soucet ¢tverct je 8031,8 a rezidudlni rozptyl nabyva hodnoty 138,48.



Ad f) Vysledky pro 2. regresni piimku:

Vysledky regrese se zavislou promeénnou : X (ocel.sta)
R=,93454811 R2=,87338017 Upravené R2= ,87119707
F(1,58)=400,06 p<0,0000 Smérod. chyba odhadu : 11,741

Beta Sm.chyba B Sm.chyba t(58) Uroven p
N=60 beta B
Abs.¢len -10,7858 5,544250| -1,94540 0,056579
Y 0,934548| 0,046724 0,9324 0,046617| 20,00160 0,000000

Vidime, ze x =-10,7858 + 0,9324y.

Ad g) Dvourozmérny teCkovy diagram se zakreslenou 2. regresni ptimkou

Bodovy grafz X proti Y
ocel.sta 2v°60c
X =-10,7858+0,9324"x
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Ad h) Nakresleni sdruzenych regresnich piimek do jednoho diagramu:

K datovému souboru ocel.sta ptiddme dvé nové proménné y1 a y2. Do proménné y1 uloZzime predikované hodnoty meze
pevnosti na mezi plasticity (do Dlouhého jména proménné y1 napiSeme =24,58814 + 0,93668*x a do Dlouhého jména
proménné y2 napiSeme =(x+10,7858)/0,9324

Grafy — Bodové grafy — zaskrtneme Vicenasobny — Proménné X: X, Y: Y, y1, y2 — OK. Ve vytvofeném grafu pak vypneme

zobrazovani znacek pro yl, y2 a naopak zapneme Spojnici.




Kritické hodnoty Durbinova-Watsonova testu pro autokorelaci 1. fadu pro a = 0,05, rozsah vybéru n a pocet regresorii p
(bez konstant)

p=1 p=2 p=3 p=4 p=5

n dL dU dL dU dL dU dL dU dL dU

15 1,08 1,36 0,95 1,54 0,82 1,75 0,69 1,97 0,56 2,21
20 1,20 1,41 1,10 1,54 1,00 1,68 0,90 1,83 0,79 1,99
30 1,35 1,49 1,28 1,57 1,21 1,65 1,14 1,74 1,07 1,83
40 1,44 1,54 1,39 1,60 1,34 1,66 1,29 1,72 1,23 1,79
60 1,55 1,62 1,51 1,65 1,48 1,69 1,44 1,73 1,41 1,77
80 1,61 1,66 1,59 1,69 1,56 1,72 1,53 1,74 1,51 1,77

100 1,65 1,69 1,63 1,72 1,61 1,74 1,59 1,76 1,57 1,78



