Porovnani empirického a teoretického rozlozeni

Motivace

MozZnost pouziti statistickych testil je podminéna néjakymi predpoklady o datech. Velmi Casto je to predpoklad o typu
rozloZeni, z néhoz ziskana data pochéazeji. Mnoho testil je zaloZeno na predpokladu normality.

Opomijeni ptfedpokladl o typu rozloZeni miize v praxi vést 1 ke zcela zavadéjicim vysledkiim, proto je nutné vénovat tomuto
problému patti¢nou pozornost.

Testy dobré shody pro diskrétni a spojité rozlozeni

Testujeme hypotézu, kterd tvrdi, ze ndhodny vybér X, ..., X, pochézi z rozlozeni s distribucni funkci ®(x).
a) Je-li distribucni funkce spojita, pak data rozdélime do r tfidicich intervala ﬂj,uj- >, j=1, ..., r. Zjistime absolutni

Cetnost n; J-t¢ho tfidiciho mtervalu a vypocteme pravdépodobnost p;, ze nahodna veli¢ina X s distribu¢ni funkci ®(x)
se bude realizovat v j-tém tfidicim intervalu. Plati-li nulovéa hypotéza, pak p; = ®(uj:;) - P(uj).

b) Ma-li distribu¢ni funkce nejvyse spocetné mnoho bodl nespojitosti, pak misto tiidicich intervalli pouZijeme varianty
X(jpp J = 1, ..., 1. Pro variantu x; zjistime absolutni ¢etnost nj a vypocteme pravdépodobnost p;, Ze ndhodna velicina X
s distribu¢ni funkci ®(x) se bude realizovat variantou xjj;. Plati-1i nulova hypotéza, pak
p; = D i[}— im © gi: P’( = X [

X2 [
% —np 2
Testové statistika: kK = > ——23~ Plati-li nulova hypotéza, pak K = y*(r-1-p), kde p je pocet odhadovanych parametrt

i np
dané¢ho rozloZeni. (Napft. pro normalni rozloZeni p = 2, protoze z dat odhadujeme stfedni hodnotu a rozptyl.) Nulovou
hypotézu zamitame na asymptotické hlading vyznamnosti o, kdyz testova statistika K > % _o(r-1-p). Aproximace se povazuje
za vyhovujici, kdyz teoretické Cetnostinp; > 5,j=1, ..., 1.

~

Upozornéni: Hodnota testové statistiky K je siln€ zavisla na volbé tfidicich intervali. Navic pfi nesplnéni podminky np; > 5,
]1=1, ..., r je tfeba nékteré intervaly resp. varianty slucovat, coz vede ke ztraté informace.



Priklad: Testovani shody empirického a teoretického rozlozeni pri uplné specifikovaném problému

Byl zjist'ovan pocet poruch urcitého zatizeni za 100 hodin provozu ve 150 disjunktnich 100 h intervalech. Vysledky méteni:

Pocet poruch za 100 hodin provozu |0 |1 [2 |3 |4 avic
Absolutni ¢etnost 52148 36|10 |4

Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze ndhodny vybér X, ..., X;so pochdzi z rozloZeni Po(1,2).

Reseni:

Pravdépodobnost, Ze nahodna veli¢ina s rozlozenim Po(L), kde A = 1,2 bude nabyvat hodnot py, ..., p4 a vic je
A 2! 5 m - -

b; — —-¢ — — ¢ ,]= 0,1,2,3, p4_l_1>0+91+92+93/-

i ]!
Vypocty potiebné pro stanoveni testové statistiky K uspotadame do tabulky.

nj |pj np; (n; - np;)”/ np;
5210,301/150.0,301=45,15{1,039
4810,361(150.0,361=54,15|0,698
36(0,217|150.0,217=32,55(0,366
10]10,087(150.0,087=13,05{0,713
4 10,0341150.0,034=5,1 0,237

Al ="

Podminky dobré aproximace jsou splnény, vSechny teoretické Cetnosti jsou vétsi nez 5.

K=1,039 +0,698 + 0,713 + 0,237 =3,053, r=15, x20,95(4) =9,488. Protoze 3,053 < 9,488, nulovou hypotézu nezamitame na
asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.



Vypocet pomoci systétmu STATISTICA:

Nacteme datovy soubor poruchy.sta. Proménna POCET obsahuje pocet poruch, proménna CETNOST pak absolutni
cetnosti zjisténého poctu poruch.

Statistiky — Prokladani rozdéleni — Diskrétni rozdéleni — Poissonovo — OK — Proménna POCET — klikneme na ikonu se
zavazim — Proménna vah CETNOST — Stav Zapnuto — OK — zaloZka Parametry - Lambda 1,2 - Vypocet.

Proménna: POCET , Rozdéleni:Poissonovo, Lambda = 1,200 (poruchy .sta)

Chikvadrat = 3,03371, sv =3, p =0,38646

Pozorované Kumulativ. Procent Kumul. % Oc¢ekav. | Kumulativ. Procent Kumul. %
Kategorie Cetnosti Pozorov ané Pozorov ané Pozorov ané Cetnosti Ocekav. Ocekav. Ocekav.
<= 0,00000 52 52 34,66667 34,6667 45,17914 45,1791 1 30,11943 30,1194
1,00000 48 100 32,00000 66,6667 54,21495 99,3941  36,14330 66,2627
2,00000 36 136 24,00000 90,6667 | 32,52897 131,9231 | 21,68598 87,9487
3,00000 10 146 6,66667 97,3333 | 13,01159 144,9347 8,67439 96,6231
< Nekone¢no 4 150 2,66667 100,0000 5,06535 150,0000 3,37690 100,0000

V zéhlavi vystupni tabulky je uvedena hodnota testového kritéria (3,03371), pocet stupiii volnosti = 3 a p-hodnota
(0,38646). Nulova hypotéza se tedy nezamita na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05.

Pocet stupiiit volnosti 3 v§ak neopovidad tomu, Ze zndme parametr A, ve skutecnosti je pocet stupni volnosti 4. Proto pro
vypocet p-hodnoty otevieme novy datovy soubor o jedné proménné a jednom ptipadu.

Do Dlouhého jména napiSeme =1-IChi2(3,03371;4). Dostaneme p-hodnotu 0,5522.

Pro vytvoteni grafu se vratime do ProloZeni diskrétnich rozlozeni — Zakladni vysledky — Graf pozorovaného a ocekavaného
rozdéleni

Proménna:POCET Rozdéleni:Poissonovo, Lambda = 1,200!
Chi-kvadrattest=3,03371,sv=3,p = 0,3864
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V grafu jsou patrné urcité rozdily mezi hodnotami pravdépodobnostni a ¢etnostni funkce, ale tyto rozdily nejsou pfili§ velké.

Kategorie (horni



Priklad: Testovani shody empirického a teoretického rozlozeni pri neuplné specifikovaném problému
V tabulce jsou roztiidény fotbalové zapasy urcité soutéze podle poctu vstielenych branek.

PocCetbranek |0 |1 |2 |3 |4avic
Pocet zapasu | 19 |30 17|10 |8
Na hlading vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze jde o vybér z Poissonova rozlozZeni.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Nacteme datovy soubor branky.sta. Proménnd POCET obsahuje pocet vsttelenych branek, proménnd CETNOST pak pocet
zapast, v nichz bylo dosazeno zjiSténého poctu branek.

Statistiky — Prokladéani rozd€leni — Diskrétni rozdéleni — Poissonovo — OK — Proménnd POCET — klikneme na ikonu se
zavazim — Proménna vah CETNOST — Stav Zapnuto — OK — Vypocet.

Proménna: POCET , Rozdéleni:Poissonovo, Lambda = 1,500 (branky .sta)

Chi-kvadrat =2,07051, sv =3, p =0,55790

Pozorované Kumulativ. Procent Kumul. % Ocekav. |Kumulativ. Procent Kumul. %
Kategorie Cetnosti Pozorované Pozorované Pozorované Cetnosti Ocekav. Ocekav. Ocekav .
<=0,00000 19 19 22,61905 22,6190 18,74294 18,74294 | 22,31302 22,3130
1,00000 30 49 35,71429 58,3333 28,11440 46,85733 | 33,46952 55,7825
2,00000 17 66 20,23810 78,5714  21,08580 67,94313 | 25,10214 80,8847
3,00000 10 76 11,90476 90,4762  10,54290 78,48603 | 12,55107 93,4358
< Nekone¢no 8 84 9,52381 100,0000 5,51397 84,00000 6,56424 100,0000

V tomto ptipad¢ je parametr A Poissonova rozlozeni neznamy, je odhadnut pomoci vybérového priméru a odhad ¢ini 1,5.
Dale je v zéhlavi vystupni tabulky uvedena hodnota testového kritéria (Chi kvadrat = 2,07051), pocet stupna volnosti
r—p—1=5—-1-1=3ap-hodnota (0,5578). Nulova hypotéza se tedy nezamitd na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05.
Pro vytvofeni grafu se vratime do ProloZeni diskrétnich rozlozeni — Zakladni vysledky — Graf pozorovan¢ho a ocekavaného
rozdéleni.
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Poznamka k testu dobré shody: Tento test miize byt pouzit i v téch ptipadech, kdy rozlozeni, z néhoz dany nahodny vybér
pochazi, neodpovida n¢jakému znamému rozloZeni (napt. exponencialnimu, normalnimu, Poissonovu, ...), ale je ureno
intuitivn€ nebo na zéklad¢ zkuSenosti.

Priklad: Ve svych pokusech pozoroval J.G. Mendel 10 rostlin hrachu a na kazdé z nich pocet Zlutych a zelenych semen.
Vysledky pokusu:

cislo rostliny I 123 (41|56 |7 (819 (10
pocet zlutych semen |25]32(14|70(24(20(32|44|50 |44
pocet zelenych semen [ 11|7 |5 |27|13]6 |[13]|9 |14]18
celkem 36/39|19]97|37|26|45(53|64|62

Z genetickych modeli vyplyva, ze pravdépodobnost vyskytu zlutého semene by méla byt 0,75 a zeleného 0,25. Na
asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze vysledky Mendelovych pokust se shoduji s modelem.
ReSeni:

Vypocty potiebné pro stanoveni testové statistiky K usporddame do tabulky.

J (nj|p; |np; (n; - np;)”/ np;
1 [25/0,75(36.0,75=27 0,148148
2 132(0,75139.0,75=29,25|0,258547

10{4410,75]62.0,75=46,5 |0,134409

K =0,148148 + 0,258547 + ... + 0,134409 = 1,797495, r = 10, %*005(9) = 16,9.
Protoze 1,797495 < 16,9, nulovou hypotézu nezamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.



Vypocet pomoci systétmu STATISTICA:

Nacteme datovy soubor Mendel hrach.sta. Proménné celkem obsahuje celkovy pocet semen, X obsahuje pozorovany pocet
zlutych semen a Y vypocitané teoretické Cetnosti Zlutych semen (v naSem piipadé X*0,75).

Statistiky — Neparametricka statistika — Pozorované versus o&ekavané x> — OK - Pozorované &etnosti X, Oekavané Getnosti
Y - OK — Vypocet. Dostaneme tabulku:

Pozorované vs. ocekavané ¢etnosti (Mendel hrach.sta)
Chi-Kvadr. =1,797495 sv =9 p =,994280
POZN.: Nestejné soucty pozor. a ocek. Cetnosti
pozorov . ocekav. P-0O (P-O)"2
Pripad X Y /10
c: 1 25,0000 27,0000 @ -2,00000 | 0,148148
c: 2 32,0000 29,2500 2,75000 | 0,258547
C: 3 14,0000 14,2500 | -0,25000 | 0,004386
C: 4 70,0000 72,7500 @ -2,75000 @ 0,103952
C: 5 24,0000 27,7500 @ -3,75000 | 0,506757
C: 6 20,0000 19,5000 0,50000 | 0,012821
c: 7 32,0000 33,7500 @ -1,75000 @ 0,090741
C: 8 44,0000 39,7500 4,25000 | 0,454403
C: 9 50,0000 48,0000 2,00000 | 0,083333
C: 10 44,0000 46,5000 | -2,50000 | 0,134409
Sct 355,0000 @ 358,5000 @ -3,50000 @ 1,797495

Ve vystupni tabulce najdeme hodnotu testové statistiky (Chi-Kvadr = 1,797495), pocet stupiii volnosti (sv=9) a
odpovidajici p-hodnotu, kterou porovname se zvolenou hladinou vyznamnosti. V nasem piipadé je p-hodnota 0,99428, takze
nulova hypotéza se nezamitd na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05.



Priklad: Pti 60 hodech kostkou jsme dosahli téchto vysledki: 9 x jednicka, 11 x dvojka, 10 x trojka, 13 x ¢tyika, 11 x pétka
a 6 x Sestka. Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze kostka je homogenni.
ReSeni: n = 60

i |ni |pi |np;|(ni-np)” | (n;-np)~/ np;
119 |1/610 |1 1/10
211111/6110 |1 1/10
3110|1/610 |0 0
4(13|1/610 |9 9/10
5/11(1/6 10 |1 1/10

6|16 [1/6|10 |16 16/10

K=281r=6,p=0, XZO,%(S) =11,07. Protoze K < 11,07, Hy nezamitdme na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Nacteme datovy soubor kostka.sta. Proménné celkem obsahuje X obsahuje pozorované ¢etnosti jednotlivych Cisel 1, ..., 6 a
Y vypocitané teoretické Cetnosti (v naSem ptipadé 10).

Statistiky — Neparametrick4 statistika — Pozorované versus oéekavané y° — OK - Pozorované ¢etnosti X, Oéekavané Eetnosti
Y - OK — Vypocet. Dostaneme tabulku:

Pozorované vs. ocekavané ¢etnosti (kostka.sta)

Chi-Kvadr. =2,800000 sv = 5p =,730786

pozorov . ocekav. P-0O (P-0)"2
Ptipad X Y /0
C: 1 9,00000 | 10,00000 | -1,00000 @ 0,100000
C: 2 [ 11,00000 @ 10,00000 1,00000 ' 0,100000
C: 3 | 10,00000 | 10,00000 0,00000 | 0,000000
C: 4 | 13,00000 | 10,00000 3,00000 @ 0,900000
C: 5 [ 11,00000 @ 10,00000 1,00000 | 0,100000
C: 6 6,00000 | 10,00000 | -4,00000  1,600000
S¢t 60,00000  60,00000 0,00000 | 2,800000

Ve vystupni tabulce najdeme hodnotu testové statistiky (Chi-Kvadr = 2,8), pocet stupiiii volnosti (sv = 5) a odpovidajici p-
hodnotu, kterou porovname se zvolenou hladinou vyznamnosti. V nasem ptipad¢ je p-hodnota 0,730786, takze nulova
hypotéza se nezamitd na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.



Priklad: Ze zaznami autosalonu byl ve 100 ndhodné vybranych dnech zjistén pocet prodanych aut.
Pocet prodanych autzaden 0 1 2 3 4 5avic
Pocet dnti 943 2911 5 3

Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, zZe pocet prodanych aut za den se fidi Poissonovym
rozloZenim.

ReSeni:
Parametr A Poissonova rozloZeni nezname, odhadneme ho pomoci vybérového primeéru.
1< 1 ~ - 9y . C o s
m= -, nxyp=—%9+1:43+2:29+3-11+4-5+5-3 =17 = ». Pravdépodobnost, Ze ndhodna veli¢ina X ~ Po(1,7) bude
r ~ 100
=1

. & m _ 7
e 7,j=01.23, 4ps =1 %, *+p, +tp, tptp,

nabyvat hodnot p;, j = 0,1,2,3,4,5 a vic, je p, =

il

n; | p; np; | (n-np;)” | (n; - np;)”/ np;
9 10,1827 | 18,27 | 85,9329 |4,7035
4310,3106 | 31,06 | 142,5636 | 4,5899
2910264 |264 |6,76 0,2561
11]0,1496 | 14,96 | 15,6816 | 1,0482
5 10,0636 |6,36 | 1,8496 0,2908
3 10,0296 2,96 |0,0016 0,0005

N R W=D

K=10,8891,r=6,p=1, X20.95(4) = 9,488. Protoze K > 9,488, H, zamitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Nacteme datovy soubor autosalon.sta. Proménna POCET obsahuje pocet prodanych aut, proménnda CETNOST pak pocet
dnti, v nichz byl prodén zjistény zjisténého pocet aut.

Statistiky — Prokladani rozdéleni — Diskrétni rozdéleni — Poissonovo — OK — Proménnd POCET — klikneme na ikonu se
zévazim — Proménna vah CETNOST — Stav Zapnuto — OK — Vypocet.

Proménna: POCET, Rozdéleni:Poissonovo, Lambda = 1,69000 (autosalon.sta)

Chi-kvadrat = 10,73029, sv =3 (uprav.), p =0,01328

Pozorov ané Kumulativ . Procent Kumul. % Ocekav. |Kumulativ. Procent Kumul. %
Kategorie Cetnosti Pozorované Pozorov ané Pozorov ané Cetnosti Ocekav. Ocekav. Ocekav .
<=0,00000 9 9 9,00000 9,0000 | 18,45196 18,4520 | 18,45196 18,4520
1,00000 43 52 43,00000 52,0000 31,18380 49,6358 | 31,18380 49,6358
2,00000 29 81 29,00000 81,0000 26,35031 75,9861 | 26,35031 75,9861
3,00000 1 92 11,00000 92,0000 14,84401 90,8301  14,84401 90,8301
4,00000 5 97 5,00000 97,0000 @ 6,27159 97,1017 = 6,27159 97,1017
< Nekone¢no 3 100 3,00000 100,0000 2,89834 100,0000 2,89834 100,0000

V zéhlavi vystupni tabulky uvedena hodnota testového kritéria (10,73029), pocet stupiiii volnosti 3 a p-hodnota (0,01328).
Nulova hypotéza se tedy zamita na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.

Vidime, ze nesouhlasi pocet stupiili volnosti, mél by byt 4. Proto p-hodnotu vypocteme zvlast'. Otevieme novy datovy
soubor o0 jedné proménné a jednom piipadu. Do Dlouhého jména napiseme =1-1Chi2(10,73029;4). Dostaneme p-hodnotu
0,0298.

Pro vytvoteni grafu se vratime do Prolozeni diskrétnich rozlozeni — Zakladni vysledky — Graf pozorovaného a ocekavaného
rozdéleni.

Proménna: POCET, Rozdéleni:Poissonovo, Lambda = 1,69¢
Chi-kvadrattest=10,73029,sv = 3 (uprav.),p = 0,013;
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Kategorie (horni meze)

V tomto ptipadé€ jsou patrné znacné rozdily mezi pozorovanymi a teoretickymi cetnostmi.



Jednoduchy test exponencialniho rozloZeni

Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, Ze ndhodny vybér Xj, ..., X, pochazi z exponencialniho rozloZeni. OznaCme M vybérovy
pramér a S? vybérovy rozptyl tohoto nahodného vybéru. Vime, ze stfedni hodnota ndhodné veli¢iny X ~ Ex()) je E(X) = 1/A
a rozptyl je D(X) = 1/A%.

~

2

. 'S . v 1 . o .
Test zalozime na statistice K = VR ktera se v piipadé platnosti H, asymptoticky ¥idi rozlozenim y*(n-1).

Kriticky obor: W = <0,X2a/z < —I;U \le— e —I:OO :_

Jestlize K € N , Hyzamitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti a.

Priklad: Byla zkoumana doba Zivotnosti 45 soucastek (v hodinach). Zjistili jsme, Ze priimérnéd doba Zivotnosti ¢inila m =
99,93 h a rozptyl s* = 7328,91 h”. Na asymptotické hlading vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze dany ndhodny vybér
pochazi z exponencialniho rozlozeni.

ReSeni:

-~

2

¢ - S* 447328 91
M? 99,93

Kriticky obor: W = (0.% "> ® —1 3V %1 2 % —1.2 = (0.0 %0025 ¥4 3V 70005 44 = = (0,27.575)" 64,202 _

ProtoZe se testova statistika nerealizuje v kritickém oboru, hypotézu o exponencialnim rozlozeni nezamitame na

asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.

Testova statistika: K = =32.2924



Jednoduchy test Poissonova rozloZeni

Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, ze nahodny vybér X, ..., X, pochazi z Poissonova rozlozZeni. OznaCme M vybérovy pramér
a S” vyb&rovy rozptyl tohoto nahodného vybéru. Vime, e stiedni hodnota nahodné veli¢iny X ~ Po()) je E(X) = A a rozptyl
je D(X) =\

-~

2

Test zaloZime na statistice K = T , ktera se v piipadé platnosti H, asymptoticky fidi rozlozenim x*(n-1).

Kriticky obor: W = <0,X2a/z —1;u \'lef e —1:°O :,

Priklad: Studujeme rozloZeni poctu pacientt, ktefi béhem 75 dnti pfijdou na pohotovost. Osmihodinovou pracovni dobu
rozdélime do pllhodinovych intervalii a v kazdém intervalu zjistime pocet ptichozich pacienti:

Pocet pacientti O 1|2 (3|4]|5|6[7|8[9]10
Pozorovana Cetnost 79 |188(282(275(196|114(45{10| 7|3 |1

Na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze dany nahodny vybér pochazi z Poissonova rozlozeni.
ReSeni:
Nejprve musime vypocitat realizaci vybérového priiméru a vybéroveho rozptylu:

1 -~ —
m=——®-79+ 188+ ...+ 10-1_=2,803
1200

1 I _\ _\ _\
s2=— fo-€-2803 -+ 88 €283 _+. .+ € 2803 =2708579

1199
& - S” 1199 -2,708579
K = = ———— =1158,579 ,
M 2,803
Kriticky obor: W = (0.%% > %~ 13V x> %~ 1.2 = (0;1104,93)" 1296 86;% .

Hy nezamitdme na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05.



