Cviceni 4.: Ovérovani normality dat,
parametrické ulohy o jednom nahodném vybéru z normalniho rozloZeni

Kolmogoroviiv — Smirnoviiv test normality dat
Testujeme nulovou hypotézu, ktera tvrdi, Ze ndhodny vybér Xi, ..., X, pochdzi z normalniho
rozloZeni s parametry p a o°. Distribu¢ni funkci tohoto rozlozeni oznaéme ®r (x). Necht’ Fy(x)

je vybérova distribu¢ni funkce. Testovou statistikou je statistika D, = sup |F. (x)= D ¢ x)|.

Nulovou hypotézu zamitdme na hladin€¢ vyznamnosti a, kdyz D,, > Dy(a), kde Dy(at) je tabelo-
vand kriticka hodnota.

V piipadé, Ze nezname parametry p a 6> norméalniho rozlozeni (coZ je nejéast&jsi ptipad),
zméni se rozloZeni testové statistiky D,. V takovém piipadé jde o Lilieforsovu modifikaci
Kolmogorovova — Smirnovova testu. Pfislusné modifikované kvantily byly uréeny pomoci
simula¢nich studii.

Poznamka ke K-S testu ve STATISTICE

Test normality poskytuje hodnotu testové statistiky (ozn. max D) a dvé p-hodnoty. (p-hodnota
vyjadiuje pravdépodobnost, s jakou Ciselné realizace xy, ..., x, ndhodného vybéru X, ..., X,
podporuji nulovou hypotézu, je-1i pravdiva. P-hodnotu porovnavame s nami zvolenou hladi-
nou vyznamnosti a. Jestlize p-hodnota < a, pak Hy zamitame na hladiné vyznamnosti a, je-li
p-hodnota > o, pak Hy nezamitame na hladin¢ vyznamnosti a.) Prvni p-hodnota se vztahuje k
ptipadu, kdy stfedni hodnotu p a rozptyl 6 zname predem, druhé (ozn. Lilieforsovo p) se
vztahuje k piipadu, kdy p a 6 nezname. Objevi-li se ve vystupu p = n.s. (tj. non significant),
pak hypotézu o normalité nezamitame na hladiné€ vyznamnosti 0,05.

Shapiriv — Wilkiv test normality dat

Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, Ze ndhodny vybér Xy, ..., X, pochazi z rozlozeni N(u, o).
Test je zalozen na zjiSténi, zda body v Q-Q grafu jsou vyznamné odliSné od regresni piimky
proloZené témito body.

(S-W test se pouziva predevsim pro vybéry mensSich rozsahli, n < 50, ale nyni jiz existuje mo-
difikace pro velka n. V systému STATISTICA je implementovano rozsifeni na n kolem
5000.)

Ukol 1. : U 45 studentek VSE v Praze byla zji§fovana vyska a obor studia (1 — narodni hos-
podafstvi, 2 — informatika). Hodnoty jsou uloZeny v souboru vyska.sta. Pomoci Lilieforsovy
modifikace K-S testu, pomoci S-W testu a pomoci testu dobré shody testujte na hladin€ vy-
znamnosti 0,05 hypotézu, Ze data pochéazeji z normalniho rozlozeni. Pomoci N-P grafu po-
sud’te vizualn¢ predpoklad normality.

Navod:

1. zpusob provedeni Lilieforsova a S-W testu: Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky —
Tabulky ¢etnosti — OK — Proménné X — OK — Normalita — zaSkrtneme Lilieforstv test a S-W
test — Testy normality.

Testy nomality (vyska.sta)

N | max D Lillief ors w p
Proménna p
X vyska 48  0,155621 p<,01 | 0965996 @ 0,176031

Vystupni tabulka obsahuje pocet pozorovani, hodnotu testové statistiky Lilieforsovy modifi-
kace K-S testu (max D = 0,155621), p-hodnotu (p < 0,01), testovou statistiku S-W testu (W =
0,965996) a odpovidajici p-hodnotu (p = 0,176031). Vidime, Ze Lilieforsiiv test zamita hypo-
tézu o normalité na hladiné vyznamnosti 0,05, zatimco S-W test nikoli.



2. zpisob provedeni Lilieforsova a S-W testu: Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky —
Popisné statistiky — OK — Proménné X — OK — Normalita — zaSkrtneme K-S test & Lilieforstiv
test a S-W test — Tabulky ¢etnosti (nebo Histogram).

Tabulka Cetnosti:X vyska (vyska.sta)
K-S d=,15562, p<,20 ; Lilliefors p<,01
Shapiro-WilksW=,96600, p<,17603
Cetnost | Kumulativ ni Rel.cetn. Kumul. % Rel.Cetn. Kumul. %
Kategorie cetnost (platnych) (platnych) vSech vSech
150,0000<x<=155,0000 1 1 2,08333 2,0833 2,08333 2,0833
155,0000<x<=160,0000 2 3 4,16667 6,2500 4,16667 6,2500
160,0000<x<=165,0000 11 14| 22,91667 29,1667 | 22,91667 29,1667
165,0000<x<=170,0000 22 36 45,83333 75,0000 @ 45,83333 75,0000
170,0000<x<=175,0000 5 41 10,41667 85,4167 = 10,41667 85,4167
175,0000<x<=180,0000 5 46 10,41667 95,8333 | 10,41667 95,8333
180,0000<x<=185,0000 2 48 4,16667 100,0000 4,16667 100,0000
ChD 0 48 0,00000 0,00000 100,0000
Histogram: X: vyska
K-S d=,15562, p<,20 ; Lilliefors p<,01
Shapiro-WilksW=,96600, p<,17603
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V tomto piipad¢ dostaneme v zahlavi tabulky ¢i histogramu stejné informace jako pomoci
ptedeslého zpisobu.

Samostatny ukol: Testy normality a grafické ovéfeni normality proved'te jak pro vysky stu-
dentek oboru narodni hospodafstvi, tak pro vyska studentek oboru informatiky.

Pro kontrolu:
Vysledky pro obor narodni hospodaistvi:
Testy nomality (vyska.sta)
Zhrnout podminku: z=1

N | max D Lillief ors w p
Proménna p
X vyska |28 0,167473 p<,05 0970969  0,606793
Vidime, Ze Lilieforsova varianta K-S testu zamita hypotézu o normalité na hladiné¢ vyznam-
nosti 0,05 (p-hodnota je mensi nez 0,05), zatimco S-W test hypotézu o normalité nezamita (p-
hodnota je vétsi nez 0,05).




Vysledky pro obor informatika:

Testy nomality (vyska.sta)
Zhrnout podminku: z=2

N | max D Lillief ors W p
Proménna p
X vyska 20 | 0,172301 p<,15 |0,922747 | 0,111924

V tomto pifipad¢ ani jeden z testd hypotézu o normalité nezamita na hladin€ vyznamnosti
0,05.

Upozornéni: V archivu zavérecnych praci https://is.muni.cz/auth/th/77721/prif_m/ je ulozena
diplomova prace Dominika Griizy ,,Oveéfovani normality*.

Ukol 2.: Vlastnosti vybérového priiméru z normalniho rozloZeni

Predpokladejme, ze velky ro¢nik na vysoké Skole mé vysledky ze statistiky normalné rozlo-

zeny kolem stiedni hodnoty 72 bodt se smérodatnou odchylkou 9 bodii. Najdéte pravdépo-

dobnost, ze primér vysledki ndhodného vybéru 10 studenti bude vétsi nez 80 bodi.

Navod:

X1, ..., Xj0 je ndhodny vybér z N(72, 81). Pocitame P(M > 80), pfi¢emz vybérovy praimér M

ma normdlni rozlozeni se stfedni hodnotou E(M) = p = 72 a rozptylem D(M) = ° - % =
n

8,1 (viz skripta Zékladni statistické metody, véta 6.1.1.1., bod 2).

Tedy POM > 80) =1 - P(M <80) =1 — ®(80), kde ®(80) je hodnota distribu¢ni funkce rozlo-

zeni N(72; 8,1) v bod¢ 80.

Vytvotime datovy soubor o jedné proménné a o jednom piipadu. Do Dlouhého jména této

proménné napiSeme =1 — [INormal(80;72;sqrt(8,1)). Zjistime, ze 1 - ®(80) = 0,00247005.

Funkce INormal(x;p;6) poéita hodnotu distribuéni funkce rozloZeni N(u,6%) v bodé x.

1
Prom1
0,00247

N

Ukol 3.: Intervaly spolehlivosti pro parametry i, 6 normalniho rozloZeni

Z populace stejné starych selat téhoz plemene bylo vylosovano Sest selat a po dobu ptl roku

jim byla podéavéna taz vykrmna dieta. Byly zaznamenavany priimérné denni ptiristky hmot-

nosti v Dg. Z diivéjSich pokusti je zndmo , ze v populaci mivaji takové piirastky normalni

rozlozeni, avsak stfedni hodnota i rozptyl se ménivaji. Ptirtstky v Dg: 62, 54, 55, 60, 53, 58.

a) Najdéete 95% empiricky levostranny interval spolehlivosti pro neznamou stfedni hodnotu
i pfi neznamé smérodatné odchylce c.

b) Najdéte 95% empiricky interval spolehlivosti pro smérodatnou odchylku c.

Navod:

Vytvotime novy datovy soubor o jedné proménné X a 6 ptipadech. Do proménné X napiSeme

dané hodnoty.

Ad a) Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Popisné statistiky — OK — Proménné X — OK

— Detailni vysledky — zaskrtneme Meze spolehl. priim. (ostatni volby zru§ime) — pro jed-

nostranny interval zménime hodnotu na 90,00 - Vypocet. (Hodnotu zménime na 90, protoze

dolni mez levostranného 95% intervalu spolehlivosti pro p je stejna jako dolni mez obou-

stranné¢ho 95% intervalu spolehlivosti pro p.)


https://is.muni.cz/auth/th/77721/prif_m/

Popisné statistiky (Tabulka1)

Int. spolehl. Int. spolehl.
Proménna -90,000% 90,000
X 54,05683 59,94317

Vidime, ze p > 54,06 Dg s pravdépodobnosti aspoii 0,95.

Ad b) Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Popisné statistiky — OK — Proménné X — OK
— Detailni vysledky — zaskrtneme Meze sp. smér. odch., ponechame implicitni hodnotu 95,00

— Vypocet.

Popisné statistiky (Tabulka1)
Spolehlivost Spolehlivost
Sm.Odch. Sm.Odch.
Proménna -95,000% +95,000%
X 2,233234 8,774739

Dostavame vysledek: 2,23 g <o < 8,77 g s pravdépodobnosti aspon 0,95.

Ukol 4.: Testovani hypotézy o parametru p normalniho rozloZeni

Systematicka chyba méticiho pfistroje se eliminuje nastavenim pfistroje a méfenim etalonu,
jehoz spravna hodnota je p = 10,00. Nezavislymi méfenimi za stejnych podminek byly ziska-
ny hodnoty: 10,24 10,12 9,91 10,19 9,78 10,14 9,86 10,17 10,05, které¢ povazujeme za
realizace nahodného vybéru rozsahu 9 z rozlozeni N(p, 6°). Je mozné pii riziku 0,05 vysvétlit
odchylky od hodnoty 10,00 piisobenim nahodnych vlivii?

Navod:

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujeme hypotézu Hy: p = 10 proti oboustranné alternativé H;:
p # 10. Jde o ulohu na jednovybérovy t-test. Ten je ve STATISTICE implementovan. Vytvo-
fime datovy soubor o jedné promeénné a deviti piipadech, kam zapiSeme naméefené hodnoty.
V Zakladnich statistikach/tabulkach vybereme t-test, samostatny vzorek. Do Referen¢nich
hodnot zapiSeme 10. Ve vystupu se podivame na hodnotu testového kritéria a na p-hodnotu.
Pokud p-hodnota bude mensi nebo rovna 0,05, zamitneme hypotézu Hy: p = 10 ve prospech
oboustranné alternativni hypotézy H;: p # 10 na hladiné vyznamnosti 0,05. V opa¢ném ptipa-
d¢ Hy nezamitame. V nasem piipadé¢ je

Test priméra v (Ci referencni konstanté (hodnoté)

Primér Sm.odch. N |Sm.chyba |Referenéni t SV p
Proménna konstanta
Prom1 10,05111 0,162669 | 9  0,054223 10,00000 ' 0,942611 8 0,373470

ProtoZe p-hodnota 0,373470 > 0,05 nulovou hypotézu nezamitdme na hladin€ vyznamnosti
0,05. S rizikem omylu nejvyse 5% lze tedy odchylky od hodnoty 10 vysvétlit plisobenim na-
hodnych vlivi.

VSimnéme si jeSté hodnoty testového kriteria: t,=0,942611. Kriticky obor
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Protoze t, ¢ ¥ , nezamitame na hladin¢ vyznamnosti 0,05 hypotézu H .



Ukol 5.: Interval spolehlivosti pro rozdil parametri 1, - 1, dvourozmérného rozloZeni
Bylo vylosovéano 6 vrhi selat a z nich vZdy dva sourozenci. Jeden z nich vZdy dostal ndhodné
dietu ¢. 1 a druhy dietu €. 2. Ptiristky v Dg jsou nasledujici: (62,52), (54,56), (55,49), (60,50),
(53,51), (58,50). Za ptedpokladu, Ze rozdily uvedenych dvojic tvoii ndhodny vybér z normal-
niho rozlozeni se stiedni hodnotou p, - , sestrojte 95% interval spolehlivosti pro rozdil
stfednich hodnot.

Navod:

Vytvotime datovy soubor o tfech proménnych a Sesti piipadech. Do proménnych vl a v2 za-
piSeme namétené piirtstky, do proménné v3 uloZime rozdily v1 - v2.

Ve STATISTICE je implementovan vypocet oboustranného intervalu spolehlivosti pro ,
kdyZ o ° nezname. Pomoci Popisnych statistik zjistime meze 95% intervalu spolehlivosti pro
sttedni hodnotu proménné v3 tak, ze zaSkrtneme Meze spoleh. prim.

Popisné statistiky

Int. spolehl. Int. spolehl.
Proménna -95,000% +95,000%
Prom3 0,626461 10,70687

Dostaneme vysledek: 0,63 Dg < pu < 10,71 Dg s pravdépodobnosti asponi 0,95.

Ukol 6.: Testovani hypotézy o rozdil parametrii p, - 1, dvourozmérného rozloZeni

Pro data z tkolu 5. testujte na hladiné vyznamnosti 0,05 hypotézu, Ze obé vykrmné diety maji
stejny vliv.

Navod:

OznaCme p =, - Wp. Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujeme hypotézu Hy: p = 0 proti obou-
stranné alternativé H;: p # 0. Jde o Glohu na parovy t-test. Ten je ve STATISTICE implemen-
tovan.Vytvotime datovy soubor o dvou proménnych a Sesti piipadech. Do proménnych v1 a
v2 zapiSeme namétené prirtstky. V menu Zakladni statistiky/tabulky vybereme t-test, zavislé
vzorky. Zadame ndzvy obou proménnych a ve vystupu se podivame na hodnotu testového
kritéria a na p-hodnotu.

t-test pro zavislé vzorky
Oznac¢. rozdily jsou vyznamné na hlad. p < ,05000

Primér Sm.odch. N | Rozdil Sm.odch. t SV p
Proménna rozdilu
Prom1 57,00000 3,577709
Prom2 51,33333 2,503331 || 6 5,666667 4,802777 | 2,890087 5/ 0,034183

ProtoZe p-hodnota 0,034183 < 0,05, zamitame hypotézu Ho: = 0 ve prospéch alternativni
hypotézy H;: u # 0 na hladin€ vyznamnosti 0,05. Znamena to, ze jsme s rizikem omylu nejvy-
Se 5% prokazali rozdil v t¢innosti obou vykrmnych diet.

VSimnéme si jeSté hodnoty testového kriteria: t, = 2,890087. Kriticky obor
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Protoze t, € ¥, zamitdme na hladin¢ vyznamnosti 0,05 hypotézu H .



Priklady k samostatnému FeSeni

Priklad 1.: Métenim délky deseti valecki byly ziskany hodnoty (v mm): 5,38 5,36 5,35

5,40 5,41 5,34 5,29 5,43 5,42 5,32. Téchto deset hodnot povazujeme za realizace nadhod-

ného vybéru rozsahu 10 z normalniho rozlozeni N(u, 67).

a) Sestrojte 99% interval spolehlivosti pro neznamou stiedni hodnotu p

b) Sestrojte 99% interval spolehlivosti pro nezndmou smérodatnou odchylku .

c) Na hladiné¢ vyznamnosti 0,01 testujte hypotézu, ze stiedni hodnota délky valeckl je
5,3 mm proti oboustranné alternative.

Vysledky:

ad a)

5,3248 mm < p < 5,4152 mm s pravdépodobnosti aspon 0,99

ad b)

0,0272 mm <o < 0,1002 mm s pravdépodobnosti aspoii 0,99.

ad ¢) Testujeme Hy: p= 5,3 proti H;: p # 5,3 na hladin€ vyznamnosti 0,01. Nulovou hypoté-

zu zamitame na hladiné vyznamnosti 0,01 a pfijimame alternativni hypotézu.

Piiklad 2.: Bylo ndhodné vybrano 15 desetiletych chlapct a byla zjisténa jejich vyska (v cm).
Vysledky méfeni 130, 140, 136, 141, 139, 133, 149, 151, 139, 136, 138, 142, 127, 139, 147
povazujeme za realizace ndhodného vybéru rozsahu 15 z rozloZeni N(u,6%). Podle nazoru od-
bornikii by stiedni hodnoty vysky desetiletych chlapcti méla byt 136,1 cm. Testujte tuto hypo-
tézu na hladin€ vyznamnosti 0,05.

Pomoci N-P plotu a S-W testu ovéite normalitu dat.

Vysledky:

S-W test poskytl p-hodnotu 0,7998, tedy hypotézu o normalité¢ nezamitame na hladiné vy-
znamnosti 0,05. Daéle testujeme Hy: p = 136,1 proti H;: pu # 136,1 na hladin€ vyznamnosti
0,05. Protoze p = 0,0947 > 0,05, nulovou hypotézu nezamitadme na hladin¢ vyznamnosti 0,05.

Priklad 3.: Pét muzi se rozhodlo, ze budou hubnout. Zjistili svou hmotnost pted zahajenim
diety a po ukonceni diety.

Cislo osoby 1 2 3 4 5
Hmotnost pied dietou 84 77,5 91,5 84,5 |97,5
Hmotnost po dieté 78,5 73,5 |88,5 |80 97

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze dieta neméla vliv na hmotnost.
Vysledky:

Testujeme Ho: py - po = 0 proti Hy: p - po # 0. Testova statistika nabyva hodnoty 4,1105, od-
povidajici p-hodnota je 0,0174, tedy nulovou hypotézu zamitame na hladin€ vyznamnosti
0,05. S rizikem omylu nejvyse 5% jsme tedy prokdzali, Ze dieta mé vliv na stfedni hodnotu
hmotnosti.



