Systémy hromadné obsluhy s omezenou kapacitou

1. Systém M/M/n/m/FIFO
Vstupni proud zékaznik je Poissonilv proces s parametrem * , doba obsluhy se fidi rozlozenim Ex % _, v systému je n linek

obsluhy, kapacita systému je omezena (je rovna m) a frontovy rezim je ,,prvni vstupuje, prvni je obslouzen®.
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Charakteristiky stabilizovaného systému:
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Stfedni hodnota poctu piijatych zakaznikt za jednotku Casu: », =% €-p,
Stiedni hodnota poc¢tu odmitnutych zakaznikl za jednotku Casu: », =+ .
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Sttedni hodnota poétu zakazniki ve fronté: E & 0 = j—na,_.

Sttedni hodnota poétu obsluhovanych zakazniki: E&, =8 §-p, _.
Vyuziti systému: x = p€—»
Ostatni charakteristiky dostaneme pomoci Littleova vzorce.



function[a,PZ,PQ,lambdaP,lambdaZ kappa, ENS,ENQ,EN,EWS,EWQ,EW]=odmitani(lambda,mi,n,m)
% [a,PZ,PQ,lambdaP,lambdaZ kappa,ENS,ENQ,EN,EWS, EWQ,EW |=odmitani(lambda,mi,n,m)
% Vypocita staciondrni rozloZeni, vyuziti a charakteristiky SHO M|M[n|m|FIFO s odmitdnim.

% Vstupni parametry:

% lambda .... parametr vstupniho proudu, mi ........ parametr obsluhy

%1 ... pocet linek obsluhy, m ......... kapacita systému

% Vystupni parametry:

%a..... stacionarni rozlozeni, PZ ........ pst, Ze prichozi zdkaznik bude odmitnut
% PQ ........ pst, Ze prichozi zakaznik bude ¢ekat ve fronte

% lambdaP ... stfedni hodnota poctu pfijatych zakaznikl za jednotku Casu

% lambdaZ ... stfedni hodnota poctu odmitnutych zakaznikl za jednotku ¢asu
% ENS ....... stfedni hodnota poctu obsluhovanych zakaznikt

% ENQ ....... stfedni hodnota poctu zédkazniki ve fronté

% EN ........ stiedni hodnota poctu zékazniki v systému

% EWS ....... sttedni hodnota doby, kterou zakaznik stravi obsluhou

% EWQ ....... stitedni hodnota doby, kterou zakaznik stravi ve fronté

%EW ........ stfedni hodnota doby, kterou zakaznik stravi v systému
beta=lambda/mi;

ro=beta/n;
a(1)=inv(sum(beta.”(0:n-1)./factorial(0:n-1))+n”n/factorial(n)*sum(ro.”(n:m)));
a(2:n+1)=(beta.”(1:n)./factorial(1:n))*a(1);
a(n+2:m+1)=(n"n/factorial(n))*ro.(n+1:m)*a(1);

PZ=a(m+1);

if ro=—=



PQ=a(n+1)*(m-n);
else

PQ=a(n+1)*(1-ro”(m-n))/(1-ro);
end;
lambdaP=lambda*(1-PZ);
lambdaZ=lambda*PZ;
kappa=ro*(1-PZ);
ENS=beta*(1-PZ);
ENQ=sum(((n+1:m)-n).*a(n+2:m+1));
EN=ENQ-+ENS;
EW=EN/lambda;
EWS=ENS/lambda;
EWQ=ENQ/lambda;



Priklad 1.: V autoservisu jsou 3 myci rampy a jeden pracovnik, jemuz myti auta trvd v priméru 12 min. Za 1 h ptijedou
prumérné 3 auta. Jsou-li vSak v okamziku ptijezdu auta vSechny rampy obsazeny, auto nec¢eka a vraci se pozdéji.

a) Jaka je pravdépodobnost, Ze v autoservisu budou 0, 1, 2, 3 auta?

b) Vypoctéte sttedni hodnotu poctu zédkaznikli v autoservisu a ve frontg.

c) Vypoctéte sttedni hodnotu doby cekani ve fronté.

d) Jaka je pravdépodobnost, Zze bude volna aspoii jedna rampa?

e) Vypocltéte vyuZziti systému.
Reseni: Jde o systém M/M/n/m/FIFO, kde n =1, m = 3.
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Ulohy feste pomoci funkce odmitani.m.



Navod na reSeni pomoci MATLABu:
lambda=3;mi=5;n=1;m=3;

[a,PZ,PQ,lambdaP,lambdaZ kappa, ENS,ENQ,EN,EWS,EWQ,EW ]=odmitani(lambda,mi,n,m)



Priklad 2.: Na parkovisté s maximalni kapacitou 40 mist ptijizdi v obdobi ustaleného provozu primérné 20 aut za 1 h.
Stfedni hodnota doby pobytu auta na parkovisti je 2,5 h. Za ptedpokladu, ze ptijezdy aut na parkovisté tvoii Poissonliv
proces a doba pobytu na parkovisti se fidi exponencidlnim rozlozenim, vyteste nasledujici tlohy:
a) Na kolik procent je parkovisté vyuzivano?
b) Jaky je primérny pocet volnych parkovacich mist?
c) Jaky je primérny pocet odmitnutych vozidel za 1 h provozu parkoviste?
Ulohy feste pomoci funkce odmitani.m.
Vysledek:
Ad a) Parkovisté je vyuzito na 93,8 %.
Ad b) V priiméru jsou volna dvé parkovaci mista.

Ad c) Za hodinu provozu parkoviste je v priméru odmitnuto 5 aut.



2. Uzavrieny systém M/M/n/m/FIFO
V systému je m zakazniki, pficemZ mohou ¢ekat v omezené fronté délky m —n > 0. Zakaznici po ukonceni obsluhy
opoustéji systém, ale pozdé€ji se do n€j vraceji s novym pozadavkem.

Doba pobytu kazdého zikaznika mimo systém se ¥idi rozlozenim Ex % _, doba obsluhy kazdé linky se fidi rozlozenim Ex % .
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Charakteristiky stabilizovaného systému:
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Sttedni hodnota poétu zakaznikd v systému: E& = D’ ja -

=0

Stfedni hodnota po&tu obsluhovanych zdkazniki: E&; =2 ja, +nX a, .

Sttedni hodnota poétu zakaznikdi mimo systém: E&®, - m-E& _.

Stfedni hodnota po¢tu zkazniit pfichazejicich za jednotku ¢asu (intenzita vstupniho proudu): » =% : &
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Vyuziti systému: « = oz & _. (Ostatni charakteristiky dostaneme pomoci Littleova vzorce.)



function[a,ENS,ENR,EN,lambdaR ,kappa]=uzavreny(lambda,mi,n,m);

% [a,ENS,ENR,EN,lambdaR ,kappa]=uzavreny(lambda,mi,n,m)

%

% Vypocita staciondrni rozlozeni, vyuziti a charakteristiky uzavieného systému
% hromadné obsluhy s omezenou kapacitou MM njm|FIFO.

%

% Vstupni parametry:

% lambda .... parametr vstupniho proudu

% mi ........ parametr obsluhy

%n....... pocet linek obsluhy

%m....... kapacita systému

%

% Vystupni parametry:

%a ... stacionarni rozloZeni

% ENS ....... sttedni hodnota poctu obsluhovanych zakaznikl
% ENR ....... stiedni hodnota poctu zakazniki mimo systém
% EN ........ sttedni hodnota poctu zakazniki v systému

% lambdaR ... sttedni hodnota poctu zakazniki ptichazejicich za jednotku casu
% (intenzita vstupniho proudu zékaznikl)

% kappa ..... vyuziti systému

beta=lambda/mi;
ro=beta/n;
for k=2:m+1
if k<=n+1
x(k)=nchoosek(m,k-1)*beta”(k-1);
else
x(k)=n"n/factorial(n)*factorial(m)/factorial(m-k+1)*ro”(k-1);
end;
end;
a(1)=1/(1+sum(x));
for k=2:m+1



a(k)=x(k)*a(1);
end;
ENS=sum((0:n-1).*a(1:n))+n*sum(a(n+1:m+1));
EN=sum((0:m).*a);
ENR=m-EN;
lambdaR=lambda*ENR;
kappa=ro*ENR;



Priklad 3.: Skupinu péti stejnych strojii ma na starosti jeden udrzbat. Doba bezporuchového provozu stroje ma
exponencialni rozloZeni se stfedni hodnotou 1/2 smény a doba opravy ma rovnéZz exponencidlni rozloZeni se stiedni
hodnotou 1/20 smény.

a) Jaka je pravdépodobnost, Ze vSechny stroje pracuji?

b) Jaka je pravdépodobnost, Ze budou soucasn¢ vytazeny aspon dva stroje?

Reseni: Jde o uzavieny systém M/M/n/m/FIFO, kden=1, m = 5.

a; = 0,5ay, a, = 0,2a,, a3 = 0,06a,, a, = 0,012a,, as = 0,0012a,,
ao(1 +0,5+0,2+0,06+0,012+0,0012) =1, tedy ap= 0,564
ad a) PN =0) =a,= 0,564

adb)PIN>2)=a, +as;+a,;+as=0,154

Ulohy feste pomoci funkce uzavreny.m.

Navod na reSeni pomoci MATLABu:
lambda=2;mi=20;n=1;m=5;

function[a,ENS,ENR,EN,lambdaR kappa]=uzavreny(lambda,mi,n,m);



Priklad 4.: V uzavieném systému M/M/n/m/FIFO, kde n=1, m =2, » = 3,1 = 2 vypoctéte stacionarni rozloZeni a zakladni

charakteristiky systému.

Ulohy feste pomoci funkce uzavreny.m.
Vysledek:
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Stacionarni rozloZeni: a = )

Sttedni hodnota poctu zakazniki v systému je 1,41.
Stfedni hodnota poc¢tu obsluhovanych zdkaznik je 0,88.
Stfedni hodnota poctu zakaznikli ve fronté je 0,53.
Sttedni hodnota poctu zakaznikii mimo systém je 0,59.
Intenzita vstupniho proudu zékazniki je 1,76.

Systém je vyuzit na 88 %.



Optimalizace systému M/M/1/o/FIFO

Necht’ ve stabilizovaném systému M/M/1/c0/FIFO jsou znamy tyto naklady:

¢ ... naklady na obsluhu jednoho poZadavku,

C, ... naklady na udrZbu prazdného systému.

Predpokladame, Ze intenzita vstupniho proudu zédkazniku je A. Cilem je najit takovou intenzitu obsluhy p,
aby celkové naklady na provoz systému udrzbu prazdného systému byly minimalni.

Zavedeme funkci nakladu a ztrat:

F =cHto, Hleddme minimum této funkce vzhledem k p. Funkci derivujeme podle p a derivaci

wo-

C

polozime rovnu 0. Zjistime, ze minima bude dosaZzeno pro w = + |22

1



function[mi,F]=opt neomezeny 1(lambda,c1,c2);

% [mi,F]=opt_neomezeny I(lambda,cl,c2)

%

% Vypocita optimalni intenzitu obsluhy a hodnotu funkce nakladi

% a ztrat (pfi1 této intenzit¢) systému hromadné obsluhy M|M|1|Inf|[FIFO.

%

% Vstupni parametry:

% lambda ... parametr vstupniho proudu

%cl ... naklady na obsluhu jednoho pozadavku, c2 ........ naklady na udrzbu prazdného systému za ¢asovou jednotku
%

% Vystupni parametry:

% mi ........ optimalni intenzita obsluhy

%F ... hodnota funkce nékladii a ztrat pfi optimalni intenzité

% obsluhy (minimalni celkové primérné ndklady na provoz systému

% a udrzbu prazdného systému)

mi=lambda-+sqrt(c2*lambda/cl);
ro=lambda/mi;
if ro<l
F=c1*mi+c2*lambda/(mi-lambda);
else
error('Systém se nemuze stabilizovat. Intenzita provozu je vétsi nez 1.")

end;



Priklad 5.: Sledujeme ¢innost vydejny natfadi ve strojirenském zavod¢. Naklady na obsluhu jednoho pozadavku ¢ini 2 K¢,
ztraty z prostoji jsou 10 K¢&/h. Primérné ma vydejna 8 pozadavkil za 1 h. Najdéte:

a) optimalni intenzitu obsluhy,

b) hodnotu funkce nakladi a ztrat pti této optimalni intenzité obsluhy.

ReSeni: L =8,¢,=2,¢,=10

c 10
Ada) n=»h+ [Z2h =g+ ,/—8 =3+ 140 = 14,32
c, 2

Vydejna musi obslouzit primérné 14,32 pozadavku z 1 h provozu, tj. jeden pozadavek musi byt odbaven v priméru za

0,06098 h=4,188 min=4 min 11 s.

Adb) Fa =cu+:, = 214,32 + 10 -

= 41,30
- 14,32 — 3

Celkové naklady a ztraty za 1 h provozu vydejny naradi ¢ini 41,30 K¢.
Navod na reSeni pomoci MATLABu:

lambda=8;c1=2;c2=10;

[mi,F]=opt neomezeny 1(lambda,cl,c2);



Priklad 6.: V diln€ dochéazi v priméru ke tfem porucham stroji za hodinu. Prostojové naklady stroje jsou 1000 K¢ za
hodinu. MiiZzeme volit mezi primérnym opravarem, ktery opravuje Ctyfi stroje za hodinu a stoji 1 s rezii 500 K¢ za hodinu a
zkuSenym opravarem, ktery opravuje pét strojii za hodinu a stoji 1 s rezii 650 K¢ za hodinu. Kterého z nich je vyhodné&;si
piijmout?

Navod: Rozhodnéte podle funkce nakladii a ztrat.

Vysledek: Pro primérného opravare nabyva funkce nékladl a ztrat hodnoty

5 000 K¢, pro zkuSeného pak 4 750, je tedy vyhodnéjsi pfijmout zkuSeného opravare.



Optimalizace systému M/M/n/oco/FIFO

Necht ve stabilizovaném systému M/M/n/co/FIFO jsou zndmy tyto naklady:

k; ... ndklady na ¢ekajicih zdkaznika,

k, ... ndklady na nevyuzitou linku obsluhy.

Ptredpokladame, Ze intenzita vstupniho proudu zdkazniku je A, intenzita obsluhy je p. Cilem je najit takovy
pocet linek obsluhy, pfi némz jsou primérné celkové naklady minimalni.

Zavedeme tzv. kriteridlni funkci:

ct =ke&, i, L-e&,

4 v =~ P o) -
Vime, ze e&, =p, — =2, —~ aEX, =np.
1-9 -5

Po dosazeni do kriterialni funkce dostaneme:

-~ ap -
ch =k ——"—+kn¥->_.
— )

—

Systém se miiZe stabilizovat, kdyz 1> o = %, tedy n > fT Hledame n” tak, aby

~ [~ M ]
Cﬁ*,:miniC11;—n>—,n€NF.
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function[C]=opt_neomezeny n(n,lambda,mi,k1,k2);

% [C]=opt_neomezeny n(n,lambda,mi,k1,k2)

%

% Vypocita hodnotu kriteridlni funkce v systému hromadné

% obsluhy MM n|Inf][FIFO.

%

% Vstupni parametry:

%n ... pocet linek obsluhy

% lambda ... parametr vstupniho proudu, mi ........ parametr obsluhy

%Kkl ........ naklady na ¢ekajiciho zakaznika, k2 ........ naklady na nevyuzitou linku obsluhy

% Vystupni parametry:

%C ... hodnota kriterialni funkce pro n linek obsluhy

% (celkové primérné naklady na provoz systému)

beta=lambda/mi;

ro=beta/n;

if ro<l
a0=inv(sum(beta.”(0:n-1)./factorial(0:n-1))+n*beta”n/factorial(n)/(n-beta));
an=beta”n*a0/factorial(n);
C=kl*an*ro/(1-r0)"2+k2*(n-n*ro);

else

error('Systém se nemiize stabilizovat. Intenzita provozu je vétsi nez 1.")

end;



Priklad 7.: Zacinajici softwarova firma miize o¢ekéavat 4 objednavky za mésic. Charakter objednavek je takovy, ze
programator je schopen vyiesit za mésic prumérné dvé objednavky. Mésicni naklady na provizorni feseni, kdy zakaznik
¢eka na konecné feSeni, jsou 50 000 K¢. Nema-li programator praci, dostava zakladni plat 10 000 K¢ z rezervniho fondu
firmy. V ptipadé¢, Ze programator ma objednavku, je zédkladni plat plus vykonnostni ptiplatek zcela pokryt z ceny

objednavky. Pfi jakém poctu programatori budou primérné naklady firmy minimalni?

" A
ReSeni: L =4, p=2, k;=50000, k,=10000, B = m =2,p= ey . Aby se systém mohl stabilizovat, musi ve firmé pracovat
n n
aspon tfi programatori.
Vysledky shrneme do tabulky:
P |an C(n)

2/3 | 4/27 54 444,44 K¢
1/2'12/23 28 695,65 K¢
2/512/335 |31 990, 05 K¢
1/314/333 |40 450,45 K¢

N v K| W B

Vidime, Ze optimalni pocet programatoru je roven 4.
Navod na FeSeni pomoci MATLABu:
lambda=4;mi=2;k1=50000;k2=10000;n=3;



Piiklad 8.: V nové oteviené pobocce Ceské spofitelny bylo rozhodnuto rezervovat pro operace se sporozirovym tétem 3
ptepazky. Klienti pro tyto operace, kteti do pobocky ptichazeji, se fadi do jedné fronty a po uvolnéni libovolné z ptepazek
mohou byt obsluhovani. Po otevieni pobocky bylo zjisténo, Ze klienti pfichazeji s primérnou intenzitou 68 osob za 1 h

s tim, Ze intervaly mezi jejich pfichody maji exponenciélni rozloZeni. Doba nutna pro odbaveni klienta je nahodna veli¢ina
s exponencialnim rozlozenim se stiedni hodnotou 2 min 24 s. Za piedpokladu, ze ndklady na pobyt klienta v pobocce po
dobu 1 h jsou 120 K¢ a naklady na provoz jedné piepazky za 1 h jsou 300 K¢, najdéte optimalni pocet prepazek.
Vysledek: Optimalni jsou 4 piepazky.



