Testovani exponencialniho a Poissonova rozloZeni

Test dobré shody
Testujeme hypotézu, kterd tvrdi, ze ndhodny vybér X, ..., X, pochézi z rozlozeni s distribucni funkci ®(x).

Distribuéni funkce ®(x) je spojita:
data rozdélime do r tfidicich intervald €;,u;, ),j=1, ..., 1;
zjistime absolutni Cetnost n; j-t¢ho tfidiciho mntervalu;

vypocteme pravdépodobnost p;, Ze ndhodna veli¢ina X s distribu¢ni funkci ®(x) se bude realizovat v j-tém tfidicim
intervalu. Plati-1i nulova hypotéza, pak p; = ®(u;:) - O(w))

Distribuc¢ni funkce ®(x) ma nejvyse spocetné mnoho bodii nespojitosti:

misto tfidicich intervali pouzijeme varianty X, j =1, ..., 1;

pro variantu xj zjistime absolutni ¢etnost n;;

vypocteme pravdépodobnost p;, Ze ndhodna veli¢ina X s distribu¢ni funkci ®(x) se bude realizovat variantou xg;;. Plati-1i
nulova hypotéza, pak p,= > [ - im® =>&=«¢.

Testova statistika: K = _Z i Py
=1 np;
Plati-li nulova hypotéza, pak K =~ y*(r-p-1), kde p je poéet odhadovanych parametrtt daného rozloZeni. (Napf. pro normalni
rozloZeni p = 2, protoze z dat odhadujeme stiedni hodnotu a rozptyl.)
Nulovou hypotézu zamitame na asymptotické hlading vyznamnosti a, kdyz K > y*1 o(r-p-1).
Aproximace se povazuje za vyhovujici, kdyZnp; > 5,j =1, ..., 1.

Upozornéni: Hodnota testové statistiky K je siln€ zavisla na volbé tfidicich intervali. Navic pfi nesplnéni podminky np; > 5,
] =1, ..., r je tfeba n€které intervaly resp. varianty sluovat, coz vede ke ztrat¢ informace.



Jednoduchy test exponencialniho rozloZeni (Darlingtiv test)
Testujeme hypotézu, kterd tvrdi, Ze ndhodny vybér X, ..., X, pochédzi z exponencialniho rozloZeni. Oznacme M vybérovy
pramér a S* vybérovy rozptyl tohoto nahodného vybéru. Vime, Ze stfedni hodnota ndhodné veli¢iny X ~ Ex()) je E(X) = 1/A

G« s

a rozptyl je D(X) = 1/A. Test zalozime na statistice K = v

, kterd se v pripad¢ platnosti Hy asymptoticky tidi

rozlozenim y*(n-1). Kriticky obor: W= 0,7%.» € - 1} U A2 @—1 0 . Jestlize K e V, Hy zamitdme na asymptotické hlading

Vyznamnosti .

Jednoduchy test Poissonova rozloZeni
Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, Ze ndhodny vybér Xj, ..., X, pochézi z Poissonova rozlozeni. Ozna¢me M vybérovy primér
a S” vybérovy rozptyl tohoto nahodného vybéru. Vime, e stiedni hodnota ndhodné veli¢iny X ~ Po()) je E(X) = A a rozptyl

G« 5

M

je D(X) = A. Test zaloZime na statistice K = , kterd se v ptipad¢ platnosti Hy asymptoticky tidi rozloZenim

v’ (n-1). Kriticky obor: W = 0,2 € —1} U i @-1,0 .



Priklad 1.: V systému hromadné obsluhy byla sledovana doba obsluhy 70 zdkaznikli (v min). Vysledky jsou uvedeny
v tabulce rozloZeni Cetnosti:

Doba obsluhy | Pocet zdkaznikli
(0, 3] 14
(3,6] 16
(6,9] 10
(9,12] 9
(12,15] 8
(15,18] 5
(18,21] 3
(21,24] 5
Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze dany nahodny vybér pochazi z exponencialniho rozloZeni.
Pouzijte:
a) test dobré shody,

b) Darlingtiv test exponencidlniho rozlozeni

ReSeni:
Testujeme Hy: ndhodny vybér X, ..., X5 pochazi z Ex(A) proti H;: non H,.

Ad a) Nejprve odhadneme parametr A exponencidlniho rozlozeni: ) - | = 1 = ),1122

fz X[ . —(415+645+ + 4225

Pravdépodobnost 7e ndhodna veligina s rozlozenim Ex()), kde A = 0,1122 se bude realizovat v intervalu €., u Sl > je
= D(uj41) - D(vy), j = ,rL,kde ® = - .
Vypocty potiebné pro stanovem testove statistiky K uspotradame do tabulky.
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X[j]

P;

np;

(0, 3]

1,5

14

0,2858

20,0033

(3.6]

4,5

16

0,2041

14,2871

(6,9]

7,5

10

0,1458

10,2044

(9,12]

10,5

0,1041

7,2884

(12,15]

13,5(8

0,0744

5,2056

(15,18]

16,5

(V)]

0,0531

3,7181

(18,21]

19,5

W

0,0378

2,6556

(21,24]

22,5

(V)]

0,0271

1,8967

Podminky dobré aproximace nejsou splnény, slou¢ime tedy intervaly (15,18], (18,21] a (21,24].

G.u ) | Xp |0y (P np; (n; - np;)”/ np;
(0, 3] 1,5 [14(0,2858(20,0033(1,8017
(3.6] |45 |16]0.2041|14.2871]0.2054
(6,9] 7,5 110(0,1458(10,2044 {0,0041
(9,12] |10,5|9 |0,1041(7,2884 10,4020
(12,15] |13,5]8 0,07445,2056 |1,5000
(15,24] 119,5|13]0,1181(8,2704 |2,7047

Testova statistika K =1,8017 + ... +2,7047=6,6178, r=6,p=1,r—p—1=4, x20,95(4) =9,4877.
Testova statistika se nerealizuje v kritickém oboru W = 9,4877,« , na asymptoticke hladin€ vyznamnosti 0,05 nelze
zamitnout hypotézu, Ze doba obsluhy se fidi exponencialnim rozloZenim.
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Ad b) Darlingiiv test exponencialniho rozloZeni je zalozen na statistice K = M které se v piipad¢ platnosti Hy

asymptoticky idi rozlozenim ’(n-1).
Kriticky obor: W = \O,Xzoc/z ¢ —11 o o2 @—1 50
Nejprve musime vypocitat realizaci vybérového primeéru a vybérového rozptylu:

m:'/16<4.1’5+ 6-45+...+ -22,5:: ,9143

s2=615 |9.<,5— 91437+ 6-€,5— 9143° +...+ -€25- 9143° := 1,1447
— 2 .

k- € 23 _B 41’14f7 = 35,7265 |
M 8,9143

Kriticky obor: W= 0, w2 h—l}u @10 = 0, s 69§ R €9 . © = 0;47,9242)L 93,8565, |

Hy zamitame na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.



Res$eni pomoci MATLABu:

Ad a)

Zadame vektor mezi uj = [0:3:24]’, vektor stfedt xj =[1.5:3:22.5]° ,vektor pozorovanych ¢etnosti nj =[14 16 10 9 8 5 3 5]".
Celkovy rozsah souboru je n = sum(nj) (n=70) a parametr lambda = n/sum(nj’*xj) (lambda=0,1121).

Vypocteme teoretické Cetnosti npj=n*diff(expcdf(uj,1/lambda))

Protoze nejsou splnény podminky dobré aproximace pro posledni tfi intervaly, je tieba je sloucit do jednoho.

Zadame novy vektor uyj=[03 6 9 12 15 24] a novy vektor pozorovanych Cetnosti nj=[14 16 10 9 8 13]".

Znovu vypocteme teoretické Cetnosti npj=n*diff(expcdf(uj,1/lambda)).

Nyni jiz jsou splnény podminky dobré aproximace.

Vypoditame testovou statistiku K=sum((nj-npj).”2./npj) a kvantil y . €~ >~ = ¢ 005 € pomoci funkce chi2inv(0.95,4).
Protoze testova statistika K = 6,6178 se nerealizuje v kritickém oboru W = 9,4877,« , Hy nezamitame na asymptotické

hladin€ vyznamnosti 0,05.

Adb)

Zadame vektor mezi uj = [0:3:24]’, vektor stfedt xj =[1.5:3:22.5]° a vektor pozorovanych ¢etnosti

nj=[14 16 10 9 8 5 3 5]’. Celkovy rozsah souboru je n = sum(nj)

Vypocteme primér m=sum(nj'*xj)/n. Dostaneme 8,9143.

Vypocteme rozptyl skv=sum(nj'*(xj-m).”2)/(n-1). Dostaneme 41,1447.

Vypocteme testovou statistiku K=(n-1)*skv/m”2. Dostaneme 35,7265.

Nakonec stanovime kvantily 7 « 2€— = ¢ 005 € a % . 2@~ = ¢ 0975 €9 : chi2inv(0.025,69) a chi2inv(0.975,69).
Dostaneme 47,9242 a 93,8565. ProtoZe testova statistika patii do kritického oboru, na asymptotické hladin€ vyznamnosti
0,05 zamitame nulovou hypotézu.

Samostatny ukol: Vypoctéte p-hodnotu pro Darlingliv test exponencialniho rozloZeni.
Pro oboustrannou alternativu se pocita podle vzorce p = 2min{®(K), 1- ®(K)}, kde ® je distribu¢ni funkce rozlozeni,
kterym se fidi testova statistika, kdyz H, plati. (p = 0,0006).
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360 h) a vysledky jsou uvedeny v tabulce:

Pocet vlakii za 1 hodinu |0 |1 |2 3 14 |5 |6|T7avic
cetnost 271931103 |58|50(21]|6|2

Na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze pocet ptijizd€jicich vlakl za 1 h se fidi Poissonovym
rozlozenim, a to a) testem dobré shody, b) jednoduchym testem Poissonova rozlozeni.

Reseni:

Testujeme Hy: ndhodny vybér X;,

..., X360 pochazi z Po(A) proti H;: non H,.

. . . 1 1 ~
Ad a) Nejprve odhadneme parametr A Poissonova rozlozeni: A = n=->" x= - € -0+B3-1+...+2-7 =23
n j=

Pravdépodobnost, Ze ndhodna veliina s rozloZzenim Po()), kde A = 2,3 bude nabyvat hodnot 0, 1, ..., 7 a vic je

v 23

1!

e, j=)L..6, p, =

— Qo+ 0yt

Vypocty potiebné pro stanoveni testové statistiky K uspofddame do tabulky.

J n |p np;

0 27 10,1003 /36,0932
1 93 10,2306|83,0143
2 103]0,2652(95,4665
3 58 10,2033|73,1910
4 50 [0,1169|43,0848
5 21 10,053819,3590
6 6 1(0,0216|7,4210
7avic|2 1]0,0094|3,3703

Podminky dobré aproximace nejsou splnény, slou¢ime tedy varianty 6 a 7 a vic.



J n |p; np; (n; - np;)”/ np;
0 27 10,1003|36,0932(2,2909
1 93 10,2306|83,0143(1,2012
2 103{0,2652195,4665|0,5945
3 58 10,2033173,1910/3,1529
4
5
6

50 ]0,1169|43,0848|1,4887
21 10,053819,3590|0,1391
avic|8 ]0,0300{10,7912{0,7220

K =2,2909 +1,2012 + ... +0,7220=9,5892, r=7,p=1,r—p—1 =5, °005(5) = 11,0705.
Protoze 9,5892 < 11,0705, nulovou hypotézu nezamitame na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05. Nepodatilo se tedy

-------

G« 3
M
Kriticky obor: W = \O,Xzoc/Z G —1; v P2 (1—1;007 .

Nejprve musime vypocitat realizaci vybérového praméru a vybérového rozptylu:

Ad b) Test je zalozen na statistice K = , ktera se v piipadé platnosti Hy asymptoticky #idi rozlozenim y’(n-1).

m= 1—(27-0+ 3-l+...4 -7 = '3
360 -

52:5;_9 bo 37+ 3¢ 33+ @ 37 - 121448
[— 2 .

o G- S _ 3592121448 _ 31,1304
M 2.3 :

Kriticky obor: W= 0,%"02@-1JU 71 2€@—1,0 = 0,7 005 €59 JU 0075 €59 .00 = 0,3084)L 4134,00

Hy nezamitame na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.



Refeni pomoci MATLABu:

Ad a) Zadame vektor xj = [0:7] a vektor pozorovanych cetnosti nj =[27 93 103 58 50 21 6 2]’.

Celkovy rozsah souboru je n = sum(nj) a odhad parametru lambda: lambda=sum(nj'*xj)/n.

Vektor pravdépodobnosti: pj=poisspdf(xj,lambda).

Posledni pravdépodobnost musime nahradit doplitkem do jedné: pj(8)=1-sum(pj(1:7))

Vypocteme teoretické Cetnosti npj=n*pj

ProtoZe nejsou splnény podminky dobré aproximace pro variantu 7 a vic, je tfeba sloucit varianty 6 a 7 a vic do jedné.
Zadame novy vektor xj =[0:6]” a novy vektor pozorovanych ¢etnosti nj = [27 93 103 58 50 21 §]’.

Znovu vypocteme vektor pravdépodobnosti: pj=poisspdf(xj,lambda).

Posledni pravdépodobnost musime nahradit doplitkem do jedné: pj(7)=1-sum(pj(1:6))

Vypocteme teoretické cetnosti npj=n*pj

Nyni jiZ jsou splnény podminky dobré aproximace.

Vypoditame testovou statistiku K=sum((nj-npj).”2./npj) a kvantil y i-. €~ >~ = ¢ 005 € pomoci funkce chi2inv(0.95,5).
ProtoZe testova statistika K = 9,582 se nerealizuje v kritickém oboru W = 11,0705, , Hy nezamitime na asymptoticke

hladin¢ vyznamnosti 0,05.

Ad b) Zadame vektor xj = [0:7] a vektor pozorovanych ¢etnosti nj =[27 93 103 58 50 21 6 2]°.

Vypocteme primér m=sum(nj'*xj)/n. Dostaneme 2,3.

Vypocteme rozptyl skv=sum(nj'*(xj-m).*2)/(n-1). Dostaneme 2,1215.

Vypocteme testovou statistiku K=(n-1)*skv/m. Dostaneme 331,1353.

Nakonec stanovime kvantily y « 2€— = ( 005 €59 _a % . 2€~ = ( 0975 €59 : chi2inv(0.025,359) a chi2inv(0.975,359).
Dostaneme 308,4 a 413,4. Protoze testova statistika nepatii do kritického oboru, nelze na asymptotické hladin€ vyznamnosti
0,05 zamitnout nulovou hypotézu.

Samostatny ukol: Vypoctéte p-hodnotu a) pro test dobré shody (p = 0,0877), b) pro jednoduchy test Poissonova rozloZeni
(p =0,2969).



DalSi moZnosti ovérovani exponencialniho rozloZeni:
vyuziti funkce probplot (pravdépodobnostné — pravdépodobnostni graf),

Kolmogoroviliv — Smirnoviiv test (funkce kstest).

Pouziti K-S testu

Vygenerujeme 100 hodnot z exponencialniho rozlozZeni s parametrem 2:

x=exprnd(2,100,);

Provedeme porovnani vybérove distribucni funkce s distribu¢ni funkci exponencialniho rozloZeni Ex(2):
[h,p,ksstat]=kstest(x,[x,expcdf(x,2)])

Vyznam vystupnich parametru:

h = 0, kdyZ nezamitame hypotézu o exponencidlnim rozloZeni Ex(2) na hladiné vyznamnosti 0,05, h = 1, kdyZ tuto hypotézu
zamitame.

p je odpovidajici p-hodnota

ksstat je hodnota testove statistiky.



