Vyuziti MATLABu pFi praci s exponencidalnim rozloZenim

Zakladni poznatky o exponencialnim rozloZeni Ex(1)

Néhodna veli€ina X udava dobu ¢ekani na prichod néjaké udalosti,
ktera se mize dostavit

kazdym okamzikem se stejnou Sanci bez ohledu na dosud procekanou

dobu. Piitom 1/A vyjadiuje stfedni hodnotu doby ¢ekani.
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kvantilova funkee: @ (o) = —Iln(l ~a) kde 0 << 1.
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Stiedni hodnota: E(X) =, rozptyl: D(X) =77

Interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu: Necht’ X, ..., X, je
nahodny vybér z rozlozeni Ex(A) a necht’ m je realizace vybérového
pruméru. Pak meze 100(1-a)% ptiblizného empirického intervalu
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spolehlivosti pro E(X) BEY jsou: d= leTz(Zn)’ h= XZTQH)

Pozor, funkce v MATLABu pro praci s exponencialnim rozloZzenim

vyZaduji zadavat pievracenou hodnotu parametru A!

a) Kresleni grafu hustoty a distribu¢ni funkce rozlozeni Ex(1/2)
x=[0:0.01:107]’;

f=exppdf(x,2);

plot(x,f)



df=expcdf(x,2);
figure
plot(x,df)

b) Kresleni grafu kvantilové funkce rozlozeni Ex(1/2)
alfa=[0.01:0.01:0.99]’;

kf=expinv(alfa,2);

plot(alfa,kv)

¢) Generovani 100 realizaci ndhodné veliCiny s rozlozenim Ex(1/2) a kresleni
histogramu s 10 tfidicimi intervaly

r=exprnd(2,100,1);

hist(r)

d) Odhad stedni hodnoty a meze intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu na
zaklad€ proménné r

Hodnoty ulozené v proménné r povazujeme za realizace ndhodného vybéru
rozsahu 100 z rozlozeni Ex(1/2)

[m,meze]=expfit(r)

e) Vypocet sttedni hodnoty a rozptylu rozlozeni Ex(1/2)
[m,v]=expstat(2)



Priklady na vyuziti exponencialniho rozloZeni

Priklad 1.: Doba do ukonceni opravy v opravné obuvi je ndhodna
veli€ina, ktera se fidi exponenciadlnim rozloZzenim se stfedni hodnotou
3 dny. Jaka je pravdépodobnost, Ze oprava bude ukoncena do dvou
dnt1?

Reseni: X ~ Ex(1/3),

21 X X7 2
P(st):jge 3dx:{—e 3} —1—¢ 3 =0,4866

0 0

V MATLABu: p = expcdf(2,3)

Piiklad 2.: Zivotnost zarovky ma exponencialni rozloZeni se stiedni
hodnotou 600 h. Jaka je pravdépodobnost, Ze Zarovka bude svitit
dalSich asponi 200 h, jestlize jiz svitila aspon 800 h?

Reseni: X ~ Ex(1/600),

200
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P(X > 800+200/X >800) = P(X >200) = 1-P(X < 200)+ P(X =200)=1- | 0
0

P 0
=1—{—e600} =¢ 0 =¢ 3 =0,7165
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V MATLABu: p = 1- expcdf(200,600)

Priklad 3.: Nahodné doby zivota dvou soucastek jsou stochasticky

nezavislé nahodné veli¢iny, pficemz X; ~ Ex()\;), 1= 1, 2. Stiedni



hodnota doby zivota prvni soucastky je 2 roky, druhé soucastky 3
roky. Jaka je pravdépodobnost, Ze druha soucastka ptezije prvni?
Reseni:

Podle véty 1.16 dostavame:

A
P(X, >X,)= - +1x =
1 2

Priklad 4.: Doba (v hodinéach), ktera uplyne mezi dvéma nal¢havymi
piijmy v jisté nemocnici, se fidi exponencialnim rozloZenim se stfedni
hodnotou 2 h. Jaka je pravdépodobnost, Ze uplyne vice nez 5 h bez
naléhavého prijmu?

Reseni: X ~ Ex(1/2),

5 _X _X :
P(X>5)=1—P(Xss)=1—j5e 2dx=1{—e 2} =e > =0,082

0 0

V MATLABu: p = 1- expcdf(5,2)

Priklad 5.: Zkouma se funkce dvou nezavisle na sob¢€ pracujicich

pristroji. Doba bezporuchové funkce i-t€ho pfistroje je nahodna

veli¢ina X; ~ Ex(\), 1= 1, 2. Jakd je pravdépodobnost, ze za dobu t;, >

0 a) ani jeden pfistroj neselze, b) selZe aspon jeden pristroj?

Reseni:

ad a)

P(X, >t, AX, >t,)=P(X, >t,)P(X, >t,)=[1-P(X, < t,)[1I-P(X, <t,)]=
—[1-o,(t,)1- D, (t,)] = e e = g olrr)



ad b)
P(X1 <t,vX,< to): ] — e tolh+ha)

Priklad 6.: Najdécte 5. percentil ndhodné veliciny X ~ Ex(0,1)
Reseni:

0,05 = (K 15 (X)) = 1-exp(= 0,1K ;4 (X)) = K 45 (X) = 1010 0,95 = 0,5129

V MATLABu: K = expinv(0.05,10)



Vyuziti exponencialniho rozloZeni pri analyze piijmi

Uvod do problému: Je znamo, Ze piijmy obyvatelstva ve spole¢nosti jsou
rozdéleny nerovnomeérné. Jako prvni zkoumal toto rozdéleni italsky inzenyr
Vilfredo Pareto na konci 19. stoleti. Zjistil, ze ptijmy lze modelovat mocninnou
funkci. V dalSich letech se ukazalo, Ze tento tzv. Paretliv zdkon plati jen pro 5 %
nejbohatSich lidi. Pfijmy ostatnich 95 % obyvatel 1ze modelovat pomoci
exponencialniho rozlozeni. (Proc€ to tak je? To je vysvétleno v ¢lanku F. Slaniny,
Vesmir €. 9, rok 2001)

Necht’ ndhodna veli¢ina X udadva mési¢ni pfijem ndhodné vybraného
zaméstnance. Pfedpokladejme, ze X ~ Ex()). Podle tidaji Ceského statistického
fadu dosahla primérna hruba mzda v CR ve 4. &tvrtleti roku 2010 hodnoty 25
752 K¢.

Ukol 1.: Zjistéte parametr A pro nahodnou veli¢inu X.
Reseni:
T —AX 1 1
E(X)= jxxe dx =...=—=25752 = A =———— = 0,00003883
A 25752

0

Ukol 2.: Odvod’te obecny vzorec pro vypoéet a-kvantitu ndhodné veli¢iny X a
pak vyjadiete median nahodné¢ veli¢iny X.

Co lze tici o vztahu stfedni hodnoty a medianu?
e @ = O(K (X)) =1-¢ ") = K (X) =~ In(1 - a)

1. 1 In2
Vypocet medianu: Ko,so (X) = _xlng = T =25752-In2=17850

Znamena to, Ze aspoii polovina osob ma primérnou hrubou mzdu nejvyse 17

850 K¢ a aspoii polovina osob ma primérnou hrubou mzdu aspon 17 850 K¢.



Protoze exponencialni rozloZeni je rozloZeni s kladnou Sikmosti (1ze spocitat, ze

Sikmost = 2), bude median vzdy mensi nez stfedni hodnota.

Ukol 3.: Kolik procent zamé&stnancti mé podpriimérnou hrubou mzdu?

1

X
ReSeni: P(X < %) = J‘Ke_kde =1-¢"' =0,6321
0

Znamena to, Ze témet 2/3 zaméstnancli nedosahnou na primérnou mzdu. Primér

tedy neni vhodnou charakteristikou stfedni urovné mezd.

Prace se systtmem MATLAB

Ukol 1.: Pomoci funkce exprnd ndhodné vygenerujte piijmy n = 1000, 10 000 a
100 000 osob

(stfedni hodnotu volte 25 752) a vytvoite histogram vygenerovanych piijmu.
r=exprnd(25752,n,1);

hist(r)

Ukol 2.: Vypodtéte primémy piijem a vypodtéte median piijmeL.
m = mean(r); x50 = median(r);
Zjisténé hodnoty porovnejte s teoretickymi hodnotami: stfedni hodnota = 25 752

K¢, median = 17 850 K¢.

Ukol 3.: Zjistéte, kolik procent osob bude mit podprimérmé piijmy.
pocet=0;

pocet=sum(r<m);

procento=100*pocet/n

Zjisténou hodnotu porovnejte s teoretickou hodnotou 63,2%.



